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Predgovor

Na Tehnickom veleuciliStu u Zagrebu, jednosemestralni kolegiji "Fizika" predaju se
na prvoj godini Cetiriju studija: elektrotehnike, informatike, raCunarstva i graditelj-
stva. Ti se kolegiji medusobno razlikuju i po broju sati i po uvrstenim temama.

No, budud¢i da svi imaju zajednicki karakter uvodnog upoznavanja sa fizikalnim
velicinama i zakonima, u prvom se dijelu svih kolegija na slican nacin (uz manje
razlike u opsegu) obraduju uobicajene teme iz kinematike i dinamike, koje Cine oko
polovicu ili vise ukupnoga gradiva. Tek nakon toga pojavljuju se razlike u odabiru
tema za pojedine studije, koje su uskladene s drugim sadrzajima tih studija.

Ovaj nastavni materijal obuhvaca sve zajednicke teme cCetiriju studija, u opsegu
koji najblize prati predavanja na elektrotehnickom studiju, gdje se izlozene teme i
najopsirnije obraduju (te Cine oko dvije tre¢ine programa). Studenti koji solidno
savladaju ovaj dio gradiva ustanoviti ¢e da je ostatak kolegija "Fizika" lako
razumljiv i da se dade brzo nauditi.

Udzbenici koji na prikladnoj razini kvalitetno obraduju teme iz ovoga teksta nisu
rijetkost, ¢ak i ako se ograni¢imo samo na hrvatsko govorno podrucje. Medutim, sa
stajalista nasih studenata, znacajan im je nedostatak da su preopSirni. Dugo-
godisnje iskustvo pokazuje da mnogi studenti radije koriste nasumicne krace
materijale sa weba (koji su najéesée puni pogresaka) ili, u boljem slucaju, kopije
tudih biljeski s predavanja (Cesto necitke i nepotpune).

Stoga je ovaj nastavni materijal zamisljen kao neki razuman, kompromisni sazetak
predavanja. Opseg mu je upravo dovoljan da obuhvati osnovne pojmove i zakone
koji se izlazu na predavanjima, uz nuzna tumacenja i opis odnosa medu njima. No
istovremeno nastoji ostati toliko koncizan da ne premasi mnogostruko duljinu
osrednjih studentskih pribiljezaka - s nadom da ¢e nasim studentima barem
nadomjestiti sumnjive materijale koje su dosad koristili, a mozda ih i motivirati da
posegnu za opSirnijim udzbenikom.
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1 Uvod

Formiranju fizike kao znanosti najviSe je doprinijelo proucavanje gibanja tijela; a i
danas, svaki uvodni tecaj fizike poCinje upoznavanjem pojmova iz toga podrucja jer
su potrebni za razumijevanje pojava u drugim granama fizike. Podrucje se
tradicionalno naziva mehanikom, i Cesto formalno dijeli na kinematiku, dinamiku i
statiku. Kinematika opisuje kako se tijela gibaju, dinamika objasnjava zasto se tako
gibaju, a statika proucava okolnosti u kojima tijela miruju.

Ovaj tekst je ogranicen na jednostavnije koncepte iz kinematike i dinamike krutih
tijela. Izlaganje grade uglavnom prati uobicajeni slijed uvodnih tecajeva u
visokoskolskom obrazovanju, a matematicka razina je primjerena tehnickom
studiju.

Zbog notorno neujednacenog predznanja kod studenata prve godine, u ovom
uvodnom poglavlju kratko su opisane i neke matematicke operacije koje se koriste
u daljnjem izlaganju (a neke ¢e biti opisane prilikom prvog koristenja).

1.1 Fizikalne velicine

Nema osobito pametnih definicija koje bi sadrzavale korisne informacije o tome
koje veli¢ine ubrajamo u fizikalne velicne, odnosno Sto je podrucje istrazivanja
fizike. No, studentima to nije ni potrebno, jer su ve¢ u ranijem skolovanju upoznali
niz fizikalnih velic¢ina, a lako ¢e razumjeti da postoje i mnoge druge veliCine koje su
s njima povezane, kao i da razvoj fizike prosiruje podrucja istrazivanja i uvodi nove
fizikalne velicCine.

Korisno je, medutim, uoditi da se fizikalne veli¢ine mogu grupirati prema nekim
svojim opc¢im svojstvima. Za potrebe ovoga kolegija osobito je vazno razlikovati
skalare i vektore.

Skalari su veli¢ine koje imaju samo samo iznos, npr. masa (m = 3 kg) ili energija
(£ =-201).

Vektori su veli¢ine koje imaju iznos i smjer, i ponasaju se po pravilima vektorskog
racuna, npr. brzina v ili sila F. Iznos vektora je pozitivan broj (za razliku od
skalara, koji moze biti i negativan), npr. |v|=v=3 m/s.

U fizici i tehnici uobi¢ajeno je iznos vektora pisati tako da se samo izostavi strelica
sa simbola, npr. iznos vektora brzine v piSe se kao v, jer se po upotrebljenom

simbolu (i kontekstu) zna o kojoj se velicini radi (u ovom primjeru o brzini) te da je

to vektorska veli¢ina. U matematici isti simbol moze biti bilo Sto, pa se iznos
vektora obiljezava s |V | jer bi samo v moglo oznacavati neku skalarnu velicinu.

Dakako, i u fizici ¢emo ponekad koristiti istu oznaku, npr. |V, +V, | za iznos sume

dvaju vektora.
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Vektore graficki prikazujemo pomocu usmjerenih duzina, primjerice: F

gdje smjer duzine oznacava smjer vektora sile, a podrazumijeva se >
da je duljina te duzine proporcionalna iznosu sile, Sto moze biti i to¢no specificirano,
npr. 1cm = 1N (1cm predstavlja 1 N).

Operacije s vektorima

Kao Sto zbrojiti dvije mase znaci izracunati tre¢u masu koja njih dvije moze
zamijeniti (npr. po ucinku na vagu), tako i zbroj dvaju vektora daje treci vektor koji
njih moze zamijeniti (te se Cesto naziva njihovom rezultantom).

Pravilo vektorskog zbrajanja (Slika 1.1) mozda se intuitivno najlakse razumije na

primjeru dviju sila (ﬁl i 132) zbrojenih pomocu paralelograma (lijeva skica na Slici
1.1).

Slika 1.1. Zbrajanje vektora

Smjer rezultante 117“1+F2 (koja moze zamijeniti ucinak tih dviju sila) je negde

izmedu njihovih smjerova, i to kako bismo i oCekivali blize vecoj sili F|, a iznos je -
u prikazanom primjeru — vedéi od jedne i druge ali manji od zbroja njihovih iznosa.
Ostatak Slike 1.1 pokazuje kako se isti rezultat dobija nadovezivanjem vektora, sto
je osobito korisno kod zbrajanja vise od dva vektora.

Kod zbrajanja vektora (i drugih operacija s njima) mozemo usmjerene duzine, koje
ih graficki predstavljaju, po volji translatirati (premjestati kroz prostor tako da
sacuvaju iznos i smjer), Sto je ocito i ucinjeno na Slici 1.1. No, u nekim slucajevima
(npr. upravo za sile), mora se usto dodatno razmotriti i poloZaj vektora u prostoru
(za ucinak sile npr. polozaj hvatista, ili samo pravca na kojem sila djeluje ako je
tijelo kruto).

U specijalnom slucaju kada su vektorske veli¢ine paralelne, iznos njihova zbroja
jednak je zbroju njihovih iznosa ako su u istom smjeru, ili razlici iznosa ako su u
suprotnim smjerovima, kako se vidi sa Slike 1.2.

B

insT]

\ 4

F

I . N
F+F, F+F,

Slika 1.2. Zbrajanje paralelnih vektora
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U ostalim slucajevima, iznos zbroja i njegov smjer (kut prema jednom od
pribrojnika) moze se sa skice kao sto je Slika 1.1 priblizno izmjeriti, ili izraCunati
pomocu trigonometrije (kosinusov poucak).

Vazno je uociti komutativno svojstvo zbrajanja vektora, tj. da je 117“2+13l 2131+F2,
koje se jasno razabire iz prethodnih skica. Neke fizikalne veli¢ine kojima se, osim

iznosa, moze pridruziti i smjer (npr. kut zakreta nekog tijela), ne zadovoljavaju to
svojstvo, pa nisu vektori.

Mnozenje vektora sa skalarom (brojem) je 5
jednostavan postupak koji se intuitivno razumije > Oy
na temelju zbrajanja vektora (V+vV =2V ). MNoZi — _§

se samo iznos vektora s apsolutnom vrijednos¢éu <«— —-0,4v

skalara, a rezultat je vektor istoga smjera ako je

skalar pozitivan, odnosno suprotnog smjera ako

je skalar negativan.

Oduzeti vektor v, od v, isto je Sto i dodati suprotni, tj.
v, =V, =V, +(=,). No, Cesto je zgodnije prikazati razliku V) S
kao spojnicu vrhova usmjerenih duzina (na skici desno), =
Sto se dokazuje iz oligledne jednakosti v, + (v, —v,) =V,.

Komponente vektora u koordinatnom sustavu

Duz osi pravokutnog Kartezijeva sustava x,y,z (na kojima su prikazane mjerne

jedinice za promatranu vektorsku veli¢inu, npr. njutni, N, za silu) uvedemo
jedini¢ne vektore i, j, k (dakle, |7 | =|j| = |k| = 1).

Ako je vektor paralelan s nekom osi
koordinatnog sustava, moze ga se zapisati F
pomoc¢u jednog broja. Npr. sile Fl:37i

\ 4

}7“2:—2f na Slici 1.3 mogu se zapisati F,

A

pomocu brojeva 3 i —2 koji mnoze jedinicni i
vektor 7. Te brojeve nazivamo skalarnim . 1 > >
komponentama promatranih sila na osi x, i 0 1 x[N]
biljezimo kao F;, =3N, odnosno F, =-2N."

Uoclite izvjesnu nedosljednost u pisanju Slika 1.3. 131 =3, ﬁ’z =27
mjernih jedinica, koja je uobicajena: kada se

komponenta piSe uz jedini¢ni vektor, obi¢no se mjerna jedinica izostavlja radi bolje
preglednosti, npr. 1:“1 :lef =3{ (samo 3i umjesto 3N7 ).

Ako vektor nije paralelan s nekom osi, rastavljamo ga na vektorske komponente
koje su paralelne s koordinatnim osima, npr. F =Fx+Fy na lijevoj strani Slike 1.4

(a ako vektor izlazi iz ravnine x, y dodali bismo jo$ i vektorsku komponentu 17“2).

! Ostale komponente vektora u ovom primjeru jednake su nuli, jer su sile okomite na osi y i z.
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Tada se svaka vektorska komponenta moze zapisati pomocu jedini¢nog vektora,
odnosno prikazati pomocu skalarne komponente, na onoj osi s kojom je paralelna
(isti postupak kao na Slici 1.3).

U primjeru sa Slike 1.4 imamo ﬁx =4 te F“y :—2]’ , pa silu F moZemo zapisati

kao |F = 4i —27|. Njezine su skalarne komponente F,=4N, F,=-2N, F_=0.

Cesto je zgodno vektor zapisati kao uredeni niz skalarnih komponenata ($to znadi
prvo x-komponenta, pa y, pa z), ovako: F:(Fx,Fy,Fz), Sto za silu sa Slike 1.4

konkretno znaci ‘F =(4N, -2N, 0)
vektora koji se podrazumijevaju.

. Time se izbjegava nepotrebno pisanje jedini¢nih

Slika 1.4. Vektrori u ravnini

~.

v

Iz navedenoga vidimo da se vektor moze opisati pomocu tri broja (skalara). Ta se
tvrdnja ne odnosi samo na opis pomocu tri skalarne komponente, nego je posve
opcenita:? silu F moZemo jednako dobro opisati pomoéu njezinog iznosa i dva kuta
prema koordinatnim osima (kut prema trecoj osi moze se izracunati iz ta dva), u
ovom primjeru pomocu naznacenog kuta o prema osi x, i kuta od 90° prema osi z.
No kad je iz konteksta jasno da svi promatrani vektori leze u istoj ravnini (npr.
ravnini x,y ), nema potrebe navoditi sve tri komponente (odnosno oba kuta), pa se

vektori opisuju samo pomocu dva broja.

Veza izmedu zapisa vektora pomocu skalarnih komponenata, i zapisa pomocu
iznosa i smjera, za vektore u ravnini lako se razabire sa skice na kojoj na kojoj je
vektor prikazan.? U primjeru na lijevoj strani Slike 1.4 vidimo da je:*

F.=Fcosa, F,=-Fsina ; F=,/Fj+Fj, tga =| F,/F,| .

2 Dakako, za vektore u trodimenzionalnom prostoru.

3 Nakon minimalnog iskustva, koje ¢e studenti steéi na vijezbama, komponente se lako zamisle i bez
crtanja.

4 U fizici i tehnici ¢esto koristimo neorijentirane kuteve manje od 90°, kao na ovoj Slici. Tada predznake
komponenti, te izbor izmedu sinusa i kosinusa odredujemo sa skice.
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Kada se vektori prikazu pomocu skalarnih komponenta, racunske operacije s
vektorima svode se na racunske operacije s tim skalarima. Na desnoj strani Slike
1.4 to je ilustrirarano na primjeru zbrajanja. Nije, dakle, potrebno crtati trokut ili
paralelogram da bismo odredili zbroj E:5+l;, nego samo treba zbrojiti skalarne
komponente: ¢, =a +b, te ¢, =a, +b , Sto se lako provjeri sa Slike na kojoj se

vidi da je ¢ =(4,1), a=(1,2) i b =(3,-1).

Tenzori. U fizici se koriste i kompliciranije veli¢ine od vektora, tj. veliCine koje
imaju vise komponenata. Najjednostavnije od njih, koje nazivamo tenzorima
drugoga reda, imaju u trodimenzionalnom prostoru 9 komponenata (uocite da je

9 =3%), a koriste se i tenzori viih redova (3" komponenata). U tome kontekstu
skalare se moze smatrati tenzorima nultog reda jer imaju 30 =1 komponentu, a
vektore tenzorima prvog reda jer imaju 3' =3 komponente.

1.2 Mjerne jedinice - SI sustav

Mjerna jedinica je neki dogovoreni, proizvoljno odabrani, iznos neke fizikalne
velic¢ine koji sluzi za mjerenje te veliCine.

Na primjer, jedinica za duljinu metar (m), bila je izvorno definirana (proizvoljno
odabrana) kao desetmilijunti dio udaljenosti od sjevernog pola do ekvatora. (Danas
je definirana kao udaljenost koju svjetlost u vakuumu prede za 1/299 792 458
sekundi, gdje je ¢ =299 792 458 m/s brzina svjetlosti u vakuumu.)

Fizikalna U ranijim razdobljima koristio se veci broj
Naziv Simbol .. vl s e . - -
veli¢ina razlicitih jedinica za istu fizikalnu veliCinu.
Stovise, te su jedinice u razli¢itim
metar m  Duljina podrudjima primjene bile grupirane u

razliCite sustave. Danas je veclina zemalja
(ukljuujuéi  Hrvatsku) kao  zakonsku
obavezu prihvatila koriStenje medunarodnog
sustava jedinica, tzv. SI sustava (kratica
francuskog naziva Systéme International).

kilogram kg Masa
sekunda s Vrijeme

Jakost elektricne

amper A . . .
struje SI sustav polazi od sedam temeljnih jedinica
(Tablica 1.1) za odabrane fizikalne veliCine,
kelvin K Temperatura iz kojih se izvode jedinice za sve druge
- velicine na temelju njihovih definicija ili
mol mol KOI'C'?_a ] fizikalnih zakona. Neke se izvedene SI
(EpEAnE) EER jedinice piSu u obliku koji razotkriva njihovo
kandela cd Tl GyleR e porijeklo, npr. metar u sekundi (m/s) za

brzinu, dok su za druge usvojeni posebni
nazivi, na primjer, jedinica za silu njutn (N)

Tablica 1.1. Temeljne SI jedinice je skradenica za kgm/s?.
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Znatno vedi ili manji iznosi od SI jedinice obi¢no se piSu pomocu eksponencijalnog
zapisa u bazi 10, ili pomoéu prefiksa uz jedinicu, npr. F = 3,821-10® N = 382,1 MN
ili » =1, 53108 m = 15,3 nm.> Najéesce koristeni dekadski prefiksi navedeni su u
Tablici 1.2.

deka- da 10 deci- d 10”"

hekto- h 102 centi- c 1072

kilo- k 10° mili- m 107

mega- M 10° mikro-  p 10°  Tablica 1.2. Najéeséi prefiksi uz
gga- G 10:’2 nano-  n 10_?’2 SI jedinice

tera- T 10 piko- p 10

peta- P 10" femto-  f 107"

Povijest SI jedinica i njihove definicije opisane su u mnogim udzbenicima,
ukljucujudi i literaturu citiranu u ovoj skripti. Precizne i dobro azurirane definicije
mogu se nadi i u Wikipediji, http://en.wikipedia.org/wiki/SI base unit (hrvatska
verzija u vrijeme pisanja ovoga teksta daleko zaostaje za engleskom).

Uz SI jedinice, dopusteno je koriStenje i nekih drugih uobicajenih jedinica, kao Sto
su sat (h), elektronvolt (eV) itd.

1.3 Osnovni pojmovi diferencijalnog racuna

Toc¢no definiranje ¢ak i najelementarnijih veli¢ina u mehanici, ili opisivanje odnosa
medu njima, nije moguce bez koristenja derivacija i integrala.

Derivacija opisuje kako se brzo mijenja neka funkcija (pa deriviranjem funkcije,
npr. f(x), opet dobijemo funkciju, npr. f'(x)). Tamo gdje je derivacija jednaka 1,
funkcija raste tako da je krivulja na donjoj skici nagnuta pod 45° prema osi x; tamo
gdje je derivacija veca i nagib je strmiji, pa kazemo da funkcija brzo raste; na
slican nacin, negativne vrijednosti derivacije opisuju kako brzo funkcija pada.

f(x)

sporo pada, f'(x)~-0,5

brzo pada, f'(x)=-2

X
, N \
brzo raste, f'(x) ~ 4 i sporo raste, f'(x)~0,3
> Prilikom pisanja rezultata mjerenja ili rauna podrazumijeva se da su sve navedene znamenke

pouzdane (to¢ne) osim moZda posljednje, koja moze biti procijenjena (ako nije eksplicitno navedena
nepouzdanost, tj. moguca pogreska).

Svakodnevna mjerenja obi¢no ne daju vise od 3 pouzdane znamenke. Naravno da ni rezultati racuna s
takvim brojevima ne mogu imati viSe pouzdanih znamenki, pa ih neéemo ni pisati (bez obzira na to
koliko znamenki "kalkulator pokazuje").
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Umjesto apstraktne funkcije f(x), u fizici ¢emo promatrati konkretne fizikalne
veli¢ine kao funkcije nezavisnih varijabli (koje su takoder fizikalne veli¢ine, najcesée
vrijeme ¢ ili poloZzaj zadan koordinatama). Npr. v(¢) je iznos brzine kao funkcija
vremena, F(x) je iznos sile kao funkcija koordinate x, dok je x(¢) koordinata kao
funkcija vremena. Cesto se iz konteksta zna koja je nezavisna varijabla, pa se ona i
ne navodi, nego samo naziv funkcije, npr. v,F,x. A deriviranjem jedne fizikalne
veli¢ine u pravilu se dobije neka druga fizikalna veli¢ina, koja onda ima i drugaciji
naziv (npr. derivacija brzine po vremenu je ubrzanje).

Opis deriviranja nastavljamo koristeci uobicajene apstraktne matematicke oznake, i
jos ¢emo (kako su studenti navikli) umjesto f(x) pisati y(x) ili, krate, samo y.

" d

Derivacija funkcije y(x) po njezinoj varijabli x oznacava se kao y'(x) ili kao d_y

x

(izrazi u brojniku i nazivniku su diferencijali, a &ita se: "de y" po "de x").® Mi ¢éemo

uglavnom koristiti ovu drugu oznaku. Bez obzira na oznake, derivacija se definira
kao limes (tj. granicna vrijednost) omjera Ay kroz Ax kada Ax tezi prema nuli:

ﬂ: limg

dx M0 Ax

Neka u x, funkcija ima vrijednost y, = y(x,), sli€no u x, (Slika 1.5). Pri promjeni
nezavisne varijable za Ax =x, —x,, funkcija se promjeni za Ay=y,—y,.” Omjer
promjena Ay/Ax pokazuje prosjeénu brzinu promjene funkcije na intervalu Ax .®

Ax >0 y
y(x}
Y(x+Ax) <y
y(x) ______ > Ax
X, X, x XY A x

Slika 1.5. Definiranje derivacije

Naime, unutar intervala, na lijevoj strani Slike 1.5, ocito se mijenja brzina
promjene funkcije: u pocetku funkcija raste sporije, a potom strmije. Zato ¢emo
smanjivati interval Ax, da funkcija "ne stigne" promijeniti brzinu rasta (lijeva
strana Slike, pocetak grani¢nog procesa Ax — 0). Pritom je zgodno pocetak inter-
vala Ax obiljeziti sa x, a njegov kraj sa x+ Ax, pa ¢e promjena funkcije na tome

6 Sam dy je "diferencijal od y", a dx je "diferencijal od x"; a derivacija je omjer diferencijala.

7 Na lijevoj strani Slike 1.5 smjer promjene je oznacen strelicama: obadvije su pozitivne, jer su strelice u
smjeru porasta varijabli.

8 Koliko se poveda ili umanji y dok x naraste za jednu jedinicu.
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intervalu biti Ay = y(x + Ax) — y(x). Pokazimo kako se grani¢ni proces ("uzimanje"

limesa) provodi na nekoj jednostavnoj funkciji, npr. y(x)=x>. Za nju je

2 2 2 9
ﬂ: y(x+Ax)— y(x) _ (x+Ax)" —x _ 2xAx + (Ax) ot Ar
Ax Ax Ax

Cemu upitnik iznad posljednjeg znaka jednakosti? Ako bismo iznos intervala htjeli
"do kraja" umanjiti, stavili bismo Ax=0. No, tada (i samo tada) ne vrijedi "upitni"
znak jednakosti, jer nismo smjeli kratiti s nulom. Uostalom, na intervalu nula nema
ni promjene funkcije, pa nema smisla ni govoriti o brzini promjene.

Zato je uveden pojam limesa, odnosno grani¢nog procesa. Kazemo da Ax "tezi
prema nuli" i promatramo kojoj vrijednosti pri tome "teZi" izraz koji sadrzi Ax. Ta

se vrijednost zove limes (granic¢na vrijednost) promatranog izraza.

Gornji razlomak postaje "prakti¢no jednak" izrazu 2x (tj. razlikuje se od njega u po
volji dalekoj decimali) ako uzmemo dovoljno mali Ax (ali ipak razli¢it od nule, da
mozemo dijeliti). Zato /imes toga razlomka, kada Ax tezi nuli, iznosi 2x. Dakle:

2
za y =x" imamo Q: lim&: lim(2x + Ax) = 2x , krace: M:2x
dx A0 Ax A0 dx

Sa stajalista prakticne manipulacije to znaci: kad ispred izraza napiSemo lim , onda
Ax—0

grani¢nu vrijednost dobijamo tako da doista uvrstimo Ax=0 (ako to daje neki
razuman rezultat, sto je uvijek sluc¢aj kad prije uspijemo pokratiti Ax iz nazivnika).

Opisanim postupkom dobiju se razna pravila deriviranja (koja se uce u Matematici
1). Ovdje navodimo samo dva (bez dokaza) koja ¢emo odmah koristiti:

Derivacija produkta funkcija Derivacija potencije
d d d d(x" _
(uv):_uv+u_v (x):nxnl
dx dx dx dx

Imaju¢i na umu da je derivacija konstante nula (zato Sto nema promjene), iz
gornjih pravila lako vidimo da je derivacija od npr. 3x° jednaka 3-5x*, jer u
derivaciji produkta broja 3 s potencijom ,krepa® prvi ¢lan (gdje se derivira
konstanta), pa ostaje samo ¢lan u kojemu konstanta mnozi derivaciju potencije.

Za deriviranje polinoma, treba jos samo primijeniti pravilo da sumu deriviramo ¢lan
po Clan (iz intuitivno jasne tvrdnje: limes sume jednak je sumi limesa). Na primjer:
u(x)=4x" =5x + x> +3x-7

% =20x* —15x" +2x+3 = v(x) (derivacija od x =x' je 1x" =1)
x
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Dobivenu derivaciju funkcije u(x) oznacili smo kao funkciju v(x), da bismo lakSe

raspravili pojam integriranja koji uvodimo na primjeru tih dviju funkcija. Ako je
funkcija v(x) derivacija funkcije u(x), onda je u(x) antiderivacija ili neodredeni

integral funkcije v(x). Mi ¢éemo koristiti ovaj drugi izraz.

Neodredeni integral funkcije v(x) obiljezava se J.v(x)dx , i racuna ovako:

[v(r)de = [(20x* ~15x + 25+ 3)dx = 20 x*dx 15[ xdx +2[ xdx + 3] dx

Razlog za ovakvu oznaku integriranja razjasnit ¢e se kod pojma odredenog
integrala; sada je vazno uociti da se oznaka sastoji od "gliste" na pocetku i
diferencijala nezavisne varijable na kraju, a funkcija koju integriramo umece se
izmedu njih. Potom se primjenjuju ona dva ista pravila kao kod deriviranja (tzv.
linearnost operacije): integrira se c¢lan po clan, a konstanta (broj) koja mnozi
funkciju (potenciju) se ne integrira nego samo prepise ("izvadi" se ispred integrala).
Nakon toga treba samo obaviti integriranje potencija, kao obrnuti postupak od
deriviranja, dakle:

n+l

+C, uz uvjet®’ n # —1. Tako za gornji integral dobijamo:*°

J.x"dx: n+l

Iv(x)dx =4x° =5x° + x> +3x+C,

sto je skoro jednako polaznoj funkciji u(x) od koje smo v(x) dobili deriviranjem,
samo zavrSava sa "C" umjesto sa "-7". Naime, konstanta "-7" nepovratno je
krepala prilikom deriviranja, ne ostavivsi nikakvu informaciju o tome kolika je bila.
Zato svakom neodredenom integralu dodajemo na kraju neodredenu aditivnu
konstantu C (koja, uostalom, moze biti i nula, ali to ne znamo). Ipak, u daljnoj
obradi integrala konstanta C cesto se dokine ili dobije neko konkretnije znacenje,
kako ¢emo vidjeti kasnije.

Mada je ovdje pojam neodredenog integrala uveden pomocu derivacije (kao
antideriviranje), spomenimo da se on moZe uvesti i posve neovisnom definicijom
(dakako, pomocu limesa), iz koje se mogu izvesti ista pravila racunanija.

Za razliku od neodredenog integrala, koji je funkcija, odredeni integral je samo
broj. Iako na prvi pogled nece izgledati tako, zajednicka rije¢ "integral" govori da su
blisko povezani.

Pojam odredenog integrala najlakse je razumjeti na primjeru: recimo da konstantna
sila iznosa F vuce neko tijelo u smjeru svojega djelovanja, npr. duz koordinatne
osi x. Kako znamo iz srednje Skole, ona c¢e vrsiti rad=silaxput. Konkretno, dok

° Ne samo zato $to bi nazivnik bio nula, nego se x! ne moze dobiti deriviranjem potencije (x° je konstat-
nta); x! dobiva se deriviranjem funkcije Inx.

10 pogetnike ¢esto zbunjuje posljedniji i najjednostavniji integral iz sume, jdx. Pod integralom je zapravo

1, Sto se ne pise, ali je jednako x°, pa ¢e rezultat integriranja biti x. Ili, vizuelno, "glista” jede "d” kad su
nasamo, pa ostaje samo x.
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odvuce tijelo iz polozaja x, =1m do polozaja x, =4m (put iznosi Ax = x, —x, =3m),
sila od 2N izvrsSit ¢e rad W = FAx =2N-3m=6].
No, Sto ako se iznos sile na tome putu mijenja, npr. opisan je funkcijom F(x)? Ne

znamo koju bismo vrijednost sile trebali uvrstiti u formulu silaxput. Ipak, priblizno
numericko rjeSenje je ocigledno: podijelimo ta 3 metra puta na male komadice,
npr. milimetre, i nazovemo ih redom Ax,,Ax,,Ax,,...Ax,,, (opéi naziv pojedinog
komadi¢a Ax;). Sila se na pojedinom komadi¢u Ax, ne moze puno promjeniti

(mozda tek u nekoj decimali koju ne zelimo ni pisati), pa uzmemo bilo koju njezinu
vrijednost F, iz pojedinog intervala Ax,. Ukupni rad je priblizno jednak zbroju

produkata WzZFl.Axl. = FAx, + F,Ax, +...+ F0Axyy, - Dakako, mozemo racunati
jos tocnije: svaki gornji komadi¢ Ax, dodatno podijelimo, npr. na desetinke, i sa
svake desetinke uzmemo neku vrijednost sile, pa sad izratunamo sumu novih
produkata FAx, (kojih ima 30 000). Postupak usitnjavanja puta, te zbrajanja sve

veteg broja produkata moZemo nastaviti dok uzastopni rezultati ne postanu
medusobno jednaki u zeljenom broju decimala: to se zove numericko integriranje.

U mislima, medutim, moZzemo pretpostaviti da opisano usitnjavanje nastavljamo u
nedogled: svaki komadi¢ Ax, "tezi" prema nuli, a broj produkata postaje

beskonacan (veéi od bilo kojeg broja). Naravno da ne mozemo stvarno pisati
Ax;, =0 (jer bi onda i sve zajedno bilo nula), niti bismo ikad stigli stvarno zbrojiti

beskonac¢no mnogo pribrojnika, nego je opet rije¢ o granicnom prijelazu. Iz
opisanog postupka numeri¢kog integriranja, intuitivno je jasno da svaka sitnija
razdioba daje rezultat sa sve ve¢im brojem tocCnih znamenki, pa se on po volji
priblizava nekoj granici (limesu) sa svim to¢nim znamenkama, koja se zove
odredeni integral i obiljeZava ovako:

W = lim 3" FAx, = [ Fdx|.
Ax;—0

Ovdje se vidi da je znak integrala ("glista") nastao kao stilizirani rastegnuti znak
sume; a Ax, pretvorio se u diferencijal dx (kojega je zgodno zamisljati kao

|ll'll

"beskonaéno mali" interval Ax).'! I funkcija F(x) i interval izgubili su indekse
(jer ih je "beskonacno", pa ih ne mozemo prebrojiti), a umjesto toga navodi se
donja granica (ispod integrala) i gornja granica (iznad integrala) ukupnog intervala
Ax po kojemu se integrira.

1y fizici i tehnici, sliéno izvornim predodZbama pionira diferencijalnog racuna, éesto diferencijale intui-
tivno zamisljamo kao "beskonacno male" intervale. Takav se pristup moZe i rigorozno opravdati, te
pokazati da je ekvivalentan standardnoj matematickoj analizi, npr. Robinson, A., Non-standard analysis
(Revised edition ed.). Princeton University Press, 1996.
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Naravnho da smo cijelo razmatranje mogli
provesti za bilo koju funkciju f(x) (a ne S (x)

bas za silu) te da pojam integrala nije
ogranic¢en na pojam rada (iako ¢emo ga tu
najvide koristiti). Stovie, uobi¢ajeno je da
se pojam odredenog integrala ilustrira na
primjeru odredivanja povrsine ispod dijela
krivulje f(x) od x, do x,(skica desno). Tu

\
\
\

v

=N
N
N
\
N
S

~

=

povrsinu mozZemo aproksimirati pomocu
niza pravokutnika koji npr. diraju krivulju

odozdo, a lako se vidi da aproksimacija L7 f(x)
postaje sve bolja kada sve viSe usitnjavamo ’ \

osnovice Ax, tih pravokutnika (te se njihov

v

v

broj povecava). Visine pravokutnika mogu
biti vrijednosti funkcije f;(x) bilo gdje na X X2

pojedinom intervalu (ovdje na pocetku ili na

kraju intervala). GraniCna vrijednost procesa je odredeni integral koji mozemo
zamisljati kao zbroj tako uskih pravokutnika da su postali vertikalne crte od osi x do

krivulje:
P={f(x)ds= Alggoz f(X)Ax, .

No, osobito je korisno svojstvo odredenog integrala to da se on vrlo jednostavno
moze izraCunati iz neodredenog integrala (zbog cega njihovi nazivi i sadrze
zajednicku rijec "integral"). Dokaz te tvrdnje prepustamo kolegiju Matemetika 2, a
ovdje samo pokazujemo kako se to radi. Stvar se najlaksSe shvati na primjeru:

2 372 3 3
J.xzdxz X :2——1—=§—l:2,33.
| 3

1

U prvom koraku izracunamo neodredeni integral podintegralne funkcije, ovdje X
(kao da na "glisti" nema donje i gornje granice). Rezultat x*/3 upiSemo u uglatu
zagradu (bez aditivne konstante C, jer bi se i tako oduzela u narednom koraku).
Uz desnu stranu zagrade!? prepiéemo granice integriranja. U narednom koraku, u
neodredeni integral iz zagrade uvrstimo najprije gornju granicu, pa od toga
oduzmemo neodredeni integral u koji smo uvrstili donju granicu. To je sve.

Spomenimo na kraju da nije mogudée svaku funkciju derivirati ili integrirati, mada
Cesto samo u nekom dijelu njihova podrucja definicije. To znaci da tu ne postoje
granicne vrijednosti (limesi) pomoc¢u kojih su te operacije definirane. A ¢ak i kada
derivacije ili integrali postoje, za mnoge funkcije ne mogu se izracunati pomocu
analitickih pravila ("formula"), nego samo numericki (priblizno).

2 Alternativno, moze se umjesto zagrade pisati samo vertikalna crta na mjestu desne zagrade.
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2 Opis gibanja tocke

2.1 Kako se opisuje gibanje

Gibanje tocke u cijelosti je opisano (u nekom referentnom sustavu) ako u svakom
trenutku znademo njezine koordinate.

Potpuni opis gibanja tijela u nacelu zahtijeva da se opiSe gibanje svake njegove
toCke. No, za kruto tijelo dovoljno je pomocu koordinata opisati gibanje samo jedne
njegove tocCke; ostale tocke mogu samo rotirati oko nje, a rotacija se dade opisati
za sve tocCke zajedno. Najjednostavnije je analizirati gibanje tijela tako da se opise
gibanje njegovog centra masa, plus rotacija tijela oko njega.

Tocka koja se zove centar masa (za prakti¢ne potrebe na Zemlji se podudara s
tezistem tijela) i rotacija tijela opisani su u kasnijim poglavljima. U ovom poglavlju
opisuje se samo gibanje tocke.

2.2 Vektor polozaja

Gibanje tocke mozemo opisati tako da u nekom referentnom sustavu, npr. u
Kartezijevom koordinatnom sustavu, zadamo njezine koordinate kao funkcije
vremena: x(t), y(¢), z(t). Te Kartezijeve koordinate mozemo smatrati komponentama
usmjerene duzine 7(t), za koju se koristi naziv vektor poloZaja ili radij-vektor

tocke.
A

y(t) ............................. :
Slika 2.1. Vektor polozaja tocke

F=(x,,2)

(Na slici je prikazano samo gibanje u
ravnini xy).

v

x(?)

Vektor poloZaja je, dakako, i sam funkcija vremena: to je usmjerena duzina kojoj je
pocetak u ishodiStu koordinatnog sustava, a zavrSetak ("strelica”) prati tocku na
njezinom gibanju po promatranoj putanji.

2.3 Brzina

Brzina je vektorska funkcija vremena. Njezin smjer je smjer gibanja tocke, pa lezi
na tangenti na putanju. Njezin iznos opisuje kako brzo tocka prelazi put.
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Uobicajena definicija brzine iz osnovne Skole - "predeni put u jedinici vremena” -
vrlo nepotpuno opisuje brzinu: to je samo broj koji je jednak iznosu prosjecne
brzine u toj jedinici vremena. Ako se iznos brzine ne mijenja (jednoliko gibanje), on
se doista racuna tako da se put podijeli s vremenom u kojemu je prijeden. Ako se
pak mijenja, takvim dijeljenjem dobije se iznos prosjecne brzine u promatranom
vremenskom intervalu.

Opcenita i to¢na definicija brzine temelji se na pojmu derivacije, buduc¢i da samo
derivacija neke funkcije detaljno opisuje kako se brzo mijenja ta funkcija.

Kod racunanja iznosa promjenjljive brzine jasno je da ¢e prosjecna brzina u nekom
malom vremenskom intervalu utoliko bolje opisivati trenutnu brzinu ukoliko je taj
interval kradi. Stoga je ocigledno da treba promatrati grani¢nu vrijednost (limes)
omjera puta i vremena

gdje je As komadi¢ puta preden u vremenskom intervalu At izmedu trenutka ¢ i
trenutka 7+ Ar. Ta grani¢na vrijednost (za sve krace vremenske intervale nakon
trenutka ¢) definira iznos brzine u trenutku ¢:

Definicija iznosa brzine:

L o ds
Iznos brzine je derivacija puta po vremenu: v=—.

dt

Dok iznos brzine opisuje kako brzo tocka prelazi put, brzina kao vektorska velicina,
koja ima i iznos i smjer, opisuje kako se brzo mijenja polozaj tocke. Stoga se ona
definira pomocu vektora polozaja:

Definicija vektora brzine:
dr

Brzina je derivacija vektora poloZaja po vremenu: v = o

Ta vektorska jednadzba zamjenjuje tri skalarne jednadzbe, koje na analogan nacin
povezuju skalarne komponente promatranih vektora. U Kartezijevim koordinatama:
dx dy dz
Vo=—\ V,=—01, Vv, =—.
dt dt dt
Detaljnije obrazloZzenje definicije vektora brzine, kao i uskladenost s definicijom

iznosa brzine, lako se razabiru iz Slike 2.2. U trenutku ¢ tocka prolazi kroz polozaj
r(t), a nakon vremenskog intervala Afr kroz polozaj r(t+At). U tom je

vremenskom intervalu presla put prikazan lukom As, a promjenu njezina polozaja
prikazuje vektor Ar =7(t+At)—7(t) koji je tetiva tome luku (lijeva strana Slike
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v . . A
2.2). Prema definiciji, vektor brzine je granicna vrijednost ilmoA—r (naznaka
t— t

grani¢nog prijelaza At — 0 prikazana je na desnoj strani skice).

At —0 . As

Slika 2.2. Uz definiciju brzine

Iz skice se vidi da u limesu Af — 0 vektor A7 postaje sve manja tetiva sve manjeg

luka, sve viSe se priljubljuje uz luk, pa njegov smjer tezi tangenti na putanju u
polozaju 7(¢), s kojom i treba biti paralelan vektor brzine u trenutku ¢.

Pritom se i iznos vektora Ar (duljina tetive) sve manje razlikuje od duljine luka As

(Sto se najlakse moze dokazati racunanjem omjera luka i tetive na nekoj kruznici,
za sve manje sredisnje kuteve.) To znacdi da u limesu Ar — 0 luk vise nije veci od

tetive, nego je

iin})(| Ar | = As) ili, pomocu diferencijala: |dr |=ds .
f—>

Iz toga slijedi i puna uskladenost definicije vektora brzine s definicijom iznosa
brzine:

|dr | _ds
dt dt’

vy =
Jedinica za brzinu mjeri, kao i kod svake druge vektorske veli¢ine, samo njezin

. . R m
iznos, pa je ocigledno da je osnovna SI jedinica —.
s

Iznos brzine moze se, dakako, izracunati i iz skalarnih komponenata vektora brzine,
v=\[vi+vi+v., 3to se Cesto koristi pri ratunanju predenog puta. Bududi da je

iznos brzine derivacija puta, put kao funkcija je antiderivacija ili neodredeni integral
iznosa brzine, a ako se raCuna put od trenutka ¢, do trenutka ¢, onda je to

odredeni integral:

S:Tvdt.

4
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2.4 Ubrzanje

Ubrzanje (ili akceleracija) je vektorska veli¢ina koja opisuje kako se brzo mijenja
vektor brzine, pa stoga ukljucuje i promjenu iznosa i promjenu smjera brzine.

Definicija vektora ubrzanja:
_ dv
Ubrzanje (akceleracija) je derivacija brzine po vremenu: a = 7 .
t

Ta vektorska jednadzba zamjenjuje tri skalarne jednadzbe, koje na analogan nacin

povezuju skalarne komponente promatranih vektora. U Kartezijevim koordinatama:
dv, dv, dv,

a, = , a,=——, a,= .
dt ’ dt dt

Osnovna SI jedinica za ubrzanje je —, buduci da se racuna kao omjer promjene
N

brzine i vremenskog intervala.

Za bolje razumijevanje pojma ubrzanja, kao i za mnoge primjene kod gibanja po
krivulji, korisno je rastaviti vektor ubrzanja na tangencijalnu i normalnu
komponentu. U tu svrhu pogledajmo kako se mijenja brzina tocke koja se giba po
krivulji (Slika 2.3).

At —>0
v(t)

r(t)

Slika 2.3.a. Promjena brzine

U trenutku ¢ uocimo toc¢ku na polozaju 7(¢) gdje ima brzinu v(¢). Na tome mjestu

uvedemo koordinatni sustav tangente i normale (t,n) tako da tangenta®® t bude u

smjeru brzine, a normala n prema "udubljenom" dijelu putanje.!* U nekom
kasnijem trenutku ¢+ A¢ brzina ima drugaciji iznos i smjer, v(t+At), Slika 2.3.a

lijevo. Na desnoj strani Slike 2.3.a naznacili smo da ¢emo promatrati limes At — 0.

13 Tako se koristi isti simbol kao i za vrijeme, to ne bi smjelo izazvati zabunu.

4 Ravninu normale definira promjena brzine AV (zajedno s brzinom v(¢) ) u limesu At — 0.
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Na Slici 2.3.b precrtane su samo brzine sa Slike 2.3.a (i koordinatni sustav), i to
tako da je V(t+At) translatirana u istu pocetnu tocku koju ima v(¢), radi

oduzimanja (obje uvecane 2 puta).

Slika 2.3.b. Promjena brzine

Na lijevoj strani Slike 2.3.b nacrtana je promjena brzine u intervalu Ar kao razlika
AV =V(t+At)—v(t), a potom rastavljena na tangencijalnu komponentu AV, i

normalnu komponentu Av . Na desnoj strani Slike 2.3.b prikazane su te dvije
komponente promjene brzine na pocetku grani¢nog prijelaza At — 0. U oba slucaja
se vidi da Av, samo mijenja iznos brzine. No, tek na desnoj strani slike se razabire
da ¢e Av, u limesu samo zakretati smjer brzine, pa ¢e Av, opisivati ukupnu
promjenu iznosa brzine. Naime, kut izmedu vektora v(z)+Av, i vektora v(t+At)
postaje sve manji, pa oni postaju krakovima jednakokra¢nog trokuta, dakle teze
jednakom iznosu.®
Ako opisani rastav promjene Av uvrstimo u definiciju akceleracije, dobijamo rastav
ukupne akceleracije na tangencijalnu i normalnu komponentu:
. . AN A AV
a=Ilim—=1lim
A—0 A A0 Af A0 Af
—

a a

t n

Budué¢i da u limesu Ar -0 komponenta Av, opisuje ukupnu promjenu iznosa

brzine, imamo definiciju:

g g . o . dv
Tangencijalna akceleracija opisuje kako se brzo mijenja iznos brzine: a, = —

dt

15 Naravno da pritom i ukupna promjena brzine teZi nuli, ali se moZe pokazati da "jednakokra&nost"
dolazi "brze" do izrazaja. To ne¢emo formalno pokazivati, ve¢ se ogranicavamo na graficku sugestiju.
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Budu¢i da u limesu At — 0 komponenta Ay, opisuje samo promjenu smjera

brzine, imamo definiciju:

2

Normalna akceleracija opisuje kako se brzo mijenja smjer brzine: a, = —.
15
k

Navedene formule mogu se izravno dobiti deriviranjem brzine, ako je napisemo kao

v 14 . . . .
produkt iznosa brzine v i jedinichog vektora — koji pokazuje smjer brzine:
v

av d ﬁj dvv d(ﬁj
—=—|y—|=——tv—| —|.
dt  dt\ v dt v dt\ v

U prvom pribrojniku ocito dobijamo iznos tangencijalnog ubrzanja, a, (pomnoZzen

jedini¢nim vektorom smjera brzine, kao Sto i treba). No, taj rezultat je bio
ocigledan i iz prethodnog grafickog razmatranja.

Iz drugog pribrojnika moze se dobiti iznos normalnog ubrzanja a, :vz/rk , ali bi

trebalo unaprijediti matematicka znanja nasih studenata preko njihovih prosjecnih
potreba. Umjesto toga, pozivamo se na izvod centripetalnog ubrzanja u poglavlju
"Gibanje po kruznici", gdje se dokazuje da je a, = viir.

Slika 2.4. Oskulatorne kruznice

Odnos izmedu centripetalne i normalne akceleracije mozemo razumjeti pomocu
Slike 2.4. Intuitivno je jasno da se svaka krivulja na nekom dovoljno malom dijelu
luka moze aproksimirati dijelom kruznice koja krivulju "ljubi" (latinski, doslovno:
oskulira) na tome mjestu. Radijus te oskulatorne kruznice oznaava se sa 7, i

naziva radijusom zakrivljenosti krivulje. Normalna akceleracija na tome mjestu na
krivulji mora biti jednaka centripetalnoj akceleraciji na pripadnoj oskulatornoj
kruznici.
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3 Gibanje po pravcu

Gibanje po pravcu ili pravocrtno gibanje najjednostavniji je, ali i osobito vazan
sluc¢aj gibanja. Bududi da u tom slucaju ni brzina ni ubrzanje ne mogu proizvoljno
mijenjati smjer, ¢esto se moZe zanemariti njihov vektorski karakter — kako se to
obi¢no ¢ini u srednjoj skoli (ali treba razumjeti ograni¢enja takvog pristupa).

NajCeSce se jednolikima nazivaju ona gibanja kod kojih je iznos brzine konstantan
(npr. po pravcu, po kruznici itd.) pa nemaju tangencijalne akceleracije. Tada se
ubrzanima nazivaju gibanja koja imaju tangencijalnu akceleraciju (razli¢itu od
nule).'® Najjednostavniji slu¢aj tih ubrzanih gibanja predstavljaju jednoliko ubrzana
gibanja, kod kojih je tangencijalno ubrzanje konstantnog iznosa pa iznos brzine
dobija jednaki prirast (ili pad) svake sekunde.’

Za opis gibanja po pravcu, zgodno je pravac pretvoriti u koordinatnu os (npr. os x),
na kojoj ¢e polozaj tocke biti opisan samo jednom koordinatom kao funkcijom
vremena. U trenutku kad ukljucimo
Stopericu (¢=0), tocka je u =0
polozaju x(0) za koji éemo koristiti o

oznaku x,, a u nekom prozvoljnom 0 1 );c(O) =x ch(t)
- 0

trenutku ¢ ima polozaj x(¢) koji

mozemo krace pisati samo kao x.

I vektor brzine i vektor akceleracije imaju, dakako, samo
x-komponentu, koja se od njihovih iznosa (v ili a), po dx dv,
definiciji pozitivnih, razlikuje u tome da ¢e biti negativna za toodt
vektore usmjerene suprotno od osi x.

3.1 Jednoliko gibanje po pravcu

Kod jednolikog gibanja po pravcu, brzina ima stalno isti iznos (a i
smjer — u koji ¢emo postaviti i smjer osi x), pa su funkcije koje a =
opisuju ovisnost akceleracije, brzine i poloZzaja o vremenu osobito
jednostavne. To da je brzina konstantna moZemo pisati i kao v, = konst.
v. =V, (umjesto v_=konst.), gdje je v, krata oznaka za

X=vI+X,

pocetnu brzinu v _(0). Predeni put od trenutka ¢t =0 do trenutka ¢

jednak je razlici poloZaja, tj. s =x—x, (bududi da se tocka gibala

6 U drugacdijem kontekstu, ponekad se ubrzanima nazivaju gibanja koja imaju bilo kakvu akceleraciju; u
tom slucaju, i jednoliko gibanje po krivulji (kruznici) ubraja se u ubrzana gibanja zbog normalne
(centripetalne) akceleracije.

7' U ovome kontekstu termin "ubrzano gibanje" opéenito obuhvaca i sluaj usporenoga gibanja, mada se
u konkretnom slucaju moze precizirati da se radi o usporenom gibanju.
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stalno u pozitivnhom smjeru osi x), pa posljednja relacija u gornjem okviru znadi isto
Sto i (uvazavajuéi da je kod opisanog gibanja v, =v). Put se, dakako, tako

racuna zato Sto pri konstantnoj brzini prelazimo jednake udaljenosti svake sekunde.

Formalno smo navedenu funkciju polozaja mogli dobiti i integriranjem brzine.
Bududi da je brzina derivacija polozaja, polozaj je neodredeni integral brzine:

vx:ﬂ — x:vadt:vxIdt:vxt+C
dt
Konstantu integracije interpretiramo tako da uvrstimo #=0 u rezultat x=v +C,

Sto daje x(0)=C, odnosno C = x, (formalno se kaZe da je to pocetni uvjet).

3.2 Jednoliko ubrzano gibanje po pravcu

Jednoliko ubrzano gibanje po pravcu odredeno je zahtjevom da je akceleracija
konstantna (i nije nula). Vektori akceleracije i brzine leZze na istom pravcu (inace bi
tijelo skretalo), ali ne moraju biti u istom smjeru. Pravac je koordinatna os x, pa oni
imaju samo x-komponente.

Bududi da je akceleracija derivacija brzine, brzinu dobijamo kao neodredeni integral
akceleracije:

axzch - vxzjaxdtzaxjdt =a t+C

Konstantu integracije opet interpretiramo tako da uvrstimo =0 u rezultat
v.=at+C, Sto daje (poletni uvjet) v (0)=C, odnosno C=v, . Odatle je

X"

konacno: v, =a t+v,, .

Nadalje, bududi da je brzina derivacija polozaja, funkcija polozaja je neodredeni
integral brzine:

_dx t*

v, =% - ¥ vadt = I(axt+v0x)dt = axJ.tdt +v0x_|‘dt = ax?+ Vot +C

1 . .
Sada opet uvrstimo ¢ =0 u dobijeni rezultat x = ax?+v0xt+C , Sto daje x(0)=C,

v a
odnosno C = x,, te konacno imamo x =?"z‘2 + V.t X, .
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Tako dobijamo izraze analogne onima kod jednolikog
gibanja po pravcu (3toviSe, vidi se da ove formule prelaze u | % = konst.

izraze za jednoliko gibanje po pravcu ako se uvrsti a =0). Vo= ait+v
x — “x 0x

No, ovdje ne mozemo opcenito smatrati da je razlika izmedu

trenutnog i pocetnog polozaja (x—x,) jednaka predenom x=%t2+v0xt+xo

putu s, jer je tijelo i pri konstantnoj akceleraciji moglo

promijeniti smjer brzine u suprotni, kao npr. u najvisoj tocki
vertikalnog hitca uvis (koji je jednoliko ubrzano gibanje po pravcu uz konstantno
ubrzanje sile teze). Iz istog razloga nije opcéenito moguca zamjena skalarne
komponente i iznosa brzine (tj. v, #v)

Ipak, cesto je prakti¢nije koristiti skalarne srednjoskolske
izraze za jednoliko ubrzano gibanje po pravcu, samo treba | Naistu stranu:
razumjeti da se u tom slucaju tijelo mora cijelo vrijeme gibati
na istu stranu. Tada se smjer osi x i smjer brzine podudaraju,
pa je v, =v. Isto vrijedi i za akceleraciju ako brzina raste.

v=at+v,

a o
§=—1"+vyt

Jedino za usporeno gibanje moramo usvojiti dogovor da je
"akceleracija a negativan broj".

Za usporedbu s kasnije opisanim gibanjem po kruznici, vazno je uociti da kod
gibanja po pravcu nema normalne akceleracije, pa je a =a,. Kod jednolikog i

jednoliko ubrzanog gibanja po kruznici (ili krivulji) mogu se koristiti sli¢ni izrazi kao
kod pravca, ali se tamo mora precizirati da iznos brzine (pa stoga i predeni put)
ovise samo o tangencijalnoj akceleraciji.

3.3 Slobodan pad

Ako mozemo zanemariti otpor zraka, ili joS bolje - ako bismo izveli pokus u
vakuumiranoj prostoriji — vidjeli bismo da sva tijela padaju s jednakim ubrzanjem.
Obi¢no se pod nazivom slobodan pad podrazumijeva takvo (idealizirano) gibanje,
mada se u nekim prilikama isti naziv odnosi na padanje u zraku uz uvazavanje
otpora zraka (Sto se lako razabire iz konteksta).

Tijelo koje pada dobija ubrzanje od svoje tezine (definiramo je u idu¢em poglavlju),
za koje se koristi naziv akceleracija slobodnog pada, g (naziv podrazumijeva

zanemarivanje otpora zraka). Na raznim mjestima na povrsini Zemlje (ukljucujudi i
visinske razlike od nekoliko km), g varira u rasponu od samo oko 0,5% (opSirnije

u poglavlju o gravitaciji), pa se Cesto koristi zaokruzeni prosjecni iznos od 9,81

m/s?.

Tijela vece gustoce i kompaktnog oblika (metalna kugla, kamen itd.) doista se u
padu gibaju vrlo priblizno jednoliko ubrzano, s akceleracijom g, prvih nekoliko

sekundi (nekoliko desetaka metara) nakon Sto ih ispustimo. No, otpor zraka raste s
brzinom, i nakon malo duzeg padanja Cak i kod takvih tijela prakti¢cno zaustavi
daljnje ubrzavanje (npr. za ¢ovjeka ubrzanje prestaje oko brzine od 200 km/h).
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4 Newtonovi aksiomi

Lex II: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae, et fieri
secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur. (Isaac Newton, Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica, London, 1687.)

U prijevodu: "Zakon II: Promjena gibanja uvijek je proporcionalna sili koja djeluje, i
desSava se u smjeru pravca djelovanja sile."”

A moze i ovako: Mala moja, primi ti na znanje, sila masi daje ubrzanje. (Navodna
varijanta iz vecernjih teCajeva osnovne skole u 50-tim godinama proslog stoljeca.)

Zajednicko obiljezje Newtonovog izvornog teksta i pjesmice iz velernjih teCajeva
jest da se ni jedna ni druga formulacija temeljnog zakona gibanja ne mogu
neposredno primijeniti u proracunima gibanja tijela.

Newton je, dakako, u daljnjem tekstu Principa pojasnjavao znacenje ovoga zakona,
i primjenjivao ga u tumadenju gibanja.'® Njegova je ogromna povijesna zasluga da
je, pored ostaloga, sa svoja tri zakona gibanja (koje Cesto nazivamo aksiomima)
zapravo postavio temelje fizikalne znanosti kakvu danas poznajemo.

No, mi se ovdje ne¢emo baviti povijesnim razvojem fizikalnih koncepata. Zato ce
formulacije Newtonovih aksioma slijediti praksu standardnih danasnjih udzbenika:
da budu precizne i izravno primjenjljive na proracune gibanja tijela.

Newtonovi aksiomi povezuju kinematicke veli¢ine koje se odnose na gibanje tijela
(brzinu i akceleraciju) sa silama koje na tijelo djeluju. Buduéi da razlic¢ite tocke
tijela mogu imati razlicite brzine i akceleracije — a i sile mogu djelovati na razlicitim
mjestima na tijelu — odmah nakon prikaza aksioma pokazati ¢emo da se brzine i
akceleracije, o kojima aksiomi govore, odnose ha centar masa tijela, bez obzira na
polozaj hvatista sile.

Do tada moZemo privremeno zamisSljati da se aksiomi odnose samo na tijelo
zanemarive veli¢ine, koje moZzemo dobro prikazati samo jednom tockom. Takva
tijela ¢emo zvati ¢esticama'® (npr. kod definicije centra masa).

4.1 Prvi Newtonov aksiom - zakon inercije

Tek u doba Galileja i Newtona, fizika se definitivno oslobada Aristotelove zablude da
je za gibanje tijela potrebna sila koja ga odrzava. Taj fundamentalni preokret naj-

8 Ali nije promijenio izvornu formulaciju ni u narednim izdanjima Principa.

% pojam "materijalna to¢ka" nec¢emo koristiti u ovome tekstu. Iskustvo pokazuje da mnogi studenti
imaju problema s razumijevanjem toga koncepta. Oni bi naucili napamet fizikalne zakone formulirane za
materijalnu tocku, a da nikada ne shvate kakve to veze ima sa stvarnim tijelima.
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”

preciznije formulira prvi Newtonov aksiom, poznat i pod nazivima "zakon tromosti
ili "zakon inercije”.

Prvi Newtonov aksiom:

Ako na tijelo ne djeluje sila, tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog gibanja po
pravcu.

Ako se aksiom primijeni u nekom sustavu vezanom za povrsinu Zemlje, on znaci da
tijelo koje je mirovalo ostaje mirovati, a da se tijelo koje se gibalo nastavlja
jednoliko pravocrtno gibati, sve dok neka sila to ne promijeni. Dakako, na Zemlji se
ovaj drugi slucaj zapravo ne opaza, jer su tijela stalno izlozena djelovanju razlicitih
sila (tezina, trenje, otpor zraka itd) koje ometaju jednoliko pravocrtno gibanje.

No, bilo gdje u svemiru daleko od nebeskih tijela, lako bi se mogao izravnim
opazanjem potvrditi zakon inercije. Stoviée, izraz "stanje mirovanja ili jednolikog
gibanja po pravcu” oznacava samo jedno fizikalno stanje, zbog relativnosti gibanja
u klasi¢noj fizici (kao i u specijalnoj teoriji relativnosti). Da bi se uopcée odredila
brzina tijela (ukljuCujudéi i slu¢aj da tijelo miruje), potrebno je najprije odabrati
referentni sustav u odnosu na koji se ona mjeri. Nas se vidljivi svemir sastoji od
galaksija i njihovih nakupina koje se globalno medusobno udaljavaju (i jos kojekako
"lokalno” gibaju), dakle sva se nebeska tijela kreéu, i nijedno se ne moze odabrati
za univerzalni referentni sustav.

Treba, ipak, spomenuti da novija precizna mjerenja mikrovalnog zracenja koje
prozima cijeli svemir omogucavaju odredivanje brzine tijela u odnosu na to
zracenje. U okvirima opce teorije relativnosti, tako se moze ustanoviti preferirani
sustav za mjerenje brzine. No, to ne utjeCe na koncept relativnosti gibanja u
klasi¢noj mehanici, na temelju kojega se razvijala i opca teorija relativnosti.

Moramo, medutim, razlikovati dvije klase referentnih sustava jer fizikalni zakoni
nemaju u njima isti oblik. Sustavi u kojima vrijedi gore navedeni oblik zakona
inercije nazivaju se (po definiciji) inercijalnim sustavima, i oni se jedan u odnosu na
drugoga mogu gibati samo jednoliko pravocrtno.

Drugu klasu cine sustavi kao Sto je npr.
tramvaj koji koci: u takvom sustavu nece tijelo B v
prepusteno samo sebi ostati da miruje (npr. - \I i F I
lopta koja je stajala na podu), nego Cce
ubrzavati u suprotnom smjeru od ubrzanja
sustava (ljudima u tramvaju koji koci izgleda
kao da i njih i loptu neka sila vu&e naprijed).?° Slika 4.1. Ubrzani sustav
Takvi se sustavi nazivaju wubrzanima ili
neinercijalnima, a prividna sila*’ koja izaziva

{
!

20 17 vanjskog inercijalnog sustava, dakako, vidimo da se lopta samo nastavila jednoliko gibati, dok se
tramvaj poceo zaustavljati.

21 Kaze se jo$ i pseudosila (lazna sila), bududi da se iz vanjskog inercijalnog sustava ta sila ne opaza (jer
se ne opaza ubrzanje lopte).
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opisano ubrzanje unutar sustava naziva se inercijalnom silom F, . (Na Slici 4.1
oznacena je inercijalna sila koju promatrac vidi kao uzrok ubrzavanja lopte.)
Sustavi vezani uz povrsinu Zemlje, u kakvima zivimo, nisu posve inercijalni, ali su

odstupanja vrlo mala - toliko mala da nisu ometala otkrivanje fizikalnih zakona u
obliku u kojem vrijede u inercijalnim sustavima.

Cinjenicu da tijelo u inercijalnom sustavu ustraje u zate¢enom stanju gibanja, sve
dok neka vanjska sila to stanje ne po¢ne mijenjati, pripisujemo njegovoj masi, Sto
se moze upotrijebiti za njezinu definiciju:

Masa (ili tromost, ili inercija) je svojstvo tijela da se opire promjeni gibanja.

4.2 Drugi Newtonov aksiom - temeljni zakon gibanja

Uobicajeno je za drugi Newtonov aksiom koristiti dvije formulacije.

Prva je fromulacija striktno govoreci neto¢na, ali su pogreske zanemarivo male pri
brzinama daleko manjim od brzine svjetlosti (v<<c), npr. tek oko desete
znamenke (Sto je prakticno nemjerljivo) ¢ak i za najbrze danasnje avione. Ona je
osobito prikladna za svakodnevnu upotrebu u tehnici:

Drugi Newtonov aksiom, pomocu ubrzanja, za v<<c:

3 |~

Ako na tijelo djeluje sila, ona mu daje ubrzanje a =

Ako na tjelo djeluje viSe sila, njihovi se ucinci vektorski zbrajaju. U prakticnom
racunu obi¢no je zgodnije najprije zbrojiti sile, pa iz rezultantne sile dobiti
rezultantnu akceleraciju, simbolicki:

Zﬁ:mé

Ako akceleraciju napiSemo kao drugu derivaciju polozaja po vremenu, vidimo da je
temeljni zakon gibanja diferencijalna jednadzba drugog reda, npr. za Xx

komponente:
d2

YE=ms
dt

Jedinica za silu, njutn (N), definira se iz F =ma : 1N je sila koja masi od 1kg daje
ubrzanje od 1m/s? (N = kgm/s?).

Sva tijela na Zemlji stalno su izlozena barem jednoj sili — sili kojom ih Zemlja
priviadi. Buduci da svakom tijelu koje slobodno pada daje istu akceleraciju g, ona
mora biti proporcionalna masi tijela. Tu privlacnu silu (na polovima Cista gravitacija,
a drugdje malo korigirana zbog rotacije Zemlje) nazivamo tezinom i oznacavamo
simbolom G:

TeZina tijela je sila kojom Zemlja priviadi to tijelo, G = mg .
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Ako na tijelo djeluje vise sila, njihov zbroj moze biti jednak nuli, pa tijelo necée
dobivati akceleraciju. To je npr. slucaj kod tijela oslonjenih ili ucvr$éenih na
podlogu, Sto detaljnije izucava statika.

Bilo da sila uopée nema ili je njihov zbroj nula, prema drugom Newtonovom
aksiomu tijelo nema akceleracije, pa je u stanju mirovanja ili jednolikog gibanja po
pravcu. To znaci da bi se moglo smatrati kako je prvi aksiom (zakon inercije)
zapravo sadrzan u drugom aksiomu kao njegov specijalni slucaj. Ipak, zakon
inercije navodi se izdvojeno iz barem dva razloga.

Gledano u povijesnom kontekstu, Newton prvim aksiomom naglasava Galilejeve
spoznaje (za Sto mu je i odao priznanje) kojima se znanost toga vremena odvaja od
aristotelijanskih zabluda o fizici. No, vazniji je razlog to Sto zakon inercije
predstavlja polaziSte za definiranje inercijalnih sustava: tek kad su sustavi tako
definirani, mogu se formulirati ostali aksiomi i drugi zakoni klasi¢ne fizike koji ¢e u
njima vrijediti.

Inercijalne sile, koje se javljaju u ubrzanim sustavima, zahtijevale bi drugaciju
formulaciju klasi¢nih zakona. Iako ih promatrac iz inercijalnog sustava ne vidi, one
su u ubrzanom sustavu realne sile slicne tezini tijela, i s njima se mora racunati.
Npr., sa Slike 4.1 vidimo da je inercijalna sila na loptu F}n:—mﬁ (dakle,

tram

proporcionalna masi), zato da bi iz vanjskog inercijalnog sustava bila akceleracija
lopte nula.?? Ipak, promatra¢ iz tramvaja zna da nema nebeskog tijela koje bi loptu
privlacilo na tu stranu, i ne zna kako bi na tu silu primijenio zakon akcije i reakcije.
Ukratko, on zna da se nalazi u ubrzanom sustavu, pa Cak i kolika je akceleracija
njegovog sustava (suprotna je akceleraciji lopte u odnosu na tramvaj). Dakle, za
razliku od brzine, akceleracija sustava nije relativna (ne odreduje se prema
proizvoljnom vanjskom referentnom sustavu).

Za drugu, toc¢nu, formulaciju drugoga Newtonovog aksioma potrebno je definirati
pojam kolic¢ine gibanja tijela:

Koli¢ina gibanja (ili impuls®®) je umnoZak mase i brzine, p=mv .

Simbol p je samo oznaka za taj umnozak: gornja formula nije nikakav zakon
fizike, nego samo definicija fizikalne veli¢ine i dogovor o simbolu. Koli¢ina gibanja je
jedna od fundamentalnih veli¢ina u fizici, i pomoc¢u nje se drugi Newtonov aksiom
moze formulirati u punoj opcenitosti:

Drugi Newtonov aksiom, opc¢a i to¢na fromulacija:
v - dp
Brzina promjene kolicine gibanja jednaka je sili koja na tijelo djeluje: F = d—f .

Veza s ranijom, priblizno to¢cnom formulom, dobije se uvrStavanjem (i deriviranjem)
umnoska mase i brzine umjesto simbola p :

22 Ukupna akceleracija lopte je u odnosu na tramvaj i + atram kojom je tramvaj nosi.

~ %ram

23 Naziv "koli¢ina gibanja" uobidajen je u udZbenicima, dok fizi¢ari uglavnom koriste termin "impuls".
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~  d(mv) _d dv
podmy) odm_ 4V
dt dt dt
Ako bismo masu tijela mogli smatrati konstantnom, njezina bi derivacija po
vremenu bila jednaka nuli, pa bismo dobili zakon gibanja u ranije navedenom

obliku F = mﬂ =ma .
dt

Medutim, specijalna teorija relativhosti (Pogavlje 9) pokazuje da masa raste s

m,

brzinom tijela: m = (gdje je m,masa mirovanja),

v
I-=
C

pa se u nacelu ne moze izostaviti ¢lan s njezinom derivacijom. Ipak, taj je porast
vrlo mali ako brzina tijela v nije jako blizu brzine svjetlosti ¢. Npr. za brzinu tijela od
3000 m/s imamo m = 1,00000000005 my , Sto je u standardnim tehnickim
primjenama nemjerljivo povecanje mase. To znadi da je u podrucju takvih i manjih
brzina posve dovoljna formula F=ma.

4.3 TrecCi Newtonov aksiom - zakon akcije i reakcije

Umjesto dosta rasirene formulacije "svaka akcija uzrokuje po intenzitetu jednaku i
suprotno usmjerenu reakciju”, za primjenu je prikladnija dulja formulacija koja
detaljnije opisuje medudjelovanja dvaju tijela.

Trec¢i Newtonov aksiom:

Ako jedno tijelo djeluje silom na drugo tijelo, onda i to drugo tijelo djeluje na ono
prvo silom jednakog iznosa i na istom pravcu ali u suprotnom smjeru.

Sile, dakle, postoje samo u parovima, kao medudjelovanje tijela, a koju od njih
nazvati akcijom odnosno reakcijom cesto je posve proizvoljno.

Iako je 1512 =—ﬁ21 (uz dogovor da je 1512 sila kojom tijelo 1 djeluje na tijelo 2, i
obrnuto), ne mozemo smatrati da se te suprotne sile ponistavaju - i to zato Sto
djeluju na razlicita tijela, na koja mogu imati i vrlo razli¢it ucinak. LakSe tijelo ¢e
dobiti vece ubrzanje, a tvrde tijelo manju deformaciju. Primjerice, kod udarca
Sakom u trbuh ¢ak i ne pomisljamo na to da je i trbuh djelovao na Saku silom istog
iznosa.

Jedino ako promatramo medudjelovanje dvaju tijela koja su unutarnji dio nekog
sustava, a zanima nas samo gibanje sustava kao cjeline, unutarnja medudjelovanja
ne utjecu na to gibanje, te moZzemo smatrati da se u tome pogledu ponistavaju.
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4.4 Centar masa

Razmotrimo proizvoljni sustav cestica, koje mogu ali i ne moraju biti povezane u
tijelo, npr. neki volumen molekula plina, ili sve atome koji sacinjavanju neko kruto
tijelo. Pretpostavljamo da su cCestice dovoljno malog volumena tako da se polozaj
svake Cestice moze opisati samo jednom to¢kom,?* odnosno radij-vektorom. Tada
brzina i akcelracija iz Newtonovih aksioma imaju jednoznacni smisao derivacija tih
vektora.

Za definiranje i opis svojstava centra
masa dovoljno je promotriti sustav od
samo tri takve tocCkaste mase
m, ,m, ,m; na Slici 4.2 (a poopcenje na
viSse Cestica je ocigledno). U nekom
koordinathom  sustavu (koji  nije
prikazan) njihov poloZzaj odreden je
pripadnim radij-vektorima. Unutar
sustava Cestice mogu medusobno
djelovati parovima unutarnjih sila (od
kojih je ovdje opisan samo par F;l,ﬁ'n

Slika 4.2. Sustav od 3 cestice
radi bolje preglednosti slike). Usto, na

svaku Cesticu mogu djelovati i vanjske
sile (koje potjecCu izvan sustava): one su za pojedinu Cesticu zbrojene u rezultantu,
a te rezultante su oznacene simbolima F,,, F,,, F,,.

v/

Za svaku Cesticu napisati cemo drugi Newtonov aksiom, navodeci sve prikazane sile
eksplicitno.

Te ¢emo tri jednadzbe potom zbrojiti, pri = =
¢emu c¢e se unutarnje sile dokinuti, jer je

Fo==F,, F=-F, F;=-F. Tl =ma, ot

Tako dobijamo jednadzbu u kojoj imamo s+ + = mya,

samo vanjske sile na lijevoj strani, te — R

akcelaracije svih ¢estica na desnoj: w T F, + Fy=ma, + mya, + mya,

Sumu vanjskih sila odmah mozemo
razumijeti kao ukupnu vanjsku silu koja djeluje na sustav. Da bismo razumijeli
sumu m,a,, moramo najprije definirati centar masa sustava ili tijela.

24 Umjesto sustava &estica, mozemo tijelo u mislima razdijeliti na komadi¢e vulumena, provesti grani¢ni
prijelaz AV — 0 kojim dobijamo toCkaste mase, pa zbrajanje Cestica postaje integriranje po volumenu

odnosno masi tijela.
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Centar masa je toc¢ka C odredena radij-vektorom

J‘ xdm

m

L 2mi erm 2. M
o= = pr: x. =
m m

n
m

gdje je m ukupna masa sustava, a zbraja se po svim Cesticama sustava ili tijela -
ili, alternativno, integrira po ukupnoj masi tijela.®

Napisimo sada definiciju centra masa za one tri Cestice sa Slike 4.2.

Prvo je pomnozimo sa m da se rijeSimo razlomka: mF, + m,r, + myr; = mr.
Deriviranjem te jednadzbe po vremenu dobijamo: my, + m,v, + m,v; = mv,
Sli¢no, deriviranje ove druge jednadzbe daje: myd, + m,d, + myd, = md,

Dobiveni rezultat pokazuje da sume produkata po cesticama moZzemo zamijeniti
jednim produktom koriste¢i centra masa: jednako za koordinate, brzine i
akceleracije u sustavu.

Tako druga jednadzba pokazuje da se ukupna koli¢ina gibanja ne mora racunati
kao zbroj koli¢ina gibanja svih Cestica p=my, +mV, + m,v, =mv., vec je jednaka

produktu mase sustava i brzine njegovog centra masa:

p=mve

A treca jednadzba otkriva da je zbroj svih vanjskih sila koje djeluju na sustav
(formula ispod Slike 4.2) jednak produktu mase sustava i akceleracije njegovog
centra masa:

To se, dakako, odnosi i na specijalni slu¢aj da sustav cestica cini tijelo, ¢ime smo
dokazali uvodnu tvrdnju iz ovog poglavlja. Dakle, bez obzira gdje na tijelu sile
djeluju, one daju ubrzanje njegovom centru masa prema drugom Newtonovom
aksiomu. Istovremeno, te iste sile mogu tijelu davati i kutno ubrzanje oko centra
masa, o ¢emu govorimo u poglavlju o rotaciji.

25 Nakon zamiSljene razdiobe tijela na komadi¢e AV — 0, integriranjem se provodi zbrajanje po
pripadnim diferencijalima mase, dm . Primjer takvog integriranja prikazan je u poglavlju 7.3.
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4.5 Zakon ocuvanja kolicine gibanja

Gornje dvije relacije omogucéuju da i precizniji oblik drugog Newtonovog aksioma,

. = . . .
zakon o promjeni koliCine gibanja, tj. E F, :719 , lakse interpretiramo pomocu
t

centra masa.

Napose, u sluCaju da nema vanjskih sila, kazemo da je sustav izoliran (ili je
izolirano promatrano pojedinacno tijelo). Tada je dp/dt =0, pa se koli¢ina gibanja

ne mijenja, tj. vrijedi zakon njezinog oCuvanja:

Zakon ocuvanja koliCine gibanja:
U izoliranom sustavu ukupna koli¢ina gibanja je konstantna.

Tada ¢e se centar masa sustava ili tijela gibati jednoliko pravocrtno (ili mirovati).

Zakoni ocuvanja imaju fundamentalnu teorijsku ulogu u fizici. Npr. u klasi¢noj
mehanici se pokazuje da ocuvanje energije proizlazi iz homogenosti vremena,
oCuvanje koli¢ine gibanja iz homogenosti prostora, a o¢uvanje momenta kolicine
gibanja iz izotropnosti prostora.

No, jednako su vazni i u svakodnevnim primjenama. Npr. zakon o ocCuvanju kolicine
gibanja koristit ¢ete na vjezbama u rjeSavanju zadataka sa sudarima. Ovdje
mozemo samo spomenuti kako taj zakon objasnjava gibanje rakete. Ako gledamo iz
sustava centra masa u kojemu raketa i njezino gorivo u po¢etnom trenutku miruju,
jasno je da ce raketa u pogonu dobiti onoliku koli¢inu gibanja koliku njezino
izbaceno gorivo dobije u suprotnom smjeru. Odatle slijedi da mozemo trositi manje
goriva ako mu dademo veéu brzinu.

4.6 Fundamentalne sile

Dosadasnja istrazivanja pokazuju da sve sile koje na Zemlji opazamo mozemo
svesti na samo nekoliko fundamentalnih sila. Za njih su uobicajeni slijededi nazivi:

1. Gravitacijska sila,

2. Elektromagnetska sila,
3. Slaba nuklearna sila, te
4. Jaka nuklearna sila.

Prve dvije su odavno poznate i lako se opazaju i na velikim udaljenostima. Druge
dvije se opazaju samo na malim udaljenostima, otprilike u razmjerima atomske
jezgre, otkrivene su tek u proslom stoljecu (i dobile su prilicno nemastovita imena).
Jaka nuklearna sila snazno djeluje medu kvarkovima - cesticama od kakvih su
gradeni protoni i neutroni — pa dakle i medu protonima i neutronima. Slaba djeluje
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medu kvarkovima i leptonima (od kojih je opée poznat samo elektron) pa se opaza
npr. kod beta radioaktivnog raspada.

Uocite da su do prije par stoljeca elektricna i magnetska sila promatrane kao posve
nezavisne sile. Tek su u 19. stolje¢u do kraja opisane veze medu njima, i postalo je
jasno da se radi o razli¢itim manifestacijama jedne te iste sile.

Na slican nacin (mada malo kompliciraniji), povezane su sredinom 20. stoljeca
elektromagnetska i slaba nuklearna sila, te je uveden i zajednicki naziv elektroslaba
sila.

Od tada se, dakako, istrazuje mogucnost da su sve cCetiri gore navedene sile
zapravo samo razliCite manifestacije jedne univerzalne kozmicke sile. Danas je
opcenito prihvadena teorija da zadnje tri s popisa (sve osim gravitacije) doista
imaju zajednicko ishodiste. One se manifestiraju kao jedinstvena sila, ali samo pri
mnogo veéim gusto¢ama energije nego sSto ih danas nalazimo u prirodnom okolisu.

Gravitacijska se sila od ostalih izdvaja svojom specificnom prirodom koju je otkrila
opca teorija relativnosti. Zbog toga su malo vjerojatni izgledi da bi se s njima mogla
"ujediniti", iako ima i takvih teorijskih pokusaja.
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5 Gibanje po kruznici

5.1 Linearne i kutne velicine

Bududi da je gibanje po kruznici usko povezano s rotacijom (bilo da rotiraju tijela ili
apstraktne veli¢ine, npr. vektori), korisno je odmah uvesti kutne veli¢ine u njegov
opis. Ako promatramo gibanje neke Cestice po kruznici, lako vidimo vezu izmedu
puta s koji ona prede i kuta ¢ za koji se zakrene radij-vektor ¥ povucen iz sredista
kruznice do te tocke (na Slici 5.1 opisan je samo iznos radij-vektora, r, tj. radijus
kruznice):

Y S=or
V=owr
ar=aoar

Slika 5.1. Veze linearnih i kutnih velic¢ina

Kut mjerimo kao omjer luka i radijusa, npr.zas=1cm i r=2cmimamo ¢ = s/r
= 0,5 u radijanima.?® Odatle je, naravno, s = ¢ r. Ostale dvije jednadzbe sa Slike
5.1 dobijamo deriviranjem prve po vremenu. Deriviranjem puta po vremenu (na
lijevoj strani) dobijamo iznos brzine v, a daljnjim deriviranjem iznosa brzine
dobijamo tangencijalnu akceleraciju a;. Istim deriviranjem na desnoj strani
jednadzbi (gdje je r konstanta) dobijamo kutnu brzinu « te kutnu akceleraciju «
(koje su definirane analogno pripadajuc¢im linearnim veli¢inama):

d do
Kutna brzina w= a9 Kutna akceleracija a =——

dt dt

Jedinica za kutnu brzinu je s, a za kutnu akceleraciju s2. Kao &to linearnu brzinu
mjerimo metrima u sekundi (m/s), tako kuthu mjerimo radijanima u sekundi -
samo $to se umjesto radijana pise "1”, pa jedinica ima oblik 1/s=s (i sli¢no za
akceleraciju).

26 To mozemo Citati kao "0,5 radijana”, ali radijan o¢ito nije jedinica koju ¢emo pisati uz broj, jer su se
centimetri u omjeru luka i radijusa pokratili.
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Iako ni predeni put, ni kut zakreta, ne mozemo smatrati vektorima,?’ kutnu brzinu
i kutno ubrzanje mozemo "pretvoriti” u vektore, tj. jednoznacno im pridruziti smjer
tako da zadovoljavaju pravila vektorskog racuna, Sto je osobito korisno kod opisa
rotacije. Zamislimo da je Cestica na Slici 5.1 tocka nekog tijela koje rotira (a i da je
radij-vektor skup toCaka toga tijela). Tijelo se zakrec¢e u smislu naznaenom na
slici, "suprotno od kazaljke na satu” (s naseg motrista). No, to nije vektorski smjer,
jer mu ne mozemo pridruziti usmjerenu duzinu koja bi npr. ostala stalna kod
konstantne kutne brzine. Jedina nepomicna duZina vezana uz tijelo koje rotira kao
na Slici 5.1 jest os rotacije, tj. okomica na sliku koja prolazi kroz srediste kruznice.

Stoga je jedino moguce rje$enje da vektor kutne brzine @ bude paralelan sa osi
rotacije. On, dakle, stoji okomito na Sliku 5.1 (tj. na kruznicu po kojoj se tocka
giba), a smjer mu je dogovorno odabran tako da gleda prema nama ako je
kruzenje "suprotno od kazaljke na satu”. &
Jos je jednostavnije vektor kutne brzine opisati tzv.

pravilom desne ruke: ako savijeni prsti desne ruke

pokazuju smjer kruzenja - bilo da se toCka giba po kruznici

ili kruto tijelo rotira oko c¢vrste (nepomicne) osi - onda

ispruzeni palac pokazuje smjer vektora @ (koji,

podrazumijeva se, mora biti okomit na ravninu kruzenja).

Za tako opisani vektor kutne brzine @ moze se definirati vektor kutne akceleracije
a kao njegova derivacija po vremenu (istog smjera kod ubrzavanja, suprotnog kod
usporavanja). I relacije izmedu brzina i akceleracija (sa Slike 5.1) mogu se takoder
prevesti u vektorski oblik za gibanje po kruznici (a i za rotaciju oko ¢vrste osi):

<
Il
S
X
~|

- Y . do
Vektorske veze za w i a : pri Cemu je o = 7
t

Q
Il
Qi
X
~N|

nw_nmn

Znakom "x” (Cita se "eks"”) oznaCavamo vektorski (ili vanjski) produkt dvaju
vektora. To je jedna od dviju uobicajenih operacija mnozenja vektora (a druga
operacija mnozenja je

skalarni produkt). Rezultat A axb axb A -
vektorskog mnozenja je : : b
vektor (a rezultat skalarnog | h

mnozenja vektora je skailar). %

Vektorski produkt axb je D aj‘,‘- =

vektor okomit na ravninu
koju tvore ta dva vektora, a
njegovu orijentaciju (na slici: gore ili dolje) odredujemo pravilom desne ruke.

27 Osim u limesu prema nuli.
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Iznos vektorskog produkta dvaju vektora jednak je povrsini pravokutnika koji oni
odreduju kad se prikazu usmjerenim duzinama povucenima iz iste tocke, tj. |Zz><l;|
=absin« . 1znos je olito nula za paralelne vektore, a najveci za okomite (i tada je
jednak ab).

Pravilo desne ruke, koje sluzi samo da se ustanovi na koju stranu "gleda” produkt
(jer ve¢ znamo da mora biti okomit na oba vektora), navodi se u viSe varijanti.
Prema ilustraciji na gornjoj slici: prvi prst (palac) u smjer prvog vektora iz
produkta, drugi prst (kaziprst) u smjer drugog vektora (bar priblizno, jer kut
izmedu ta dva prsta ne moze biti puno veéi od pravoga, dok kut izmedu dva
vektora moze i¢i do 180°) - i tada treéi prst (srednjak) pokazuje na koju stranu
gleda produkt (ako ga blago savijemo, priblizno okomito na palac i kaziprst).

Vazno svojstvo vektorskog produkta je da je antikomutativan, bxa :—(dxg), tj.

zamjena redoslijeda vektora koje mnozimo daje produkt u suprotnom smjeru
(provjerite primjenom pravila desne ruke!).

Nakon ove definicije i opisa vektorskog produkta

(nekima mozda poznatih iz srednje skole), lako Vv, @t
je provijeriti navedene vektorske veze za @ i @ . & 7

Prema definiciji koja im je prethodila, vektor @

stoji okomito na kruznicu i gleda prema nama

(Sto je simbolic¢ki naznaceno kruzicem s tockom

u sredini, kao da vidimo vrh vektorske strelice).

Vektor Vv stoji okomito i na @ i na 7, i to po

pravilu desne ruke za jednadzbu . Usto,
@ i ¥ zatvaraju pravi kut, tako da je v = wr . 1z

toga neposredno slijedi i veza za akceleraciju,
d, =axr | buduéi da su u sluéaju ubrzavanja i kutna i tangencijalna akceleracija u

smjeru pripadnih brzina, a u slu¢aju usporavanja su obje u suprotnom smjeru.

5.2 Jednoliko i jednoliko ubrzano kruzenje

Jednoliko gibanje po kruznici

Definirano je konstantnim iznosom brzine. Opisuju ga relacije slicne onima za
jednoliko gibanje po pravcu:

a,=0 a=0
v = konst. ili @ = konst.

s=vt Q= ot + @,
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Konstantni iznos brzine ekvivalentan je tvrdnji da je tangencijalna akceleracija
jednaka nuli. Kod linearnih veli¢ina uobi¢ajeno je racunati samo predeni put (a ne i
polozaj na kruznici). Pocetni polozaj to¢ke na kruznici (ili rotiraju¢eg radij-vektora)
obi¢no se opisuje pocetnim kutom ¢(0) = ¢,, dok kut ¢ (¢) (ili krace samo @)

oznacava polozaj u trenutku z.

Jednoliko gibanje po kruznici je periodi¢no gibanje, tj. gibanje koje se pravilno
ponavlja. Period je najkrade vrijeme nakon kojega se neka periodi¢na pojava
pocinje ponavljati (oznacava se velikom slovom T'); kod jednolikog gibanja po
kruznici, period je vrijeme jednoga ophoda. Frekvencija (ili ulestalost) je broj
perioda u jedinici vremena |f =1/T|; umjesto slova f cesto se upotrebljava i gréko

mnmy, mn

slovo ni (v ), koje se slabo razlikuje od latini¢nog slova "v” u kurzivu (v), pa ga
zato ovdje nec¢emo Kkoristiti.

Konstantni iznos brzine moze se uvijek racunati kao omjer predenoga puta i
vremenskog intervala, a kod jednolikog gibanja po kruznici zgodno je za vremenski
interval uzeti jedan period 7. Tako se dobije nekoliko ociglednih relacija koje
povezuju gore navedene velidine:

2 2
T~ or gdje je a):T%:27zf

Jednoliko gibanje po kruznici cesto se

koristi prilikom opisa razlicitih
periodi¢nih pojava kod kojih se ne @
pojavljuje ‘"stvarno” kruzenje (npr. \/
opcenito kod harmonickog titranja, a
specijalno kod izmjeni¢nih napona i

struja). Dok se r zakreée konstantnom

brzinom w tako da je ¢ = wt+ ¢, (oba X

»
»

v

kuta mjerimo od osi x), projekcija

njegova vrha na os x (koordinata
x = rcos ¢ ) ocito titra duz osi x kao:

x =rcos (wt+@,)

Kad se koristi za opis titranja, veli¢ina

® = 2xf naziva =€ kruznom Slika 5.2. Veza izmedu jednolikog

frekvencijom, dok se (af+¢,) naziva kruzenja i harmonickog titranja
fazom, a sam ¢, pocetnom fazom (ili

faznim pomakom).
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Jednoliko ubrzano gibanje po kruznici

Definirano je konstantnim iznosom tangencijalne odnosno kutne akceleracije, a
izrazi koji ga opisuju analogni su onima za jednoliko ubrzano gibanje po pravcu:

a, = konst. a = konst.
v=a,t+v, i o =at+ o,
a
a _ o
S=7tf2+vot go—zt + oyt + @,

Kod linearnih veli¢ina (lijevi okvir), oCigledna razlika u odnosu na gibanje po pravcu
je a, umjesto a. Naravno, i kod pravca se zapravo radi o tangencijalnoj akceleraciji

jer samo ona odreduje iznos brzine, ali je na pravcu a =a, , pa to nije potrebno (ni

uobicajeno) isticati.

5.3 Centripetalno ubrzanje i centripetalna sila

Gibanje po kruznici je najjednostavniji slucaj gibanja po krivulji, pa se tu najlakse
izraCuna normalno ubrzanje, za koje se na kruznici iz ociglednih razloga cesce
koristi naziv centripetalno (= prema sredistu) ili radijalno ubrzanje.

Izvod centripetalne akceleracije dodatno se pojednostavnjuje ako promatramo
jednoliko gibanje po kruznici, jer se tada ukupna promjena brzine sastoji samo od
promjene smjera. U vremenskom
intervalu At zakrene se radijus (a i na
njega okomita brzina) za kut Ag¢ .
Promjena brzine AV =v, -V, je tetiva
luka Al =vA¢@ (desna strana Slike 5.3),
pa ¢e u limesu At—0 biti jednakog
iznosa. Zato je:

acp:azlimlAH:limVACD:vd—w:va)

A0 Af A0 Af dt

Koristeéi vezu v = wr , mozemo izraz za

iznos centripetalne akceleracije pisati
na vise nacina: Slika 5.3. Izvod
centripetalnog ubrzanja

— — ) —
a, =vo=or=

2
\%
r
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Smjer vektora a, ocito je okomit na v, u suprotnom

smjeru od 7, dakle prema sredistu kruznice (zamislite
na kruznici sa Slike 5.3 grani¢ni prijelaz 4¢—0). Nije
teSko provjeriti iz pravila vektorskog mnozenja (skica
desno) da se centripetalna akceleracija moze zapisati i
kao

A, =OXV.

Iako je izvod za centripetalnu akceleraciju proveden na primjeru jednolikog gibanja
po kruznici, isti se rezultat dobije i kad brzina nije konstantng iznosa. Umjesto
dodatnim crtezima, pokazat ¢emo to koristenjem vektorskog racuna. Izracunajmo
ukupnu akceleraciju deriviranjem?® brzine u obliku Vv = @x7 :

& d@xF) dé . . dF . . .

E:T:EXV'FQ)XE:aX”"FwXV
—— = d4,=0xV

a =d,+ a

t n

a=

Dobiveni izraz za normalnu (centripetalnu) akceleraciju slijedi iz jednoznacnosti
rastava ukupne akceleracije na tangencijalnu i normalnu komponentu: bududi da
smo u rezultatu deriviranja prvi pribrojnik prepoznali kao a,, dugi mora biti a, .

Da bi tijelo dobijalo centripetalnu akceleraciju, mora na njega djelovati - prema
sredistu kruznice po kojoj se giba - sila koja se naziva centripetalnom silom. Taj
naziv ne opisuje porijeklo (vrstu) sile, nego njezinu funkciju. Kod satelita koji kruzi
oko Zemlje, funkciju centripetalne sile ima Zemljina gravitacijska sila. Kod
automobila koji se giba u zavoju horizontalne ceste tu funkciju vrsi sila trenja. Kad
kamen svezemo uzetom, pa ga vrtimo u horizontalnoj ravnini, funkciju
centripetalne sile ima komponenta napetosti uzeta koja ga vuce prema sredistu
kruznice. U svakom slucaju kad se tijelo giba po kruznici na njega djeluje sila (ili

komponenta ukupne sile) F, usmjerena prema sredistu kruznice, koja iznosi

2
- — moir =mY
Fcp—macp—ma)r—mT.

5.4 Centrifugalna sila

Medutim, promatrac koji se nalazi u sustavu koji se giba po kruznici (kao Sto je npr.
automobil u zavoiju, ili stolica na ringiSpilu) osjeca i inercijalnu silu koja na sva tijela
u sustavu djeluje u suprotnom smjeru od akceleracije sustava. To je centrifugalna
sila }if=—mécp, po iznosu jednaka centripetalnoj sili. Ako promatraé¢ miruje u

28 Deriviranje vektorskog produkta provodi se kao i kod produkta skalarnih funkcija (osim $to treba
zadrzati redoslijed faktora zbog antikomutativnosti) buduéi da se vektorski produkt moze prikazati kao
suma produkata skalarnih komponenata (i jedini¢nih vektora koji su konstantni).
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odnosu na sustav (Covjek sjedi u stolici ringispila), on ¢e reéi da se centrifugalna
sila (koja ga vuce van) i centripetalna sila
(kojom ga stolica gura prema sredistu kruznice)
ponistavaju.

Fcﬁf =_F0p
7

Naravno, ako gledamo izvana (stojimo pored
ringiSpila), centrifugalna sila uopce ne postoji.
Na covjeka djeluje samo centripetalna sila
(kojom ga stolica gura prema osi vrtnje) koja
mu skrecée brzinu u smjeru kruzenja. Ako bismo
presjekli uze kojim je stolica vezana za os vrtnje, ¢ovjek ne bi odletio u suprotnom
smjeru od osi vrtnje (kamo ga, prema njegovom osjecaju, vuce centrifuga), nego bi
se nastavio gibati po tangenti na kruznicu (zadrzavajuci smjer brzine prema zakonu
inercije).?®

No, ovakvo tumacenje iz vanjskog, inercijalnog, sustava nimalo ne umanjuje
realnost centrifugalne sile u rotirajuéem sustavu. To ¢emo najbolje razumjeti ako
imamo na umu da se mi (svi ljudi vezani uz povrSinu Zemlje) nalazimo u jednom
takvom rotiraju¢em sustavu (doduse, s malom kutnom brzinom, jedan okretaj na
dan), pa nam je tezina manja od Zemljine gravitacijske sile upravo onoliko koliko
nas centrifuga vuce od Zemljine osi prema van - Sto se najjace opaza na ekvatoru
(detaljnije u poglavlju o gravitaciji).

2% Ovdje smo izostavili u¢inak Zemljine gravitacije. Mozete zamisliti da je ringi3pil negdje u svemiru, ili
dodati teZinu i slobodan pad na prethodni opis.
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6 Rad i energija

Ove se medusobno povezane fizikalne veli¢ine vrlo Cesto koriste i u fizici i izvan nje,
ali u drugim podrucjima ponekad nisu jasno definirane, pa njihova upotreba u
svakodnevnom Zivotu ne mora biti uskladena sa to¢nim fizikalnim znacenjem.

Sadrzaj i znacenje pojma energije izgradivani su u fizici postupno tijekom proslih
stoljeca. Teorijska je fizika pokazala kako je zakon oCuvanja energije povezan sa
svojstvom homogenosti vremena, te da se i sam pojam energije moze definirati na
temelju nacelne analize jednadzbi gibanja i s njima povezanih konstanti.

Polazedi od toga, rad bi se mogao lako definirati kao proces razmjene energije. No
takav pristup ne bi bio nimalo intuitivan niti primjeren predznanju studenata, pa se
ne koristi u uvodnim kolegijima fizike. Umjesto toga, ovdje najprije definiramo
pojam rada, na kojemu se pojam energije izgraduje kroz primjenu definicije rada.

6.1 Rad

Rad ¢emo definirati kao rad sile, koja se u opcem slucaju moze proizvoljno mijenjati
tokom vrsenja rada. Definicija bi se rijeCima mogla formulirati ovako:

Rad sile je integral skalarne tangencijalne komponente sile po putu njezinog
hvatista.

No, preglednije je definiciju napisati u obliku formule. Ispred formule dodana je
opisna recenica samo kao uvodno iznosenje pojmova (ili ustupak tradiciji iz brojnih
udzbenika), bez pretenzije da bi ona samostalno mogla imati neki jasan smisao (a
kamoli znacaj definicije):

Rad promjenjljive sile:

B
Rad je djelovanje sile na nekom putu: WSfA’B) = '[Fcosa ds .
A

Sam simbol W je oznaka za rad, a simbol WS(F.AB) za rad sile F na putu od A do B.

Simbol s(A4,B) oznalava put hvatista sile F od totke A do totke B (a pod
integralom je diferencijal toga puta,ds ). Kut a je kut izmedu sile i brzine hvatista
sile, simboli¢ki: & = ¥ (F,V) .
NajlakSe je razumjeti pojam rada u slucaju ~ -
ad.a kons.tantna.sna \{uce tijelo u smjeru B > l_l >
svojega djelovanja (skica desno). Tada se ~ - —

\ v oo s
rad jednostavno racuna kao umnozak sile i
puta: W =Fs.




Levanat: Fizika zaTVZ Page 43/86
Kinematika i dinamika

Npr. ako sila od 5N vuce tijelo na putu od 3m, ona izvrSi rad W = 5N-3m = 15J.
Ocito, SI jedinica za rad, dzul (J), je kratica za produkt "Nm”. Ista jednostavna
formula za rad moze se koristiti i uz neSto manje restriktivne zahtjeve. Tocnije:

Rad sile je umnoZak iznosa sile i puta hvatista sile, ako sila ima konstantan iznos a
njezino hvatiste se giba u smjeru djelovanja sile.

Potrebno je uociti da vec i ova jednostavna definicija rada, ograni¢ena na specijalne
okolnosti, ne mora biti posve podudarna sa svakodnevnim intuitivhim poimanjem
rada: kljucni fizikalni zahtjev je gibanje hvatiSta u smjeru djelovanja sile.
Primjerice, ma kako jako i dugo gurali neki zid, ako se on ne pomakne (i ne osteti),
sila kojom smo djelovali nije izvrSila rad. Takoder, dok konstantnom brzinom
nosimo vrecu cementa na istoj visini, ne vrSimo nikakav rad, jer tada na nju
djelujemo silom samo uvis (pridrzavamo tezinu) a vreca se duz vertikalnog pravca
uopce ne giba.

Zato u opcenitijem slucaju, kad sila ne djeluje u smjeru gibanja, rastavljamo silu na
tangencijalnu i normalnu komponentu. Npr. Slika 5.1 mogla bi prikazivati neki

(mali) vagon koji se giba po tracnicama (pogled odozgo) dok ga vucemo silom F
hodajuci pored pruge (da se ne bismo saplitali o pragove):

F F

Slika 6.1. Sila nije u smjeru gibanja

—

U prikazanom primjeru samo tangencijalna komponenta F

. utjeCe na gibanje

vagona i vrsi rad, dok normalna komponenta F, nema nikakvog ucinka jer joj se
supotstavlja reakcija tracnica, pa ne vrsi nikakav rad (kao da guramo zid).

No, isti zakljucak o radu tih dviju komponenata vrijedi i u opdem, manje intuitivnom
slucaju, kod gibanja po krivulji. Naime, po definiciji je:

wh =0,

buduéi da je, za normalnu silu, cosa u integralu rada jednak nuli. Cime je
motivirana takva definicija? Iako pri gibanju po krivulji normalna komponenta sile

utjeCe na gibanje, ona mijenja samo smjer brzine a ne i njezin iznos. Zato ona ne
mijenja energiju tijela, a bez toga nema rada. 1z toga slijedi da je rad svake sile

jednak radu samo njezine tangencijalne komponente: wh=wh.
Usto, rad c¢e biti pozitivan ako sila povecava brzinu tijela (a time i njegovu

energiju), a negativan ako je umanjuje. Zato tangentu orijentiramo u smjeru brzine
hvatiSta sile, pa umjesto vektorske komponente F, promatramo skalarnu

komponentu sile F, = F cosa duz te tangente (da dobijemo dobar predznak rada).

U specijalnom slucaju F, = konst., imamo: wr = Fs=Fscosa .
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Da bismo dosli do opc¢e formule za rad sile, s poCetka ovog poglavlja, preostaje
samo jo$ razmotriti slu¢aj kada se skalarna tangencijalna komponenta sile mijenja.
Tada promatrani put s od tocke A do tocke B razdijelimo na sitne dijelove
As,(i=123,.n), na svakom intervalu odaberemo neku vrijednost sile Fti,

zbrojimo produkte F, As, , te provedemo granic¢ni prijelaz takvim usitnjavanjem

intervala da svaki As; tezi k nuli (detaljniji opis u Poglavlju 1):

As;—0

B B
Wam = lim ZFz,-ASi = _[Eds = JFcosa ds .
H_} A A
AW, aw

Umjesto cijele sume, odnosno integrala rada, u nekim analizama jednostavnije je
promatrati samo jedan pribrojnik AW,, odnosno diferencijal rada dW . Radi

preglednosti, u gornjem su izrazu naznaceni graficki.

Kod racunanja rada i veli¢ina koje su s njim povezane, ponekad je zgodno koristiti
pojam skalaranog produkta vektora. Po definiciji, skalarni produkt (ili "in” produkt)
vektora a i b je skalar |a||b|cosa, gdje je a kut izmedu tih vektora. Obiljezava

se pomocu tocke izmedu vektora, npr. &-l;, i predstavlja umnozak iznosa jednog
vektora (npr. |a|) i na njega projiciranog drugog vektora (npr. |l;|cosa), pri
¢emu je redoslijed vektora nevazan (komutativnost).

Rad vrsi samo tangencijalna komponenta sile, tj. projekcija sile na pravac brzine v

hvatista sile, odnosno na pravac diferencijalnog pomaka dr, pa se definicija
skalarnog produkta moze iskoristiti za alternativni zapis diferencijala rada:

AW’ =Fcosa ds=F -dr .

No, bududi da je ds =vdt, odnosno dr =vdt, moze se pisati i:

AW’ = Fcosa vdt = F -vdt .

6.2 Snaga

U mnogim procesima rad se vrsi jednoliko, npr. tako da se svake sekunde izvrsi rad
od 500]. Tada se snaga moze racunati kao omjer rada i vremena, i u spomenutom
primjeru iznosi 500W (ocito, W=1]/s).

No, u op¢em slucaju, kad se rad vrsi nejednoliko, treba u tome omjeru provesti
granicni prijelaz At — 0, pa se dobija derivacija:

v aw
Snaga je brzina vrsenja rada: P = 7
t
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Bududi da vrSenje rada mozemo opisati i kao prenosenje energije, moze se redi i da
je snaga brzina prijenosa energije.

U slucaju da samo jedna sila vrSi rad u promatranom procesu, mozemo u gornju
derivaciju uvrstiti diferencijal rada dW" =Fcosa ds=F-dr, iz ¢ega ocito
proizlazi:

Snaga sile F : P’ =F-dv =Fvcosal,

Iz toga se jasno vidi da ¢e npr. motor koji radi maksimalnom snagom, automobilu
davati dvostruko vece ubrzanje pri dvostruko manjoj brzini.

6.3 Pojam energije i zakon ocuvanja

U okvirima klasi¢ne mehanike, pojam energije moze se definirati na temelju rada:

Energija je sposobnost vrsenja rada. Tijelo ima onoliko energije koliko rada moze
izvrsiti.

Iz takve definicije moze se, reciprocno, rad opisati pomocu energije:
Rad je prenosenje energije s jednoga tijela na drugo, ili iz jednog sustava u drugi.

Primjerice, ako izvrSimo rad od 4] kad biljarskim Stapom pokrenemo mirnu
biljarsku kuglu, ona ¢e dobiti energiju od 4J. Ako ona potom centralno pogodi istu
takvu mirnu kuglu, njoj ¢e predati svu tu energiju, vrseci rad od 4], a sama ce se
zaustaviti.

Polazeé¢i od takve predodzbe, da ulozeni rad ostaje sacuvan u tijelu u obliku
energije, a tijelo potom moze (vrSeéi rad) predati tu energiju dalje, dolazimo do
koncepta oCuvanja: energija ne moze nestati niti nastati ni iz ¢ega, nego se samo
prenosi od jednog tijela ili sustava do drugoga, ili pretvara iz jednog oblika u drugi.
Ukratko:

Zakon ocuvanja energije
U izoliranom sustavu ukupna koli¢ina energije je konstantna.

Fizikalni pojam energije razvijao se (i u klasi¢noj mehanici, a i izvan nje) ponajvise
na temelju toga zakona ocCuvanja. Osnovna znacajka energije bila je da je to
skalarna fizikalna velic¢ina koja ostaje oCuvana tijekom proizvoljnih promjena unutar
izoliranog sustava.*°

30 A daljnja teorijska razmatranja vezuju tu znacajku za homogenost vremena odnosno za
nepromjenjljivost fizikalnih zakona u vremenu.
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Zato je i toplina uvrstena u energiju kad je Joule ustanovio da se mehanicki rad
moze pretvoriti u toplinu, iako je to degradirani oblik energije koji se ne moze u
cijelosti natrag pretvoriti u rad. (Tek naknadno je otkriveno da se toplina sastoji od
kineticke i potencijalne energije unutrasnjeg gibanja i medudjelovanja Cestica).

Kasnije je Einsteinova relativisticka fizika otkrila ekvivalentnost energije i mase, sto
je dovelo do opcenitijeg zakona ocuvanja. (Usto, treba jo$ uzeti u obzir da su
energija i koli¢cina gibanja povezane u jedinstvenu fizikalnu veli¢inu, tzv. cetiri-
vektor u vremensko-prostornom kontinuumu).

No, ovdje ¢emo razmotriti samo osnovne oblike klasicne mehanic¢ke energije,
kineticku i potencijalnu (na koje se, na mikroskopskoj skali, mogu svoditi i drugi
oblici energije).

6.4 Kineticka energija

Kineti¢ka energija je energija koju tijelo ima zbog svojega gibanja.
2
E = mTv ,za v<<c

Navedena formula vrijedi samo za brzine puno manje od brzine svjetlosti, i za
translacijsko gibanje tijela. Ako se tijelo proizvoljno giba, za brzinu treba uzeti
brzinu centra masa da se dobije translacijski dio kineticke energije, i na nju treba
dodati kineticku energiju rotacije oko centra masa (koja se opisuje u iduéem
poglavlju).

Kako se dode do te formule, lako

se vidi iz jednostavne ilustracije Yy =0 F 4 F
na Slici 5.3. Zamislimo da neko m > m [
tijelo, koje je mirovalo u nekom \Sf

sustavu gdje na njega ne djeluju

nikakve druge sile, po¢nemo vuci

konstantnom silom po pravcu i Slika 6.2.

ubrzamo do brzine v. Tijelo u

prvom poloZaju nije imalo energije, a u drugom ima kineticku energiju jednaku
radu koji smo ulozili na putu s:

m(at)’ B my*

2

E =W

e = Fs = (ma)(%tz) = ,jerje F=ma, s= %tz ,te v=at.
U opcéem slucaju mozemo zbrojiti radove svih sila 1:“, (i=1,2,..n) koje djeluju na
tijelo koje se proizvoljno giba po nekoj putanji, a radove raCunamo na dijelu s(1,2)

te putanje od neke tocke 1 do tocke 2. Tako dobijamo
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Zakon promjene kineticke energije

Suma radova svih sila koje djeluju na kruto tijelo jednaka je promjeni kineti¢ke
energije tijela:

ZVVI :Ekz _Ekl

Da bismo to dokazali bez racunanja rotacijske kineticke energije, moramo postaviti
ogranicenje da je gibanje translacijsko (tako da hvatista svih sila prelaze jednake
puteve), ili promatrati Cesticu zanemarivih dimenzija (¢ime se ostvaruje isti zahtjev
jednakih puteva, odnosno eliminira razmatranje rotacije).*' Tada imamo:

2 2 2 2 27 2 >
. S Y O O R R
ZW;‘(I,Z) = !(Zﬂi)ds = !matds = m_{ dtvdt m_!‘vdv m{ 5 l 5 T

U prvom koraku sumiranje unosimo ispod integrala (linearnost integriranja), zatim
sumu sila na tijelo zamijenimo s masaxakceleracija (tangencijalne komponente), pa
zamijenimo a, s derivacijom iznosa brzine, i jo§ ds —vdt (jer v=ds/dt), te

kratimo dt, integriramo po v, i dokaz je gotov.

6.5 Potencijalna energija

Kamen na nekoj visini iznad povrsine Zemlje (ili voda u akumulacijskom jezeru
hidroelektrane) moze poceti padati prema tlu. Na tom putu Zemljina gravitacija ¢e
ga ubrzavati, tj. vrsSiti rad dajuéi mu kineticku energiju (koju on moze trositi na
daljnje vrsenje rada).

Buduéi da ¢e isti kamen koji padne sa iste visine uvijek dobiti istu kineticku
energiju, zgodnije je iskljuciti iz razmatranja detalje procesa u kojemu gravitacija
vrsi rad na njemu, te smatrati da je kamen veé na toj visini imao istu tu koli¢inu
energije, samo u drugom obliku. Taj oblik je nazvan potencijalnom energijom, u
vrijeme kad se na nju gledalo kao na potencijalnu moguénost dobivanja rada.
Danas nju smatramo klju¢nim sastojkom koncepta energije, bez kojega ne bi bilo
pravog zakona ocuvanja energije.

No, ne smijemo zaboraviti da racunanje s potencijalnom energijom ukljucuje, u
navedenom primjeru, rad gravitacijske sile na tijelu: zato taj rad ne mozemo
istovremeno uracunavati i medu radove drugih vanjskih sila koje djeluju na tijelo. U
kontekstu zakona o promjeni kineticke energije, to znaci da iz sume radova svih
sila treba izdvojiti rad tezZine, tj.

F _ FbezG G _
Zan,z) = stu,m Wi = AL,

31 Sluéaj rotacije tijela razmatra se u idu¢em poglavlju. No, nije potrebno ponovo dokazivati zakon o
promjeni kinetiCke energije, jer tijelo mozemo gledati kao sustav Cestica za koje (pojedinacno) zakon
vrijedi,a prilikom zbrajanja se poniStavaju radovi unutrasnjih sila u krutom tijelu.
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i potom ga obracunati kao negativhu promjenu potencijalne energije

G _
Wc(l,2) =-AE ’

p

koju ¢emo prebaciti na drugu stranu jednadzbe (pored AFE, ), nakon ¢ega dobijamo

I::-hezé _ _
ZWS(LZ) =AE, +AE, = AE,

gdje je E=E +E, ukupna mehanicka energija tijela. Temeljem toga primjera,

mozemo zakon o promjeni kineti¢ke energije zamijeniti opéenitijim zakonom:

Zakon o promjeni energije:

Promjena ukupne energije tijela ili sustava tijela jednaka je sumi radova vanjskih
sila.

Ako nema vanjskih sila (ili je rad vanjskih sila nula), nema promjene energije. Tako
u kontekstu ovog zakona dobijamo zakon o oCuvanju energije kao njegov specijalni
slucaj (u izoliranom sustavu ukupna koli¢ina energije je konstantna).

No, pritom je kljuéna odrednica oba zakona da medu "vanjske sile" ne ubrajamo
one sile zbog kojih tijela imaju potencijalnu energiju - nego smatramo su one
"ukljucene u sustav”.

U skladu s prethodnim razmatranjima, potencijalnu energiju tijela definiramo na
slijedeéi nacin (nisu uklju¢ena eventualna medudjelovanja Cestica unutar tijela; ali
se mogu ukljuciti ako u definiciji zamijenimo rijeC "tijelo" sa "Cestica" i zbrajamo po
Cesticama):

Potencijalna energija je energija koju tijelo ima zbog svog polozaja u polju
konzervativnih sila.

Sila je konzervativna ako je njezin rad po zatvorenom putu jednak nuli.

Polje sile mozemo privremeno definirati kao prostor u kojemu se osjeca djelovanje
te sile (preciznije ¢emo ga definirati u poglavlju o gravitaciji).

Konzervativne sile, kao Sto su gravitacijska ili elektricna, daju tijelu potencijalnu
energiju (gravitacijsku ili elektricnu) - tako da ta energija ovisi samo o polozaju
tijela u njihovom polju. Ako tijelo malo "proSetamo" pa ga vratimo natrag u istu
tocku (zatvoreni put), mora ono ponovo imati istu potencijalnu energiju. Zato je rad
konzervativne sile na tom zatvorenom putu morao biti nula - inace bi mu se
promijenila energija koja potjece od te sile (za iznos njezinoga rada). Takva sila,
dakle, ¢uva (konzervira) njegovu energiju u toj tocki.
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Potencijalnom energijom ¢éemo se detaljnije baviti u narednim poglavljima. Ovdje
¢emo samo kratko prikazati najjednostavniji slucaj: gravitacijsku potencijalnu
energiju u blizini povrsine Zemlje.

To je, dakle, energija koju tijelo ima zbog svojega polozaja (u ovom slu¢aju samo
zbog visine) u prostoru gdje na njega djeluje tezina G = mg . Pokazimo najprije da

je tezina konzervativna.
Na lijevoj strani skice vidi |

se zatvoreni put. Opcenito dh2{7'
je dW°=G-dF. Desno (i a’hl{\ld’7
N dr

uvecano) vidimo da je taj
skalarni produkt jednak:

Gdh, kod spustanija, te

— Gdh, kod dizanja,

zbog predznaka kosinusa
kuta izmedu G i v. Kod
integriranja po putu, G G G
izvadimo ispred integrala,
pa preostaje jos "zbrojiti"

komadice dh. Tako za spustanje dobijemo we = Gh, a za dizanje W = —Gh, bez

obzira na oblik krivulje. Za ukupni zatvoreni put to daje we=0.

Sada pogledajmo koliki rad treba uloziti za podizanje tijela mase

m na neku visinu % . Tijelo dizemo silom F, zato $to ga te¥ina [
G =mg vuCe prema dolje. U polozaju u kojemu su sile \
prikazane na skici, oCito treba biti F' =G da bismo tijelo samo
podizali, bez ubrzavanja. No, u donjem polozaju trebala je malo
veca sila F > G da bismo tijelo pokrenuli (ubrzali). Koliko veéa?
Po volji malo (ako imamo vremena). Neka je npr. samo na prvih > h=s
1% ukupnog puta s =/ sila F bila za 2% veca od G . Ali zato,

kad se priblizimo gornjem polozaju, mora sila biti malo manja -

(F <G), da bi se tijelo zaustavilo to¢no na visini 2 (a ne da G
tamo ima josS i neku kineti¢ku energiju). Koliko manja? Npr. za j
2% manja na zadnjih 1% puta, da dobijemo usporavanje
simetricno poCetnom ubrzanju.

Dakle, tijelo dizemo skoro cijelim putem upravo silom koja je to¢no jednaka tezini.
Samo je na pocetku malo veca, a na kraju isto toliko malo manja (i to volji malo,
jer podizanje ne mora biti brzo). Stoga znamo da je prosjecni iznos sile F na putu
h tocCno jednak tezini, pa rad koji ulazemo moZemo racunati jednostavnim
mnozZenjem:

W .=Fs=Gh=mgh.

uloz
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Taj ulozeni rad podignuto tijelo sadrzi u obliku potencijalne energije. Ako je u
pocetnom, donjem polozaju imalo potencijalnu energiju jednaku nuli, onda na visini
h tijelo ima potencijalnu energiju

E, =mgh.

No, na pitanje "gdje tijelo ima Ep =07?", odgovor glasi: "tamo gdje se dogovorimo"

(a pritom ¢emo imati na umu prakti¢cne pogodnosti, npr. da to bude najniza razina
do koje tijelo moze pasti). Ono Sto mi zapravo opazamo (mjerimo, racunamo) su
samo razlike potencijalnih energija, jer su one jednake ulozenom radu (ili radu koji
mozemo dobiti)

Wy: =E, —E, =mgh

uloz

a te razlike ne ovise o tome gdje izaberemo nulu.
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7 Rotacija

U slucaju proizvoljnoga gibanja tijela, pojedine njegove cCestice mogu prelaziti
razli¢ite puteve, te imati razli¢ite brzine i akceleracije. No, opis ukupnoga gibanja
moze se dramati¢no pojednostavniti kod krutog tijela, gdje je dovoljno promatrati
gibanje samo jedne - bilo koje — Cestice (tocke) tijela, plus relativno gibanje ostalih
Cestica u odnosu na nju.®*> Buduéi da se kod krutog tijela udaljenost medu
cesticama ne mijenja, to relativno gibanje moze biti samo mirovanje, ili kruzno
gibanje oko te odabrane cestice ili drugih Cestica koje miruju u odnosu na nju - tj.
rotacija.

Sam pojam rotacije krutoga tijela intuitivno je toliko jasan (dio svakodnevnog
iskustva) da nema potrebe uvoditi formalne matematicke definicije.
Najjednostavniji je slucaj rotacija oko Cvrste (nepomicne) osi: pravac koji se naziva
os rotacije miruje (on moze, ali i ne mora prolaziti kroz tijelo), a sve tocke (osim
onih koje leZe na osi) gibaju se po kruznicama oko te osi.>*

Opis postaje malo slozeniji ako se os translacijski giba, a puno slozeniji ako usto os
moze i rotirati - ¢ime se dobija najopcenitije gibanje krutog tijela. U slucaju da
nema nepomicne osi, dinamicki opis gibanja je jednostavniji ako se rotacija
promatra u odnosu na centar masa tijela.

Ovdje ¢emo se uglavnom baviti rotacijom krutog tijela oko C&vrste osi, jer je to
slucaj koji se najéesce javlja u tehnickim primjenama. Kinematicke veli¢ine kojima
opisujemo takvu rotaciju ocito se podudaraju s kutnim veli¢inama kojima smo
opisivali gibanje po kruznici.

7.1 Moment sile

Za dinamicki opis rotacije krutoga tijela nije dovoljno promatrati samo iznos i smjer
sila koje na njega djeluju, nego moramo uzeti u obzir i polozaj hvatista sile
(preciznije, treba poznavati i pravac na kojemu sila lezi, a koji je zadan njezinim
hvatistem i smjerom). Da bismo pojednostavnili izlaganje, pozivat ¢emo se na
svakodnevno iskustvo da zakretanje npr. poluge ovisi o fizikalnoj velicini "sila puta
krak" koja se zove moment sile.

Opcenitije, moment sile definira se za pojedinu silu u odnosu na proizvoljnu to¢ku u
prostoru:

Moment sile F u odnosu na to¢ku 4 je: Mf :FAFXF*.

32 Formalno govoredi, to je prijelaz na referentni sustav vezan za odabranu &esticu tijela.

33 Kruznice leZze u ravninama okomitima na os, njihova sredi$ta su na osi, radijusi svih kruznica jednako
se zakrecu (isti ® i a).
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To je vektorski produkt radij-vektora FAF hvatista sile F u odnosu na to&ku A,

same sile F' (Slika 7.1). Pravci na kojima leze 7 . i F sijeku se u hvatistu sile, te

definiraju ravninu Slike 7.1. Moment sile je vektor okomit na tu ravninu, te u
slucaju sa Slike 7.1 gleda prema nama (pravilo desne ruke). Iznos momenta sile je

Mf =Fr; sina |, gdje kut « izmedu FAF i F odredujemo tako da zamislimo te

vektore povucene iz iste tocke (a tako je i oznacen na slici) te uzimamo manji kut
medu njima.

Iz pravokutnog trokuta kojemu je r .

hipotenuza, lako uocavamo jednakost
T sina:kf, gdje je kf krak sile F
odnosu na tocku A, tj. okomica iz
tocke 4 na pravac sile F . Tako se
iznos momenta sile svodi na pravilo iz

zakona poluge, "sila puta krak":

MY =F k",

Umjesto 7 . mogli smo uzeti bilo koji

drugi radij-vektor od tocke A4 do

pravca sile: on bi se projicirao u isti Slika 7.1. Moment sile
krak sile, pa bismo dobili isti moment

sile (a Cesto je zgodno bas krak sile

pretvoriti u radij-vektor).

Uoc¢imo fizikalni smisao momenta sile F(na temelju iskustva s polugom): on
opisuje kako ta sila pokusSava zakrenuti svoj krak (ili radij-vektor hvatista) oko
tocke A4 (koja kao da je ucvrscena). Sila povladi drugi ("slobodni") kraj radij-
vektora, tj. pokusava ga zarotirati u ravnini okomitoj na sam moment.

Ta predodzba pojednostavnjuje opis rotacije krutog tijela oko Cvrste osi. Postavimo
os z pravokutnog Kartezijevog sustava duz te Cvrste osi, i negdje na njoj odaberimo
ishodiste sustava O. Moment sile sad ¢emo racunati u odnosu na tocku O, pa ¢e

biti opisan vektorskim produktom M=FxF (radi preglednosti, izostavljamo idekse
za silu F i toku 0O). Njegova vektorska z-komponenta (vektor A7Iz) pokuSava
zakrenuti tijelo oko osi z (jer je takvo rotiranje okomito na vektor A7[z ), pa se
pripadna skalarna komponenta M _ cesto naziva momentom sile oko osi z. Sli¢no
razmatranje vrijedi i za x i y komponentu momenta sile. No, one opisuju kako sila
pokuSava zakrenuti tijelo oko tih osi, Sto nije moguée jer bi se pritom morala

zakrenuti i ¢vrsta os koja lezi duz koordinatne osi z. Sile reakcije u lezajevima
¢vrste osi ponistavaju djelovanje M _ i My , pa ih nije potrebno dalje razmatrati.

Opis momenta sile oko osi z (tj. skalarne komponente M_) moZe se dodatno

pojednostavniti. U vektorskom produktu A7[=17><F, komponente radij-vektora
F=xi +y/ +zk su koordinate hvatiéta sile, a sama sila je F:Fxf+Fy]'+sz.
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Prema pravilu distribucije ("svaki sa svakim"), njihov vektorski produkt dobija se
vektorskim mnozenjem (xi + )7 + zk) x (Fx17+ij+sz). Pri tome, produkt dvaju

jedini¢nih vektora leZzi na onoj preostaloj (tre¢oj) koordinatnoj osi.** Iz toga
zakljucujemo da se z-komponenta momenta M zapravo racuna samo pomocu x i y
komponenata sile i radij-vektora, tj. pomocu vektora 7, =xi+yf i F, = F;+ij
koji leze u koordinatnoj ravnini x,y okomitoj na os z, odakle izravno> dobijamo
M, =(xF,-yF) k.

No, nije doista potrebno koristiti navedene x i y komponente sile za izracun njenog
momenta oko osi z, jer vektor ch =xi +)j ima smjer od osi z do hvatista sile. On

mjeri udaljenost hvatista sile od osi, koja iznosi 7, =+x*+y’ (na Slici 7.2

oznacena je kao ;). Zato silu F‘xy rastavljamo na radijalnu komponentu F, koja

sijeCe os z (pa nema momenta oko nje), i tangencijalnu komponentu Fj koja daje

ukupni moment sile F oko osi z: M.=Fr,|.

7.2 Dinamika rotacije oko cCvrste osi

Nepomicnu (Cvrstu) osovinu oko koje tijelo moze rotirati oznac¢imo uobicajenim
simbolom (trokuti¢ sa "uzemljenjem"), kao i koordinatnu os z usmjerenu prema
nama (simbol: vrh strelice), Slika 7.2. Tijelo
se sastoji od Cestica: na udaljenosti 7, od

osi z vidimo Cesticu mase m, koja Ce se

gibati po naznacenoj kruznici prilikom
rotacije tijela. Na Cesticu djeluje ukupna sila

—

F, ali samo tangencijalna komponenta F,

ll
utjeCe na gibanje, jer se Cestica ne moze
udaljiti od ¢vrste osi (u smjeru eventualne
radijalne komponente F; ). Iz sli¢nih razloga

nije potrebno razmatrati ni eventualnu z -
komponentu sile (nema je na slici), jer
pretpostavljamo da ona ne moze tijelo
skinuti s osovine. Ukratko, cestica moze
dobiti samo tangencijalnu akceleraciju, pa Slika 7.2. Rotacija oko z osi
za nju drugi Newtonov aksiom ima oblik

F =ma, =mrna.

i

34 Specijalno, 7 x j = k je zapravo definicija uobi¢ajenog, tzv. desnog pravokutnog Kartezijevog sustava.

* 0d umnozaka komponenata (xi + yj)x (F,i + Fy]) = xF (i xi)+ xFy(f X J)+ yF (G xi)+ YF, (jxj) ostaju

samo produkti i x j =k te jxi =—k, jer vektorski produkti vektora sa samim sobom daju nulu.
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Tu smo tangencijalnu akceleraciju prikazali pomocu kutne akceleracije a (koja je
jednaka za sve Cestice pa zato nema indeksa 7). MnoZenjem dobivene relacije sa r,

i sumiranjem po svim Cesticama m, promatanog tijela dobijamo:

D En=a) mr’.

Na lijevoj strani dobili smo sumu momenata sila oko osi z za sve sile koje djeluju
na sve Cestice tijela. Medu njima su i unutrasnje sile (akcije i reakcije) kojima se
momenti ponistavaju jer djeluju na istom pravcu medu susjednim Cesticama, pa
preostaju samo momenti sila koje izvana djeluju na tijelo - oznacimo ih kao M .

Na desnoj strani gornje jednadzbe kutnu akceleraciju mnozi suma koja se naziva
momentom inercije tijela oko osi z i oznacava sa /_. Tako smo dobili:

Temeljni zakon gibanja Moment inercije ili
za rotaciju oko Cvrste osi tromosti oko osi z
gdje je
ZMzi:Iza ]ZZZmil’izz'[l”zdm

Zbrajanje po prakticno tockastim cCesticama tijela ekvivalentno je integriranju po
diferencijalnim komadi¢ima mase, koje je prikladinje za stvarni racun (kako c¢e se
vidjeti na kasnijem primjeru).

Temeljni zakon gibanja za rotaciju oko ¢vrste osi po svojem je obliku ekvivalentan
drugom Newtonovom zakonu (pa ga neki nazivaju drugim Newtonovim zakonom za
rotaciju):

M, =lLa < Y F=mi

(umjesto sile — moment sile; umjeto mase ili tromosti - moment tromosti; umjesto
akceleracije - kutna akceleracija).

Sjetimo se, medutim, da je drugi Newtonov aksiom zapravo zakon o promjeni
. = dp - L iy

kolicine gibanja, F:d—]; (gdje je p produkt mase i brzine). Za rotaciju krutog

tijela oko Cvrste osi moze se analogno definirati moment koli¢ine gibanja kao

produkt momenta tromosti i kutne brzine. Tada se vidi da je temeljni zakon gibanja

za takvu rotaciju zapravo zakon o promjeni momenta koli¢ine gibanja:

Moment koli¢ine gibanja za Zakon o promjeni momenta
rotaciju oko Cvrste osi z kolicine gibanja

do d(l.o) dL
= A/ﬁzllzz —:—Z :_Z
L =lLo z T T dt dt dt
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Ili, rije¢ima: Brzina promjene momenta koli¢ine gibanja tijela jedanaka je sumi
momenata sila koje na tijelo djeluju.

7.3 Ocuvanje momenta kolicine gibanja

Ako se iz prethodne recenice izbace "momenti", ostaje doslovno drugi Newtonov

aksiom. Analogija potje¢e od zakona gibanja za materijalnu cesticu. Za cesticu
zanemarivih dimenzija, i koli¢ine gibanja p=mv, definira se moment koli¢ine

gibanja u odnosu na neku to¢ku kao |L =7 X p|, gdje je 7 radij-vektor Cestice u

odnosu na tu tocku. Deriviranjem po vremenu dobijamo zakon o promjeni momenta
koli¢ine gibanja, posve analogan drugom Newtonovom aksiomu:

dL d,. . df . _ dp . _ . = =&
= T (FxD)=—xDp+rFxL=Vxp+FxF=M".
G g )= ep Ty

Tu smo uocili da se produkt v x p ponistava jer su vektori v i p paralelni, te da je
dp/dt jednako ukupnoj sili F koja djeluje na Cesticu, a moment sile MF* ratuna
se u odnosu na istu to¢ku kao i L .

Ako dobiveni zakon gibanja za Cesticu primijenimo na tijelo koje se proizvoljno giba
(nema cvrste osi rotacije), zbrajanjem (integriranjem) po njegovim cesticama,
dobiju se dosta komplicirane jednadzbe gibanja (tzv. Eulerove jednadzbe), u kojima
se umjesto momenta inercije pojavljuju komponente tenzora inercije (tenzor
drugog reda).

No, kod rotacije oko ¢vrste osi to se zbrajanje pojednostavnjuje (razmatranjem
kakvo je provedeno za Sliku 7.2), te se dobija ve¢ navedeni zakon gibanja:

Zsz =£, gdjeje L =l w.
dt

Moment koli¢ine gibanja je veli¢ina koja kod rotacijskog gibanja ima sli¢nu ulogu i
znacaj kao sSto koli¢ina gibanja ima kod translacije. Specijalno, iz opisanih slucajeva
vidimo da vrijedi analogan zakon ocuvanja:

U izoliranom sustavu, ukupni moment koliCine gibanja je konstantan.

Zapravo, iz gornjeg izraza vidimo da nije nuzna potpuna izoliranost, vec je dosta da
suma momenata sila u odnosu na nepomicnu os bude jednaka nuli. Kada klizacica
radi piruetu, nepomi¢nu os z definira vertikala kroz vrh klizaljke na kojoj stoji.
Skupljanjem ruku uz tu os, ona smanjuje svoj moment tromosti / (manja
udaljenost mase od osi). Da bi L_ ostao isti, povecat Ce joj se brzina vrtnje, Sto je i

svrha takve figure.
MozZe se pokazati da isti izraz vrijedi i za rotaciju Zemlje, pa nam zato duljina dana

ostaje priblizno ista. Neznatno varira zbog slijeganja tla u potresima ili podizanja
izazvanog erupcijom vulkana (promjene [ ). Gravitacija okolnih tijela efektivno

djeluje na centar masa, pa uglavnhom nema momenta sile u odnosu na os rotaciije.
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Ipak, Zemlja nije savrSeno kruta, pa plimni efekti od kruzenja Mjeseca rezultiraju
malim momentom koji rotaciju neznatno ali stalno usporava.

7.4 Momenti inercije

Za stvarni racun, potrebno je poznavati moment inercije tijela koje rotira oko ¢vrste
osi. U tehnic¢kim primjenama najceS¢e se pojavljuju pravilna tijela, pa ovdje za
ilustraciju navodimo momente inercije nekoliko homogenih simetricnih tijela, u
odnosu na os rotacije z kroz srediste tijela (koje je ujedno i centar masa). Os je
okomita na ravninu slike u prikazanoj ilustraciji:

tanki prsten ili

Suplji valjak L. =mr
v
homogeni valjak I :lmr
ili kruzna ploca :
: [ |
homogeni Stap z C 12

Moment inercije za tanki prsten vidi se neposredno iz definicije
1. =Zmlrf =Jr2dm. Sve Cestice m, nalaze se na (priblizno) istoj udaljenosti » od

m

osi rotacije, pa se r* moze izluditi iz sume produkata m,.r,.z. Preostaje zbroj masa
Cestica, tj. ukupna masa tijela m .

Formule za homogeni valjak i tanki Stap dobijaju se iz definicije integriranjem.
Ovdje ¢emo pokazati postupak za Stap.

Neka Stap duljine [ leZi duz osi x, na kojoj mu krajevi imaju koordinate —//2 i
+1/2. Stap ima neku malu debljinu, pa mu je povrdina popre¢nog presjeka
jednaka S (oblik nije vazan).
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Na mjestu x, kojemu je udaljenost od
osi z jednaka r=x, uoclimo vrlo /
kratki komadi¢ Stapa duljine dx, na 7

N |~

0 X

skici uvecan i prikazan ispod Stapa.
(Uobicajeno je da oznaka dx podra-
zumijeva da je proveden granicni
prijelaz Ax — 0, pa duljina komadica
ne prelazi dimenziju tocke oznacene
koordinatom x.) Masa toga komadica
je dm=p dV =p Sdx (p je gustoca,

a volumen je baza x visina).

><V

©
(s
dx

Moment inercije Stapa oko osi z je integral po cijeloj masi Stapa:

L

2
Jf{ﬂwpzﬁp&uamspﬂnﬁp{
m 0

3
X

— o~

N~

13
2p 58 =L s = L,
3 12 12

3

Tu smo najprije zamijenili = x? (Sto vrijedi i za negativhe x), a potom izrazili
dm pomocu dx, tako da su granice integriranja postali rubovi Stapa na osi x. Zbog
simetri¢nosti, mogli smo integral za cijeli Stap zamijeniti dvostrukim integralom

desne polovice stapa, a konstantnu gustocu (Stap je homogen) i poprecni presjek
smo izvukli ispred integrala. Na kraju smo uodili da je masa Stapa m = p V', gdje je

V==5I.

Iz momenta inercije oko osi z koja prolazi kroz centar masa tijela C (gore navedeni
primjeri), lako se izraCuna moment inercije oko paralelne osi kroz bilo koju drugu
toCku (npr. oko osi Z kroz to¢ku A na Slici 7.3). Prema Steinerovom poucku o

paralelnim osima

1,=1,+md’

gdje je m masa tijela, dok je d udaljenost
izmedu osi (koje nisu oznacene na slici), a
momenti tromosti imaju oznake prema
tockama kroz koje te osi prolaze.

Cestica mase dm (udaljena za » od osi z koja

ide kroz C, a za R od osi Z postavljene kroz A)
ima u ravnini crteza koordinate (x,y). Zato je

y

4

v

N
—/ X

Slika 7.3. Steinerov poucak

rP=x"+y’,te R°=(d-x)"+y" =d*-2xd+x>+y>=r"-2xd +d*, paimamo

I, :Jdemzjrzdm—dex afm+a’zjdm=Ic+md2 ,

bududi da je, prema definiciji centra masa, Ix dm = mx., a njegova je x-koordinata

X ovdje jednaka nuli.
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7.5 Rotacija i translacija

Slicnost opisa rotacije krutog tijela oko c¢vrste osi, i translacijskog gibanja, nije
ograni¢ena samo na temeljni zakon gibanja, nego vrijedi i za ostale dinamicke
veli¢ine. Dokaz se provodi analogno prethodnom izvodu vezanom uz Sliku 7.2, i
toliko je jednostavan da ovdje navodimo samo rezultate za Cesto koristene veliCine:

Rad momenta sile Snaga momenta sile Kineticka energija
2 1 a)2
W= [M.dop P=M.uw E, ==
?

Izrazi za rotaciju oko ¢vrste osi mogu se koristiti i u slu¢aju kada tijelo koje rotira
istovremeno izvodi i translacijsko gibanje, ali tako da mu se os rotacije ne zakrece
(primjeri: pravocrtno kotrljanje, ili spuzva kojom briSemo ploc¢u). No, tada treba
sve translacijske veliCine racunati za centar masa tijela, a rotacijske kao da tijelo
rotira oko Cvrste osi postavljene kroz centar masa.

2 2
my )
:_C_|_C_

Primjerice, ukupna kineticka energija tijela je: |E, > >

Umjesto opcenitog dokaza, ilustrirati ¢emo tu tvrdnju na slucaju Stapa duljine /
koji rotira kutnom brzinom @ oko osi okomite na ravninu skice (dolje). Zamislimo
najprije da je to dvrsta os kroz tocku A.

Ukupna kineticka energija Stapa je i /
2 i
m(jzwz 2
Lo AN\\%
E =4 C— +
2 2 2 ¢ Zw

Tu smo u drugom koraku primijenili Steinerovo
pravilo, zato da bismo moment inercije [,

izrazili pomocu poznatog momenta inercije /. oko paralelne osi kroz centar masa,
I,=1.+md’ (gdjeje d =1/2).

Ali, mogli bismo zamisliti da se Stap giba na upravo opisani nacin iako nema Cvrste
osovine kroz toCku A (niti kroz bilo koju drugu tocku), vec se to gibanje ostvaruje
djelovanjem nekog odgovarajuceg sustava sila.>® Sad to isto gibanje moZzemo sma-
trati kombinacijom translacije (jer se "slobodno" premjesta centar masa tijela) i
rotacije (jer se Stap zakrece kutnom brzinom @), pa bi kineticku energiju trebalo
racunati pomocu prethodne (uokvirene) formule. No, lako vidimo da je rezultat isti,
tj. jednako dobro vrijede obadvije formule, jer u donjoj formuli moZemo prepoznati
Ve =rw (uz r=1/2) kao brzinu centra masa koji kruzi oko tocke A.

36 Uobicajeni misaoni zahvat u mehanici, naziva se "oslobadanje" tijela.
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8 Gibanje u gravitacijskom polju

8.1 Newtonov op¢i zakon gravitacije

Svaka dva tijela priviace se zbog svojih masa gravitacijskom silom F =G, 12 2
r
Tu su m, i m, mase tijela, a simbol G, oznaCava univerzalnu gravitacijsku

konstantu®” koja priblizno iznosi G, =6,67-10""" SI jedinica®®. Simbol r oznaava

udaljenost izmedu tijela ako su ona zanemarivih dimenzija, tj. izmedu Cestica. Zato
se u formulaciji zakona gravitacije Cesto koristi termin "Cestice” umjesto "tijela” (Sto
je i izvorna Newtonova formulacija). No, moZe se pokazati da kod kugli sa sferno-
simetricnom raspodjelom mase, » tocno odgovara udaljenosti od njihovih sredista
(Sto je dobra aproksimacija za planete i zvijezde). Takoder, za manja tijela na
pristojnoj udaljenosti, moze se udaljenost izmedu njihovih centara mase uzeti kao
dobra aproksimacija za . No u op¢em slucaju, kod proizvoljno blizih i velikih tijela,
nema posebnog pravila za », nego se mora gravitacijska sila racunati zbrajanjem
(integriranjem) sila izmedu njihovih malih dijelova (izmedu sastavnih cestica; ili
zamisljenom diobom tijela na vrlo male komadi¢e mase, volumena AV — 0).

Newton je opci zakon gravitacije objavio u istom djelu, Principia, kao i svoje
aksiome, i zajedno ih primijenio na tumacenje Keplerovih empirijskih zakona o
gibanju planeta.* Prije njihova vremena, ukupna fizikalna opaZanja i predznanja
zapravo i nisu bila dovoljna da bi se sila teza, koju osje¢éamo na Zemlji, dovela u
vezu sa silom koja drzi planete u orbitama oko Sunca, te da bi se odatle izvelo
poopcenje o privlacnoj sili medu svim tijelima u svemiru.

Zasto gravitacijska sila medu svim tijelima nije ocigledna? Zato Sto je vrlo mala
medu malim tijelima: dva covjeka od po 100 kg na udaljenosti od 1 m
(aproksimacija centara masa) privlate se silom od oko 6,67:107 N, manje od
milijuntinke njutna (desetak puta manje od teZine jednog mg). Zato je proslo vise
od stoljeca nakon Newtonovih Principia prije nego Sto je Cavendish 1798. godine
prvi izmjerio gravitacijsku silu izmedu dvaju tijela na Zemlji, sto je omogucilo da se
izratuna vrijednost gravitacijske konstante.*°

37 Cesto se koristi samo simbol G, $to ovdje izbjegavamo jer je veé upotrebljen za teZinu tijela.

38 Kod ovakvih konstanti (interakcije ili proporcionalnosti) nema potrebe eksplicitno navoditi jedinice
(ako nije neki posebni skraceni naziv), jer su one u SI sustavu odabrane tako da usklade lijevu i desnu
stranu jednadzbe. Ovdje jedinica ocito treba biti Nm?/kg? (a moze i drugacije ako se raspise njutn) Sto je
posve suvisno i pisati i pamtiti.

3% Njegov je suvremenik Hook tvrdio da je on iste spoznaje opisivao nekoliko godina ranije od Newtona,
Sto je samo djelomicno toc¢no, jer nije uoCio da gravitacijska sila opada s kvadratom udaljenosti.

40 Cavendish je koristio torzionu vagu sa dvije simetri¢no objeSene metalne kugle, te usporedio silu
kojom ih privlace dvije stacionarne kugle sa silom kojom ih privlac¢i Zemlja. To mu je omogudilo da
izraCuna gusto¢u Zemlje, Sto je i bio cilj pokusa. Gravitacijska konstanta odredena je znatno kasnije, na
temelju njegovog rezultata za gusto¢u Zemlje.
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Gravitacijsku silu medu manjim tijelima najceS¢e daleko nadmasuje elektri¢na sila,
opisana Coulombovim zakonom (za tockaste naboje Q, i O, na udaljenosti r):

F:le—zQz, gdje konstanta interakcije puno veca, i priblizno iznosi
r

k=910° SI jedinica.

Ako su npr. cestice prasine samo jednostruko ionizirane (manjak ili visak jednog
elektrona na svakoj), elektri¢na sila medu njima je milijarde milijardi puta veca od
gravitacijske. No, ako promatramo sve veca tijela, sve vise prevladava gravitacijska
sila, zato Sto se ionizacije uglavhom desSavaju povrSinskim procesima (a povrsSina
raste s kvadratom promjera, pa zaostaje za masom koja raste s kubom promjera).

Sto je elektri¢ni naboj? O¢ito se moze definirati pomocu sile, tj. kao svojstvo nekih
vrsta elementarnih Cestica (npr. elektrona) da medusobno djeluju Coulombovom
silom (dakako, naboj vecih tijela uzrokovan je viskom ili manjkom elektrona).

Isto tako se i masa moze definirati kao svojstvo tijela da se medusobno priviace
gravitacijskom silom. No, masu smo vec¢ prije definirali (u kontekstu zakona
gibanja) kao svojstvo tijela da se opire promjeni gibanja. Obje definicije ocito
potjeCu od zakona kojima se joS Newton bavio. No, dok je empirijska intuicija
upucivala na to da bi se masa u oba slucaja mogla odnositi na isti materijalni
sadrzaj tijela, zbog konceptualnih razlika u definicijama uvedeni su razliCiti nazivi
ociglednih znacenja: teska masa odnosno troma masa.

Preko dvjesto godina istrazivala je klasi¢na fizika vezu izmedu trome mase i teske
mase. Sva su mjerenja sugerirala da se radi o istoj fizikalnoj velicini, jer se i za
jednu i za drugu dobijao isti iznos (u granicama to¢nosti mjerenja).*’ No,
konceptualna razlika prevladana je tek u Einsteinovoj opcoj teoriji relativnosti, koja
je pokazala ekvivalentnost gravitacijske i inercijalne sile.

U Einsteinovoj relativnosti, medutim, gravitacija se pojavljuje kao geometrijsko
svostvo prostora-vremena. Time je ona postala bitno razliCita od ostale tri
fundamentalne sile, a ni Newtonov zakon gravitacije se konceptualno ne uklapa u
tu relativisticku predodzbu. Ipak, zakon gravitacije s prakti¢nog stajaliSta uglavnom
dobro opisuje gibanje planeta - uostalom, Newton ga je i formulirao kao tumacenje
Keplerovih zakona.

Kepler je oko 1605. godine opisao gibanje planeta oko Sunca pomocu tri zakona
(ilustracija na Slici 8.1):

1. Planeti se krecu po elipsama u ¢ijem se jednom Zaristu nalazi Sunce.

2. Radij-vektor pojedinog planeta u jednakim vremenskim intervalima prelazi
jednake povrsine (osjencane na Slici 8.1).

3. Kvadrati ophodnih vremena planeta odnose se kao kubovi velikih poluosi
njihovih elipti¢nih putanja:

41 paZljivija formulacija glasi da su mjerenja ustanovila proporcionalnost trome i te$ke mase, koja
prikladnim izborom jedinica postaje i jednakost iznosa.
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2 3
L _a

2 3
I, a
(na slici 8.1 nacrtane se dvije elipse sa velikim osima i zaristima).

Keplerovi zakoni dobro opisuju gibanje planeta u aproksimaciji koja zanemaruje
njihovo gravitacijsko djelovanje u odnosu na gravitacijsku silu puno masivnijeg
Sunca. Iz Newtonovih
zakona gibanja i gravitacije
lako je pokazati da se
satelit giba po elipti¢noj
putanji oko masivnog tijela.
Ovdje <¢emo to ilustrirati
samo za specijalni slucaj
kad elipsa prede u kruznicu.
Tada gravitacija masivnog
tijela M daje satelitu m
centripetalnu akceleraciju

Mm _ Vv

r_z = mac,p = mT,

F=G,

odakle dobijamo

drugi planet
M
V=G, —.
r
Satelit kruzi konstantnom Slika 8.1. Keplerovi zakoni

brzinom. Ako tu brzinu

izrazimo preko ophodnog vremena T, lako se razumije trec¢i Keplerov zakon jer

Ar*r? M P i . ,

= =G,— daje F: konst . Za opcu elipti¢nu putanju, medutim, nece biti
r

konstantan iznos brzine, ali zakon o ocuvanju momenta koli¢ine gibanja zahtijeva

jednakost povrsina koje radij-vektor prebriSe u jednakim vremenskim intervalima.

8.2 Polje sile

Kod opisa potencijalne energije koristili smo "povrsnu” definiciju da je polje sile
prostor u kojemu se osjeca djelovanje sile. Za konkretnu vrstu sile, kao Sto je npr.
gravitacijska, moze se formulirati preciznija definicija:

Gravitacijsko polje je svojstvo prostora da djeluje silom na masu (a potjeCe od
drugih masa).

Na slican nacdin moze se definirati i elektricno polje. Polje je vektorska velicina, a
njegov iznos (kaze se i jakost polja) opisuje kolikom silom ono djeluje na jedini¢nu
masu (a elektri¢no polje na jedini¢ni naboj). Odatle proizlaze formule za




Levanat: Fizika zaTVZ Page 62/86
Kinematika i dinamika

gravitacijsko polje mase m elektri¢no polje naboja Q
m 0
=G, — E=k=
? N r2 r2

pomocu kojih se zakon gravitacije, odnosno Coulombov zakon, mogu napisati kao:

m 0
Fg:GNr—zlm2 Eg:kr_zlgz
— o
Fg:;]mz F;=£IQ2

Iako se uvodenje pojma polja vizualno doima samo kao mala matematicka
manipulacija na formuli za silu (grupiranje nekoliko veli¢ina), polje ima dublji
konceptualni smisao. Umjesto djelovanja sile na daljinu, polje djeluje na tijelo
lokalno, na mjestu gdje postavimo to tijelo. Tako npr. masa m, proizvodi na

udaljenosti r gravitacijsko polje % koje na tome mjestu (oznacenom krizicem na

Slici 8.1 desno) stalno postoji - kao svojstvo samog prostora — bez obzira na to ima
li tamo neke druge mase da na nju djeluje. Ako tamo doista stavimo masu m,,

gravitacijsko polje od mase m, "hvata” je silom }z = %mz. (Slika 8.1 ne prikazuje i

siluna m, .)

Otat—o Q- ....‘.‘.Z.l__.* ..... <y
m, m, m, m,
ili C e
m, djeluje silom m, stvara polje polje djeluje
na daljinu oko sebe silom lokalno

Slika 8.1. Djelovanje sile na daljinu ili djelovanje polja lokalno

Opis sile pomocu polja ima razli¢ite prakti¢ne prednosti, osobito kad polje potjece
od vise izvora (a Cesto se izvori i ne mogu pojedinacno identificirati). No, fizikalna
stvarnost (relevantnost) pojma polja proizlazi zapravo iz analize koncepta
djelovanja sile na daljinu. Ako na Slici 8.1 pomaknemo masu m, ulijevo, pitanje je

kad ¢e masa m, osjetiti da se sila umanjila zbog povecanja udaljenosti (isto pitanje
moze se postaviti i za silu medu nabojima)?

U predodzbi o izravnom djelovanju sile na daljinu, najsmislenija je pretpostavka o
trenutnom djelovanju: m, ce osjetiti promjenu sile u istom trenutku kad se m,
pocne micati. Ako, medutim, masa m, stvara polje oko sebe, onda njezino



Levanat: Fizika zaTVZ Page 63/86
Kinematika i dinamika

pomicanje uzrokuje promjenu toga polja. Tada je smisleno pretpostaviti da
promjena polja pocinje trenutno na mjestu gdje se m, nalazi, a da se dalje Siri
konacnom brzinom, te do mase m, stize tek nakon nekog vremena.

Prema Einsteinovoj teoriji relativnosti, konac¢na brzina kojom se takve promjene
Sire kroz polje (i gravitacijsko i elektri¢no) jest brzina svjetlosti c¢. Kod elektri¢ne
sile tu je tvrdnju lako provjeriti izravnim mjerenjem, ali kod gravitacijske nije — i to
zato $to je puno slabija.** No, relativisti¢ku predodZbu dokazuju njezine uspjesne
primjene na specifi¢nim problemima,*® a i novija opazanja sve izravnije potvrduju
da se i promjene gravitacijskog polja Sire brzinom c.

U svakodnevnim situacijama na Zemlji, medutim, takva teorijska pitanja nemaju
nekog prakti¢cnog znacCaja. Pa Cak i kada bi npr. neka hipoteticka kataklizma
iznenada istrgnula Sunce iz naseg planetarnog sustava, jedva da bi nas zanimalo da
li ¢e Zemlja joS kakvih osam i po minuta nastaviti kruZiti oko mjesta gdje se ono
nalazilo (koliko treba svjetlosti za put od Sunca do Zemlje), ili ¢e odmah krenuti u
bespuca svemira.

Za prakticne racune korisnije je razumjeti
odnos izmedu tezine G =mg i gravitacijske

sile F, te uociti kolike su njihove varijacije na

povrSini Zemlje. Promotrimo npr. covjeka
mase m koji stoji na sjevernom polu (Slika
8.2). Njegova teZina jednaka je gravitacijskoj
Y mm
sili kojom ga Zemlja privladi, mg:GNR—; ,

z

121225? , tj. akceleracija

zZ

pa je g=G,

slobodnog pada jednaka je gravitacijskom Slika 8.2. Tezina i gravitacija
polju Zemlje. No, to je toéno samo na
polovima, gdje oboje imaju iznos od oko 9,83

m/s?.

Ako pogledamo neku toCku na vecoj geografskoj Sirini, zbog Zemljine rotacije ¢e
tezina G biti zbroj gravitacijske sile F, i centrifugalne sile F, . Zbog toga je tezina

malo manja od Fg (i malo se razlikuje po smjeru), a na isti nacin i akceleracija

slobodnog pada odstupa od gravitacijskog polja. Razlika iznosa raste od pola prema
ekvatoru, gdje doseze oko 0,3%.

Usto, centrifugalna sila je malo "spljostila” Zemlju, pa je na ekvatoru udaljenost
povrsine od srediSta veca nego na polovima. Zbog toga je i gravitacijska sila F, na

42 Usto, klasi¢na mehanika ima i konceptualni problem: uspjesna primjena Newtonovog zakona gravi-
tacije na opis gibanja planeta zahtijeva pretpostavku o trenutnom djelovanju sile na daljinu.

“3 Npr. precesija Merkurove orbite, koja se ne moze dobro opisati Newtonovim zakonom gravitacije.
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povrsini manja Sto smo blize ekvatoru (jer je Rf u nazivniku vedi), no maksimalna
razlika doseze samo oko 0,2%.

Ukupni ucinak na akceleraciju slobodnog pada jest da na ekvatoru iznosi oko 9,78
m/s’® (a gravitacijsko polje je malo ja¢e, oko 9,81 m/s?). Kod preciznijih raéuna
moraju se jo$ uzeti u obzir i lokalne varijacije gravitacijskog polja zbog razlicite
nadmorske visine i razlika u gustoci geoloskih masiva u neposrednom okolisu.

No, za mnoge primjene, a napose za potrebe ovoga kolegija, moZzemo koristiti
samo zaokruzeni prosje¢ni iznos od 9,81 m/s? za akceleraciju slobodnog pada na
povrsini Zemlje, te smatrati da je isto toliki i iznos gravitacijskog polja, tj. da

m
posvuda vrijedi jednakost g=GNR—22. Zgodno je Kkoristiti i iz te jednakosti

4

izvedenu supstituciju gR22=GNmZ (Sto ¢emo ¢diniti u daljnjem tekstu) ili,

alternativno, iz nje izraCunati masu Zemlje (priblizno 6-10%* kg) na temelju
prosje¢nog radijusa Zemlje (6 371 km)**.

8.3 Rad u gravitacijskom polju

Znamo od ranije da je za podizanje tijela potrebna sila koja je jednaka njegovoj
tezini, dok za horizontalno premjestanje sila ne treba, pa na putu od tocke 1 do
tocke 2 moramo uloziti rad W=E,,-E,; , sto blizu povSine Zemlje iznosi mgh ako je
tocka 2 na visini h iznad tocke 1.

Promotrimo sada koliki rad treba uloziti na veéim udaljenostima od Zemlje, na
kojima tezina nije priblizno konstantna nego se opaza da opada sa r° (prema
zakonu gravitacije).

Masu m podizemo duz pravca koji prolazi
kroz srediste Zemlje, iz tocke udaljene za r,
od srediSta do toCke na udaljenosti r,. Na
skici je masa prikazana u proizvoljnom
medupolozaju, na udaljenosti » od sredista
Zemlje, a podizemo je silom F koja je
jednaka gravitacijskoj sili kojom je Zemlja
priviadi.

UloZeni rad je jednak:

m,m

2 I r i
W = JFdS = Jngr = GNmsz'r’Zdr = GNmzm|:}:—l:| = _GN _(_GN ) = Ep2 _l;‘”l
1

m,m

i i i ¢ d

44 Izradunat iz "radijusa” na polovima od 6 357 km i na ekvatoru od 6 378 km.
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Odatle se vidi da je potencijalna energija mase m u gravitacijskom polju Zemlje
(ako za aditivhu konstantu odaberemo nulu)

E, =-Gy m;m , gdje je r udaljenost mase m od sredista Zemlje.

Cesto je, medutim, zgodnije izraziti tu potencijalnu energiju preko veli¢ine @ koja

se zove gravitacijski potencijal, osobito ako na masu djeluju gravitacijska polja od
vise tijela.

V4

r

Gravitacijski potencijal Zemlje na udaljenosti » od sredista Zemlje: ¢ = -G,

Gravitacijski potencijal je svojstvo prostora da u njemu mase imaju potencijalnu
energiju. Gravitacijski potencijal neke tocke opisuje koliku ¢e potencijalnu energiju
po kilogramu imati tijelo ako je u toj tocki. Dakle:

E, =mg.

Ako se rad potreban za premjestanje mase m iz tocke 1 u tocku 2 izrazi pomocu
potencijala, imamo

W=(p,-¢p)m.

Razlika potencijala naziva se naponom, U, osobito u elektricnom polju (gdje je rad
jednak umnosku napona i naboja), dok se u gravitacijskom polju naziv slabo koristi.
Koliki je gravitacijski potencijal ¢, na povrsSini Zemlje (tj. potencijalna energija

mase od 1 kg)? Potencijal i potencijalna energija su neodredeni integrali za koje
smo u gornjim formulama odabrali aditivhu konstantu nula, pa je

m gR’
:—G == =
?o Np R

z z

—gR_ =-64 MJ/kg, uz g =10 m/s’i R, =6 400 km.

Negativna vrijednost je smislen i uobi¢ajen izbor za opis potencijalne energije
sustava u kojemu su tijela vezana privla¢nim silama. Ona opisuje koliko rada treba
uloZiti da bi se veze raskinule, tj. da bi se tijelo oslobodilo iz sustava (dakle, toliko
energije "fali” do slobodnog stanja). U navedenom primjeru, potrebno je uloziti 64
MJ da bi se 1 kg udaljio od Zemlje toliko da viSe ne osje¢a njezinu gravitaciju
(prema formuli, u beskonacnost), i tamo ¢e imati potencijalnu energiju nula.

Naravno, rad u polju, odnosno razlika potencijalnih energija, ne ovisi o izboru
aditivne konstante. Ako podizemo tijelo s povrSine Zemlje (r=R_), gdje ima
potencijalnu energiju Epo, na malu visinu h=r—R_, izvrSit ¢emo rad koji je

priblizno jednak mgh jerje R /r= 1:

-R R
+G, mm mgR’ T mglz mgh
R rR r

z z

E -E,=-G,"

p PO
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U takvoj situaciji nije zgodna predodZba da tijelo na povrsini ima -64-10° J/kg, nego
bi nam vise odgovaralo E,, =0. To znali da ¢emo u izrazu za potencijal zadrZzati

m
aditivnu konstantu, tj. pisati ¢ = -G, —

+ C, te odabrati vrijednost C = —¢, .
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9 Specijalna teorija relativnosti

Pod nazivom "teorija relativnosti” obi¢no se podrazumijeva Einsteinova Opca teorija
relativnosti iz 1915. godine. Nju ovdje neemo razmatrati zbog konceptualne i
matematicke kompliciranosti.

Odlucujuci korak prema opcoj relativnosti bio je Einsteinov rad iz 1905. godine, za
koji se danas koristi naziv Specijalna teorija relativnosti.*> Za razliku od opce
teorije, ona je bila ograni¢ena samo na razmatranja u inercijalnim sustavima, zbog
¢ega nosi naziv "specijalna”. Konceptualno se dramati¢no razlikuje od
svakodnevnog iskustva, ali matematicki nije zahtjevna, pa bi trebala biti rutinski dio
obrazovanja na visokoskolskim ustanovama.

Termin "teorija” ne oznacava u ovom slucaju nista hipoteticko: sve tvrdnje
specijalne teorije odavno su dokazane, i ugradene u danasnju fiziku. A ni termin
"relativnost” ne znaci da je "sve relativno”; prije bi se moglo reéi da opisuje sto jest
relativno i na koji nacin, a sto nije.

9.1 Apsolutna brzina svjetlosti

Izravni poticaj otkri¢u "Einsteinove” relativnosti bio je rezultat glasovitog mjerenja
brzine svjetlosti, koji su Michelson i Morley objavili 1887. godine. Zemlja se oko
Sunca giba brzinom od priblizno 30 km/s, pa su oni ocekivali da ¢e izmjeriti razliku
u relativnoj brzini svjetlosti iz razli¢itih smjerova, npr. razliku izmedu brzine
svjetlosti koja se giba Zemlji ususret, i one koja sustize Zemlju. Nisu, medutim,
opazili nikakvu razliku, iako su uredaji bili dovoljno precizni da je izmjere ¢ak i kada
bi se Zemlja gibala oko Sunca nekoliko puta sporije.*®

Prirodno poopcenje toga rezultata ("logi¢an zaklju¢ak”) jest da razlic¢iti promatraci,
koji se gibaju jedan u odnosu na drugoga, vide istu brzinu svjetlosti.

Zasto je to neobi¢no? Zato Sto je posve suprotno nasem svakodnevnom iskustvu, i
svim dotadasnjim opazanjima u vezi relativhog gibanja: promatraci koji se gibaju
jedan u odnosu na drugoga trebali bi vidjeti razliCite brzine svjetlosti.

Iako je ta tvrdnja "klasicne mehanike” vedini ljudi intuitivno bliska, korisno je
razjasniti na ¢emu se ona temelji. U tu svrhu razmotrimo detaljnije jednostavan
primjer u kojemu dva promatraca mjere brzinu istoga tijela. Neka se, primjerice, u
odnosu na promatraca koji stoji na povrsini Zemlje, neko tane giba horizontalnom
brzinom v, =300 m/s. Tanetu ususret, na istoj visini, leti vjestica na metli brzinom

45 Stvarni naziv Einsteinove publikacije bio je "O elektrodinamici tijela u kretanju".

4 Oni su zapravo htjeli izmjeriti brzinu Zemlje prema tzv. eteru (tadadnjem hipotetickom mediju za
elektromagnetske valove), te su svoj rezultat prezentirali kao neuspjeh mjerenja.
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v, =200 m/s. Ako pitamo vjesticu kolika je brzina taneta u njezinom sustavu,
oCekujemo da c¢e ona reéi kako tane prema njoj ide relativnom brzinom
v. =v,+v, =500 m/s. Pogledajmo pazljivije na emu se temelje nasa ocekivanja.
Slika 9.1 pokazuje prostorni raspored nasih promatraca i taneta, u trenutku koji je
odabran tako da ¢e nakon vremenskog intervala od jedne sekunde (At =1s) tane
pogoditi vjesticu (koja ¢e to podnijeti bez posljedica, zato smo je i odabrali za
drugog promatraca).

V,
|
«— o

As, = 200 m T As, = 300 m

0 100 m 200 m 300 m 400 m 500 m

As = As, +As, = 500 m

Slika 9.1. Zasto vjestica vidi brzinu taneta od 500 m/s?

Promatra¢ na Zemlji vidi da ¢e tane udaljeno 300 m (na desnoj strani) za 1 s stici
iznad njega, te da c¢e vjestica udaljena 200 m (na lijevoj strani) za istu tu 1 s stidi
iznad njega, dakle tane ¢e za 1 s udariti vjesticu.

Kad odreduje brzinu taneta u svojem sustavu (koju ovdje zovemo '"relativna
brzina”, tj. v ), vjestica mjeri kako se objekti gibaju u odnosu na nju, dakle kao da
ona miruje. Ona vidi tane udaljeno 500 m, koje ¢e za 1 s udariti u nju, pa ¢e zato
izracunati brzinu taneta kao

500m As As,+As, As, As,
— - — = —— L

v,:SOOﬁ— = —= =V, +v,.
S 1s At At At At

Ukratko, kad iz nasSeg sustava vidimo kako se dva tijela gibaju jedno prema
drugome brzinama v, i v,, relativha brzina jednoga tijela prema drugome mora biti
jednostavni zbroj v, =v, +v, ako se u sustavima vezanima uz ta tijela jednako vidi
prostor (iste udaljenosti As, i As,) kao u nasem sustavu, i jednako mjeri vrijeme
(isti vremenski interval Af) kao u nasem sustavu.

Ako bismo u primjeru na Slici 9.1 uvecali udaljenosti i brzine milijun puta, tane bi
postalo foton koji se giba brzinom svjetlosti ¢ =300 000 km/s, a vjestica bi imala
brzinu od 2/3 c¢. Uz pretpostavku da jednako vidi prostor i vrijeme kao i promatrac
na Zemlji, ona bi morala izmjeriti brzinu fotona od 500 000 km/s, kao Sto su
Michelson i Morley ocekivali da ¢e izmjeriti brzine svjetlosti koje se razlikuju za *
30 km/s.
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Nasuprot tome, ako postavimo zahtjev da promatraci koji se gibaju jedan u odnosu
na drugoga moraju vidjeti jednaku brzinu svjetlosti, to nuzno vodi na posljedicu da
oni moraju razli¢ito vidjeti ili prostor ili vrijeme, ili obadvoje. Tako bi, primjerice,
vjestica mogla izmjeriti brzinu spomenutog fotona kao 300 000 km/s (dok se ona
giba brzinom od 2/3 ¢ u odnosu na Zemlju), ako vidi:

— Zemaljsku udaljenost As =500 000 km skracenu na 300 000 km, te
istovremeno Zemaljski vremenski interval (Af =1 s) jednakog trajanja; ili

— Zemaljski vremenski interval Af=1 s kao da traje duze, oko 1,33 s, a
Zemaljsku udaljenost As =500 000 km jednake duljine; ili

- malo manje skraceni As i malo manje produljeni At, uskladene tako da
opet izracuna As/At = 300 000 km/s.

Istinita je ova posljednja opcija, koja je i intuitivno privlac¢nija zbog svoje
simetri¢nosti, a proizlazi iz tzv. Lorentzovih transformacija.

9.2 Lorentzove transformacije

Zamislimo da se, u odnosu na nas inercijalni sustav S(x,y,z), neki drugi inercijalni
sustav S'(x',)',z") giba pravocrtno konstantnom brzinom v (Slika 9.2). Pravokutne
Kartezijeve osi odabrane su tako da os x' klizi duz osi x, a obadvije pokazuju u
smjeru V. U ravnini slike vide se joS osi y i )', dok osi z i z' zapravo ne treba ni

razmatrati jer su u istom odnosu prema smjeru relativnog gibanja (okomite) pa ce
za njih vrijediti isti zaklju¢ci kao i za y i y'. U trenutku kad je ishodiSte sustava
S’ prolazilo kroz ishodiste sustava S, promatradi iz oba sustava postave satove na
nulu.

Pogledajmo najprije kako se relativnost gibanja opisuje u klasi¢noj fizici, koja polazi
od intuitivne pretpostavke "apsolutnog” prostora i vremena (tj. da se jednako
opazaju iz svih sustava). U trenutku prikazanom na

slici, promatraci opisuju proizvoljno gibanje Cestice m oAy
svaki pomocu svojih koordinata. Veza medu njihovim ——--;}
koordlnatam:c] u k|aSI?n.OJ fI-ZICI (tzv. Galilejeve X \-\
transformacije) lako se vidi sa slike: >
t'=t o
, Galilejeve transformacije ; x,x'
x' =x—vt 4
- iz klasi¢ne fizike
y=Yy Slika 9.2

Jedina razlika se opaza u x-koordinatama: x' je manji

od x, jer se od trenutka nula do trenutka ¢=1t¢ sustav S’ pribliZio destici za
predeni put v¢. Deriviranjem x-relacije po vremenu dobiva se klasi¢na razlika u
brzinama cCestice koje se opazaju iz ta dva sustava (jednaka brzini v), a jos jedno
deriviranje daje istu akceleraciju Cestice u oba sustava (Sto znaci da c¢e drugi
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Newtonov aksiom i iz njega izvedeni zakoni mehanike imati isti oblik u oba
sustava).

Nasuprot tome, Einsteinova teorija uvodi apsolutnu brzinu svijetlosti, zbog cega
prostor i vrijeme postaju relativni. Pogledajmo kako to mijenja transformacije
koordinata medu inercijalnim sustavima iz prethodnog primjera (Slika 9.3).

Promatracdi ¢e opisivati kako se Siri svjetlost

od kratkotrajnog bljeska, koji se dogodio na RN
mjestu gdje su se oba ishodita nalazila u 7] e
trenutku 7, =1, =0. Iz perspektive "naseg”
sustava §, prikazane na slici, svjetlost je do :
trenutka ¢ otputovala do udaljenosti ct u %

svim smjerovima, pa je njezina fronta opisana > X x
b
kruznicom tolikoga radijusa
cztz — xZ +y2,
sa sredistem u nasem ishodistu.
Slika 9.3

Sa stajalista klasic¢ne fizike, oCekivali bismo da

promatra¢ iz S’ vidi frontu kao kruznicu

istoga "naseg” radijusa, pomaknutu u odnosu na svoj sustav za —vi po osi x', jer
je on toliko otputovao na drugu stranu u meduvremenu.

No, kako brzina svjetlosti ne ovisi o promatracu, on zapravo mora vidjeti na isti
nacin opisanu kruznicu sa sredistem u svojem ishodistu:

2412 2 2
ctm=x"+y",

bez obzira Sto si mi to intuitivno (na temlju iskustva) ne mozemo zamisliti. A
intuitivne Galilejeve transformacije koordinata treba promijeniti tako da, kad se
uvrste u jednadzbu kruZnice promatra¢a S’, daju "nasu” jednadZbu kruznice.

Radi bolje preglednosti, uvedimo koordinate iste dimenzije, uz malo drugacije
oznake: x,=ct, x,=x, x,=y (te x;=z, koji nam ovdje ne treba). Tako

dobivamo jednadzbe kruznica koje opisuju svjetlosnu frontu u novom obliku:

2 2 2 2
x,”—x"—x,” =0 usustavu S, odnosno x;"—x —x," =0 u sustavu §’.

Galilejeve transformacije razlikuju se od identitete samo u x;-koordinatama, za koje
u novim oznakama imamo vezu x| = x, — fx,, gdje smo uveli kraticu g#=v/c. Da bi

transformacije koordinata preobrazile S’-kruznicu u S-kruZnicu, ocito bi trebalo i
kod xo-veze dodati neki g - ¢lan, da se oduzme s g - ¢lanom iz x;-veze. PokuSajmo

sa simetricnom vezom x; = x, — fx,, i uvrstimo "popravljene” veze u S’-kruznicu:

r2 2 12 2
X, —x —x, =(x, —/5’)61)2 —(x —ﬂxo)2 -x,”=0.
Nakon kvadriranja i oduzimanja mjeSovitih ¢lanova, dobijemo jednadzbu

X (=) -x'(1-p)-x"=0,
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koja se samo po faktoru (1—,52) razlikuje od S-kruznice. No, on se lako eliminira
dijeljem veza za X, i X; sa odgovaraju¢im korijenom, tj. sa \/1—,82 . Tako dobijamo,

umjesto klasnicnih Galilejevih, nove relativisticke transformacije, koje se nazivaju
Lorentzovim transformacijama*’ koordinata:

t v X
X, = Xo —Px /= _ Lorentzove transformacije
[ 2 2
=5 1_‘% Ako je brzina sustava S’ puno
¢ manja od brzine svjetlosti, tj. ako
ook — fx, " e X —vt v <<c, prelaze u Galilejeve:
=0 == T Lo -
/1—,52 2 |.<or|Jen.| u nazivnicima prlbllzno.su
1-— jednaki 1, a razlomak v/c¢” nuli,
c

pa u brojniku prve relacije
x; =X, y =y prestaje ovisnost vremena o x-
koordinati, tj. ' = ¢.

9.3 Relativnost prostora i vremena

Prema Einsteinovoj izvornoj zamisli, cijela specijalna teorija relativnosti dade se
deducirati iz dva jednostavna postulata*® (koje ovdje navodimo u saZetijem, malo
pojednostavljenom obliku):

Einsteinovi postulati specijalne teorije relativnosti
Princip relativnosti: Fizikalni zakoni imaju isti oblik u svim inercijalnim sustavima.

Invarijantnost brzine svjetlosti: Brzina svjetlosti u vakuumu (c¢) ima isti iznos u
svim inercijalnim sustavima (bez obzira na gibanje izvora svjetlosti).

Prvi postulat je prosirenje klasi¢cnog (Galilejevog) principa relativnosti, koji se
mogao formulirati na isti nacin, ali se zapravo odnosio samo na zakone mehanike.
Drugi postulat izrice novu spoznaju o invarijantnoj (apsolutnoj) brzini svjetlosti.

Na temelju tih postulata upravo smo izveli Lorentzove transformacije koordinata
izmedu dva inercijalna sustava.

47 Hendrik Lorentz je jo$ 1895. godine poku$ao kontrakcijom duljina objasniti Michelson-Morleyeva
mjerenja, a nekoliko godina kasnije uveo je i dilataciju vremena u opis elektromagnetskih pojava.

“8 Naknadna analiza (Einsteinov rad iz 1920.) pokazuje da su bile implicirane dodatne pretpostavke: da
je prostor homogen i izotropan, te da ranija mjerenja (povijest) ne utjeCu na mjerne uredaje.
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Kao sto se na prvi pogled vidi, Lorentzove relacije ukidaju pojam apsolutnog
vremena jer viSe nije t'=¢. Specijalno, na usporedbu vremenskih mjerenja za
pojedine dogadaje utjece i njihov polozaj (koordinata u smjeru relativhog gibanja
promatraca), pa istovremeni dogadaji u jednom sustavu ne moraju biti istovremeni
za promatraca u drugom sustavu.

Takoder, nazivnik /1-(v*/c®) u Lorentzovim transformacijama sugerira da ce

promatracdi razli¢ito vidjeti vremenske intervale, kao i prostorne intervale u smjeru
gibanja.

Primjerice, duljinu Stapa koji putuje zajedno sa
sustavom S’ (Slika 9.4) izmjeriti ¢e promatrac 4
iz toga sustava (kao razliku koordinata Ay 777
njegovih krajeva) [, =x,—x/, a promatrac iz

V<,

sustava S kao / = x, —x, (pri ¢emu indeks nula

oznacava tzv. vlastitu duljinu, u mirovanju).
Vezu izmedu tih duljina dobijamo lako pomocu
Lorentzovih transformacija, samo moramo
paziti na istovremenost mjerenja krajeva
Stapa. Ovdje moZemo x -koordinate izraziti iz Slika 9.4
Lorentzove relacije za x', pa imamo:

[=x,—x =x,1-(vV* /) +vt, = x| [1-(v/c”) —vt, = (X —x)J1- (V" / c?),

jer su u sustavu S istovremeno mjereni krajevi Stapa x, i x,, tj. #, =¢,.

“ W

><V

Slicnim razmatranjem dobijamo i odnos vremenskih intervala koji opisuju trajanje
istoga procesa u dva sustava. Rezultate je uobiajeno rezimirati pod slijedeé¢im
nazivima:

Kontrakcija duljina: Dilatacija vremena:
At,

1=1:1-(2/c) Af:m

Tijela koja se gibaju u odnosu na nas izgledaju nam skra¢ena u smjeru gibanja, a
satovi koji se gibaju u odnosu na nas (ili kakvi drugi procesi) izgledaju kao da
kasne. U sustavu u kojemu se ne gibaju, duljine su najdulje (vlastite duljine /;) a

trajanje procesa najkrace (vlastito vrijeme trajanja At,).

Ravnopravnost promatraca moze izgledati paradoksalno. Promatrac¢ sa Zemlje
gleda putnika u svemirskom brodu i kaze: "Kod njega vrijeme tece usporeno, pa ¢e
on stariti sporije od mene.” No, za putnika se Zemlja giba relativho u odnosu na
njega, pa vidi da na Zemlji vrijeme teCe usporeno, i da ¢e Zemljanin stariti sporije.
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Tko je u pravu?*® Ako su oba u inercijalnim sustavima, gibaju se jedan u odnosu na
drugoga jednoliko po pravcu, i vise se nikada nece ponovo vidjeti da usporede
starenje - i oba su "u pravu”. Da bi mogli usporediti starost, jedan se mora
"vratiti”, pa on nece biti u inercijalnom sustavu (zbog kocenja, zaokretanja itd.). U
tom slucaju, "u pravu” je promatrac iz inercijalnog sustava, tj. povratnik ¢e doista
manje ostariti.>°

Na kraju, pogledajmo kako Lorentzove transformacije opisuju percepciju relativne
brzine iz razlicitih sustava. Pretpostavimo da se neka Cestica giba paralelno s osima
X,X" inercijalnih sustava S i S’ sa Slike 9.2 ili 9.3. Tada ¢e njezina brzina imati samo
jednu skalarnu komponentu, koju ¢emo u tim sustavima obiljeziti s u, odnosno .

, ,  dx—vdt
Bududéi da iz Lorentzovih relacija neposredno vidimo diferencijale dx'=——

dt —(v/c*)dx

odnosno dt' = , njihovim dijeljenjem lako dobijamo brzinu Cestice:

, dx' dx—vdt  u,—v
uyv’
1=~

ux == =
dt' di—(v/c)dx
2
C

gdje smo u posljednjem koraku podijelili brojnik i nazivnik sa dt i uvazili da je po
d

definiciji u, =<~
dt

Dobiveni opéi izraz mozemo prilagoditi oznakama i primjeru vjestice i taneta sa
Slike 9.1. Treba najprije vezati sustav S’ uz vjeSticu (zamjenom oznaka v = v, ), i

jo$ uociti da tane ima negativhu x-komponentu brzine u oba sustava. Stoga u
"nasem” sustavu S treba zamijeniti u, — —v,, a u vjesti¢inom sustavu u’ — —v, .

Uvrstavanjem zamjena u op¢u fromulu dobijamo (prema oznakama sa Slike 9.1):

Vv, +v,

AV
172
1+—
c

Relativna brzina kad se dva tijela gibaju jedno drugome ususret:** v =

r

Za brzine prikazane na Slici 9.1, nazivnik iz ove formule ima zanemarivo mali
utjecaj na obi¢no zbrajanje u brojniku, pa stoga u svakodnevnom Zivotu i ne

4% pitanje se moze preformulirati kao tzv. paradoks blizanaca: jedan je ostao na Zemlji, a drugi oti$ao na
put svemirskim brodom. Kad se ovaj drugi vrati, koji ¢e biti mladi?

0 Detaljnije objasnjenje slijedi iz opée relativnosti, prema kojoj inercijalna sila uzrokuje asimetri¢no
usporenje vremena.

5! Tako je ovo samo jedna od moguéih opcija relativhog gibanja, ona najpreglednije ilustrira razlike u
klasi¢nom i relativistickom "zbrajanju brzina" kod relativnog gibanja.
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opazemo takve relativisticke efekte. Ali zato isti taj nazivnik osigurava
odgovarajuée ograni¢enje relativne brzine kod brzih gibanja (npr. kad ono tane
zamijenimo fotonom). Tada i promatrac¢ (npr. ona vjestica) koji se giba brzinom v
ususret fotonu (u odnosu na nas sustav) vidi jednaku brzinu svjetlosti ¢ kao i mi,

v+e (v+o)e .
ve
1476 c+v

2
C

I

kao Sto se i moralo zakljuditi iz opazanja Michelsona i Morleya.

9.4 Ekvivalentnost mase i energije

E = mc?

Ekvivalentnost mase i energije, E=mc?, najpoznatija je jednadZba specijalne teorije
relativnosti. Fizicari bi, otprilike, rekli: masa i energija su ista stvar, samo se
njihove SI jedinice razlikuju, pa kilograme treba pomnoziti sa c® da se dobiju dzuli.

No, u klasi¢noj fizici samo materija ima masu, a u svakodnevnim predozbama masa
je upravo i mjera za koli¢inu materije. Sjetimo se, u klasi¢noj fizici masa je svojstvo
tijela, i to (1) da se opire promjeni gibanja (troma masa), ili (2) da privladi druga
tijela prema zakonu gravitacije (teska masa).

Klasicna mjerenja (npr. slobodan pad) pokazuju da su troma i teska masa
proporcionalne veli¢ine, a u kilogramima se i numericki podudaraju. Specijalna
relativhost se ne bavi gravitacijom, pa je implicitno ograni¢ena na pojam trome
mase. Ali zato opca teorija relativnosti pokazuje da troma i teSka masa nisu tek
numericki podudarne, nego doista predstavljaju samo jednu fizikalnu veliinu.
(Zbog toga se distinkcija izmedu trome i teSke mase danas spominje samo u
kontekstu fizikalne povijesti.)

No, kako iz klasi¢ne perspektive razumjeti koncept da i energija ima masu? Nec¢emo
ovdje pratiti Einstienova izvorna razmisljanja, niti kasnija elegantna ali matematicki
zahtjevnija objasnjenja, nego ¢emo grubo skicirati jedno moguce obrazloZzenje koje
ostaje u okvirima ovdje izlozenoga gradiva.

Nije teSko razumjeti da relativiziranje prostora i vremena, uvedeno Lorentzovim
transformacijama, zahtijeva izvjesne prilagodbe zakona mehanike. Tako se npr.
analizom sudara dvaju tijela moze pokazati (Sto ovdje ne¢emo provesti) da zakon o
ocCuvanju koli¢ine gibanja (promatran u razli¢itim inercijalnim sustavima) zahtijeva
da se, u odnosu na klasicnu definiciju koli¢ine gibanja, produkt mase i brzine

podijeli s y/1—(v*/c?) . To vodi na zakljucak:
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m,

N

Masa tijela koje se giba brzinom v iznosi

gdje je m, masa mirovanja istoga tijela.

Dakle, tijelo koje se giba ima veéu masu nego u mirovanju. Njegova koli¢ina
gibanja mora se racunati pomodu te uvecane, tzv. relativisticke mase da bi p = mv
bila ona ista fizikalna veli¢ina za koju vrijedi zakon oCuvanja. Odatle se vidi da je
veca sila je potrebna za jednako ubrzanje nego kod tijela u mirovanju. Tijelo ne
moze dosegnuti brzinu svjetlosti ¢ jer bi mu masa postala beskonacna. A uostalom,
nijedna sila ne moze mu viSe dati osjetno ubrzanje kad se jako priblizi brzini
svjetlosti jer mu je masa ogromna.

Prije sto godina bila je relativisticka masa egzotican teorijski koncept, no danas se
lako moze pokazati kod brzih cestica, npr. elektrona, ¢ak i u svakodnevnim
industrijskim primjenama. U katodnim cijevima televizora elektronima se uveca
masa za nekoliko postotaka, u dijagnostickim rendgenskim uredajima za oko jednu
Cetvrtinu (kod snimanja pluc¢a), a u industrijskim akceleratorima za ozracivanje
hrane (radi konzerviranja) postizu elektroni oko 11 puta ve¢u masu od one koju
imaju u mirovanju.

No, odakle tijelu koje se giba ta "dodatna” masa - kad se nije povecalo (nego,
naprotiv, izgleda manje nego u mirovanju, zbog kontrakcije duljina u smjeru
gibanja)? Jedina klasi¢na skalarna veli¢ina koju tijelo ima upravo zbog gibanja je
kineticka energija, pa se prakti¢no namece odgovor da ona mora imati masu. Samo
je pitanje kojim faktorom treba pomnoziti £; da bi se dobilo povecanje mase
Am = m—m, (ili obrnuto). Odgovor je E, = (Am)c® , a faktor & proizlazi iz zahtjeva

da pri malim brzinama moramo dobiti klasi¢ni izraz E, = myv’ /2.

Naravno, takva se veza izmedu mase i energije ne moze ograniCiti samo na
kineticku energiju, bududi da se energija lako pretvara iz jednog oblika u drugi, tj.
nuzna je opca ekvivalentnost mase i energije. Stoga se i izraz za kineticku energiju
moze napisati tako da istakne op¢u ekvivalentnost (E=mc?):

1

—_—1
J1=-(v*/c?) )

e . ‘v — N 2 2 2
Opdi izraz za kineti¢ku energiju: E, = mc” —myc™ = myc”(

Dakle, kineticka energija je razlika izmedu energijske vrijednosti mase tijela kada
se giba (relativistiCka masa m ) i energijske vrijednosti mase tijela kada miruje
(klasi¢na masa ili masa mirovanja m,). Ako relativisticku masu izrazimo pomocu

mase mirovanja, mozemo izluciti myc>, i dobiti eksplicitnu ovisnost E, o masi

mirovanja i brzini (drugi dio gornjeg izraza).
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Da bi se dokazala prethodna tvrdnja kako masu treba mnozZiti s faktorom e (u
relaciji ekvivalentnosti) radi konzistentnosti s klasi¢nim izrazom za kineticku
energiju, razvit ¢emo gornji izraz u zagradi u red potencija:

1
JI=(*/c%)

Pri malim brzinama zanemarivi su svi daljnji ¢lanovi u odnosu na prvi, a prvi ¢lan ¢e
doista dati m,v*/2 kad se pomnoZi s m,c’.

—1= (/2) 1)+ B/ /) +(5/16)(v* /c®) +..

Odstupanja od predodzbi klasi¢ne fizike, koja proizlaze iz E=mc?, mogu se ukratko
rezimirati na slijedeéi nacin:

I energija ima masu (a ne samo materija).
Ne vrijede klasi¢ne predodZzbe o zasebnom ocuvanju materije i energije.

Materija se moze pretvarati u energiju, i energija u materiju - ali tako da se ocuva
ukupna masa, koja je njihova zajednicka mjera.

Napose, iz E=mc® slijedi da masa nekog sloZenog objekta nije jednostavan zbroj
masa njegovih sastavnih dijelova, nego jos treba uracunati i njihovu energiju.

Primjerice, atomska jezgra He-4 sastoji se od 4 nukleona, 2 protona i 2 neutrona, a
njezina masa mirovanja manja je od zbroja njihovih pojedinacnih masa (za oko
1%) zbog negativne potencijalne energije koju imaju kad su vezani u jezgru.

Cestica proton neutron He-4 Am Am/4

masa (MeV) 938,272 939,566 | 3727,379 28,297 7,074

U gornjoj tablici navedene su mase u jedinicama za energiju MeV koje su
uobi¢ajene u tome podruéju.®® Vidi se da jezgra He-4 ima defekt mase Am oko 28
MeV (odnosno oko 7 MeV po nukleonu). Defekt mase (ili energija vezanja) jednak
je radu koji bi trebalo uloziti da se jezgra rastavi na nukleone (protiv priviacne jake
nuklearne sile), odnosno energiji koja bi se oslobodila prilikom formiranja jezgre iz
pojedani¢nih nukleona.

Iz istih razloga javlja se defekt mase i u kemijskim vezama, ali je tu uzrokovan
elektricnom silom koja je puno slabija, pa je energija vezanja reda veli¢ine 1 eV po
atomu.

52 Elektronvolt je energija koju elektron dobije dok prode kroz napon od jednoga volta, a iznosi priblizno
1eV =1,6-10"° J. Da se izratuna maseni ekvivalent u kilogramima, treba ga izraziti u dzulima i podijeliti
sa ¢, no to se podrazumijeva i ne pise eksplicitno (mada neki piSu npr. MeV/c? kada zele nglasiti da
govore o0 masi).
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Kad god iz nekog goriva dobijemo energiju, polazni sastojci su izgubili odgovarajuci
ekvivalent mase koja je iz reakcije izasla u obliku energije. Da bi se to dogodilo,
morao je materijal predi iz oblika sa slabijom energijom vezanja u oblik sa ¢vrs¢om
energijom vezanja. Specijalno, u atomskim jezgrama, energija vezanja po nukleonu
najveca je za elemente oko sredine periodnog sustava, pa se energija najefikasnije
dobija fuzijom (spajanjem) vrlo lakih jezgri u teze, ili fisijom vrlo teskih jezgri
(cijepanjem na dva podjednaka dijela).

Osim spomenutog djelomi¢nog pretvaranja materije u energiju, na razini Cestica
odvijaju se posvuda oko nas i procesi potpunog pretvaranja. Materija se u cjelosti
pretvara u energiju (u gama zracenje) u sudaru Ccestice i antiCestice (tzv.
anihilacija), sto se danas koristi npr. u medicinskoj primjeni koja se zove
pozitronska emisijska tomografija (PET). Obrnuto, prilikom prolaska gama zracCenja
kroz tvar, mogu od njega nastati parovi Cestica-antiCestica, Sto se stalno desava u
kozmickom zracenju koje padne na Zemlju. Primjerice, da bi gama foton proizveo
par elektron-pozitron, mora imati energiju veéu od 1,022 MeV (jer energijski
ekvivalenti masa elektrona i pozitrona iznose 0,511 MeV za svakoga).

A mogudi su i procesi konverzije puno Sirih razmjera. Na primjer, prema danas
opcenito prihvacenoj kozmoloskoj teoriji, svemir se u ranoj fazi razvoja sastojao od
Cestica i fotona vrlo velike energije. U toj su se "juhi” navodno stalno odvijali
procesi anihilacije i tvorbe parova u svemirskim razmjerima.

Ipak, treba spomenuti da je poznavanje svemira u pogledu materije-energije vrio
ograniceno. I to ne zbog nekih dalekih dijelova koji ne bi bili dostupni opazaniju,
nego zbog sadrzaju koji se navodno nalazi posvuda oko nas. Prema novijim
teorijama, "obi¢na” materija Cini tek oko 4% mase svemira, a ostatak Cine tzv.
tamna materija (23%) i tamna energija (73%).

Tamna materija postulirana je joS prije nekoliko desetljeca, grubo govoreci kao
masa koja nedostaje galaksijama da se ne raspadnu zbog rotacije - jer obic¢na
materija ne daje ni priblizno dovoljnu gravitacijsku centripetalnu silu. Njezino
postojanje potvrduju novija opazanja (npr. o ponasanju dviju galaksija koje prolaze
jedna kroz drugu), ali jos nema nikakvih spoznaja o tome od Cega se sastoji.

Tamna energija postulirana je tek prije desetak godina. Ona je predloZzena za
objasnje novijih spoznaja da se svemir danas ubrzano Siri (i Cini se da zasad
predstavlja najmanje proturjecno tumacenje). Glavna odlika tamne energije je
egzoti¢no svojstvo negativnog tlaka koje uzrokuje ubrzano Sirenje svemira (kao da
ima svojstvo antigravitacije). Pretpostavlija se da je uglavhom jednoliko
rasporedena po cijelom svemiru, a eventualna opazanja tek predstoje.>

53 Ako se izuzme dvojbeni fenomen levitiranja: to bi mozda koji ambiciozniji fiziar mogao prgtuma(:iti
kao akumuliranje tamne energije u tijelu. Nedavno je navodno poznati hrvatski fiziCar iz Svicarske
izjavio, otprilike, "da ga ne cudi Sto veleCasni Sudac levitira, ve¢ ga cudi da i on sam to ne moze"
(Vecernji list, 04. 02. 2010.), no iz teksta se ne vidi koje je mastovito fizikalno tumacenje imao na umu.
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10 Harmonicko titranje

Harmonicko titranje (harmonija = sklad) je osobito znacajan nacin titranja, bududi
da u prirodi ima mnogo primjera takvoga ili priblizno takvoga titranja, a drugacija
titranja zgodno je matematicki rastaviti na zbroj harmonickih titraja.

10.1 Opis harmonickog titranja

Harmonicko se titranje moze definirati na viSe ekvivalentnih nacina. Ovdje ¢emo
poceti s definicijom koja opisuje kako to titranje izgleda, tj. kako se u vremenu
odvija. U tu svrhu zamislimo elasti¢nu oprugu o koju je objeSen manji uteg (Slika
10.1). Povuc¢emo uteg, rastezuci oprugu, pa ga pustimo: uteg na oprugi harmonicki
titra. Koja funkcija x(¢) opisuje polozaj utega (u odnosu na ravnotezni polozaj prije
rastezanja)? Zamislimo da oprugu s utegom premjestamo horizontalno
konstantnom brzinom, pa horizontalni pravac postaje os ¢, na kojoj je predeni put u
jednoj sekundi oznacen kao vremenski interval od jedne sekunde. Ako bi se na
utegu nalazila kreda, ona bi na vertikalnoj ploci uz koju uteg titra ispisala prikazanu
krivulju koja se naziva sinusoidom.

-0.5 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Slika 10.1 Titranje elasticne opruge

U prikazanom koordinatnom sustavu (¢,x), sa ucrtanim jedinicama (sekunde na
vremenskoj osi ¢, a npr. centimetri na osi tiranja x), jednadzba nacrtane sinusoide
moze se napisati (uz toCnost od tri znameke) kao x(¢) =2sin(3,141—-2,09). To je

titranje s amplitudom A =2cm (najvedi iznos otklona x od ravnoteznog poloZaja) i
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s periodom T = 2s (najkrac¢i vremenski interval nakon kojega se gibanje ponavlja),
a Stopericu smo ukljucili (tj. odabrali £ =0) jednu trecinu perioda prije nego Sto ¢e
uteg prodi kroz ravnotezni polozaj x =0 gibajudi se uvis.

Napisana jednadzba sinusoide prilicno je nepregledna (neposredno se razabire
samo iznos amplitude koji pise ispred funkcije sinus). Usto, istu sinusoidu u istom
koordinatnom sustavu mogli smo zapisati i pomoc¢u funkcije kosinus, ili pomocu
kombinacije sinusa i kosinusa. Zato ¢emo harmonicko titranje opdéenitije i
preglednije definirati ovako:

Harmonicko titranje, kao funkcija vremena, opisano je sinusoidom.

x = Asin(wt + ¢,) , ili gdje je: x - otklon od polozaja ravnoteze

- A - amplituda (najvedi iznos otklona x)
= Acos(wt + @,) , ili . o
o ( ) w=2r/T =2nf - kruZna frekvencija

X = A sinwt+ A4, coswrt . @, - fazni pomak

Podsjetimo se: funkcije sinus i kosinus poprimaju vrijednosti od -1 do 1, pa
mnoZenje s amplitudom mijenja taj raspon u -4 do A. Faktor @ omogudava
proizvoljan izbor perioda T, jer bi bez njega funkcija sin¢ imala fiksni period
T =27 ~6,28 s. Fazni pomak (ili poCetna faza) ¢, = w(At), pokazuje za koliki je
vremenski interval Af, (pozitivni u buduénost, a negativni u proslost) pomaknuto
ishodiste vremena (trenutak =0 kada ukljuCujemo Stopericu) u odnosu na
situaciju u kojoj bi sinusoida bila opisana samo sa Asinat ili Acoswt (dok funkcija
sinus prelazi u kosinus premjestanjem ishodista za +7/4).

Trec¢a jednadzba iz gornjeg okvira, x = A sinwt+ A,coswt, moze se dobiti npr. iz
prve ako se na nju primjeni pravilo o sinusu sume: tada je 4, = Acosg,, dok je
A, = Asing,. Taj je oblik zgodan u nekim primjenama, npr. kada se promatra
brzina gibanja utega.

UocCite: x je slozena funkcija vremena ¢ (s periodom T); medufunkcija je
argument sinusa ili kosinusa, «t+ ¢,, bezdimenzionalna veli¢ina (u "radijanima”)

koja se naziva faza i ima period 27 .

Faza harmonickog titranjna moZe se interpretirati i kao kut zakreta ¢ = wt+ ¢,

kod jednolikog gibanja po kruznici (Slika 5.2, u poglavlju o jednolikom kruzenju).
Dok se tocka jednoliko giba po kruznici, njezina projekcija na promjer kruznice
harmonicki titra.

Kod harmonickog titranja opruge, x opisuje produljenje/skracenje opruge (te se
Cesto naziva elongacija). Kod harmonickog titranja opcenito, x opisuje otklon od
ravnoteznog stanja u kojemu bi se sustav nalazio kada ne titra. Primjerice, u
elektricnom titrajnom krugu (LC krug) to moze biti koli¢ina naboja na jednoj ploci
kondenzatora.
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Sustav koji se moze pobuditi na harmonic¢ko titranje (ili upravo harmonicki titra)
naziva se harmonic¢kim oscilatorom. Za funkciju x kaze se jos i da opisuje odziv

sustava na vanjsku pobudu.

10.2 Diferencijalna jednadzba harmonickog titranja

Umjesto da se opiSe zadavanjem funkcije x(f), harmonicko titranje moze se
definirati i pomocu zakona gibanja iz kojega bi se dobila takva funkcija. No, ne
mora se odmah precizirati o kakvom se fizikalnom sustavu radi. Naime, znamo da
drugi Newtonov aksiom, kao temeljni zakon gibanja u klasi¢noj mehanici, sadrzi
drugu derivaciju funkcije polozaja x(f) po vremenu (tj. akceleraciju), pa ¢emo
funkciju polozaja iz prethodnog poglavlja dva puta derivirati:

. d
= Asin(wt + —
X ( (00) / dt
dx d
= _ 4 ¢+ = wA ¢+ —
” [cos(@t + @,)]w = wAcos(wt +@,) / r
dZ

Y oA[sin(ot + @))o = —@* Asin(ot + @,)
%_/

X

Uoc¢imo da smo nakon drugog deriviranja funkcije x(f) po vremenu ponovo dobili
istu fukciju, pa zadnji redak mozemo napisati kao:

2

X
—2+a)2x =0
dt

To je diferencijalna jednadzba harmonickog titranja. Diferencijalne jednadzbe su
jednadzbe koje sadrze derivacije funkcija (pored, eventualno, i samih funkcija).
Kaze se da je diferencijalna jednadzba onoga reda koji ima derivacija najveceg reda
u njoj. Dobivena relacija je diferencijalna jednadzba drugoga reda.

Ona tvrdi da funkcija x, koja opisuje harmonicko titranje, ima svojstvo da zbroj
njezine druge derivacije po vremenu i same funkcije pomnozene nekom pozitivnom
konstantom ( @*) daje nulu.

U Matematici II cete uciti kako se rjesavaju diferencijalne jednadzbe. U ovom
slucaju, naravno, znamo da je rjeSenje diferencijalne jednadzbe upravo ona
sinusoida x(f) od koje smo posli u deriviranju (i drugi oblici jednadzbe sinusoide). I
znamo da je pozitivna konstanta ®* kvadrat kruzne frekvencije sinusoide.

Cemu, onda, uopce sluzi provedeni kratki racun? Odgovor je: dobili smo jednadzbu

koja predstavlja jos jednu od mogucih (ekvivalentnih) definicija harmonickog
titranja.
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A ima i jos jedan detalj: mi zapravo nismo dokazali da elasti¢na opruga doista titra
po sinusoidi. Tek sad je to lako uciniti, koriste¢i Hookov zakon koji kaze da se
opruga (u podrucéju elasti¢nosti) produlji proporcionalno sili koja je rasteze,
F =k(Al), gdje je Al produljenje (skraéenje) opruge, dok je k£ konstanta opruge
koja precizira koliko je npr. njutna potrebno za produljenje od 1 cm.

Titranje sustava (opruge s utegom) duz osi x provodi povratna elasti¢na sila opruge
Fe koja je, po zakonu akcije i
reakcije, jednakog iznosa
kao i sila kojom smo oprugu
rastezali. Povratna sila ima
samo x-komponentu, i ta je
jednaka F, =—kx, pri ¢emu

pozitivni x predstavlja produljenje opruge. (Skica namjerno prikazuje sustav kao
da nema gravitacije jer tezina, koja se podrazumijeva u prethodnom primjeru na

Slici 10.1, ne utjece na titranje: ona je samo odrzavala dodatno rastezanje opruge,
kojim je tamo uteg doSao u pocetni polozaj x=0).

Uz aproksimaciju da je ukupna masa sustava sadrzana u utegu (prema kojemu je
masa opruge zanemariva), mozemo napisati drugi Newtonov aksiom kao

F‘elx = max

sto, nakon uvrstavanja izraza za silu, te druge derivacije polozaja za akceleraciju,
daje

d*x
—IOC = f’l’l—2 .

dt

Dobiveni izraz je doista diferencijalna jednadzba harmonickog titranja

d*x k

—+—x=0

dt m

jer je k/m pozitivna konstanta. Stoviée, ovaj oblik zakona gibanja za sustav
opruge s utegom otkriva da je kruzna frekvencija sinusoide

k 1 |k m
_ /_ " LR o2 /_ ’
w - g f 7 \m ili T k)

Sto znaci da harmonicki oscilator, prepusten sam sebi, uvijek titra samo jednom
frekvencijom - koja se zove njegovom svojstvenom ili viastitom frekvencijom, i
ovisi samo o njegovoj gradi (konstanta opruge i masa utega), a ne o vanjskoj
pobudi (koliko smo oprugu rastegnuli).

To je svojstvo oscilatora vazno i za razumijevanje rezonancije. Rezonancija je
pojava da oscilator jako apsobira energiju titranja ako mu se dovodi u ritmu
njegove vlastite frekvencije. Primjerice, na njihaljci (koja je priblizno harmonicki
oscilator za male kuteve otklona od vertikale), dijete mora mahati nogama u ritmu
njezine svojstvene frekvencije da bi se njihalo sve jace. Sustavi koji mogu titrati ali
nisu harmonicki oscilatori ¢esto imaju veci broj razlicitih svojstvenih frekvencija.
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Diferencijalnu jednazbu harmonic¢kog titranja upotrebit ¢emo joS za odredivanje

frekvencije elektricnog titrajnog kruga (naziva se jo$S i LC krug, a satoji se od

kondenzatora kapaciteta C i zavojnice induktiviteta L ). Napon izmedu ploca
q di

kondenzatora U :E mora biti jednak naponu induciranom u zavojnici U :_LE ,
pa je
_p9i_a

dt C

. . } ... dq Y . .

Buduci da je jakost struje po definiciji z:E, uvrstavanje u gornji izraz daje:
d’q 1
—+——q=0.
ar rc?

To je, oCito, jednadzba harmonickog titranja. Koli¢ina naboja na ploci kondenzatora
mijenja se u vremenu po sinusoidi, a isto vijedi i za jakost struje u krugu i za gore
spomenute napone, jer se dobijaju deriviranjem te sinusoide. Pritom je frekvencija
titranja

1 1
®w=——,o0dnosno f=——— (ili T =272~LC ).
NLC 4 27N LC

10.3 Energija harmonickog titranja

Energiju harmonickog titranja ilustrirati ¢emo na primjeru opruge s utegom. U
odnosu na ravnotezno
stanje prije pocetka titranja
(uteg miruje u polozaju ; : :
x=0), oscilator ¢e dobiti 0 x A
onoliko energije koliki rad

ulozimo rastezuéi oprugu.

Oprugu rastezemo silom F_=kx na putu od x=0 do x=4, pa je uloZeni rad

jednak

r A x? ! kA?
W:IFcosads=kadx= k— | =—.
ul 1 ) 2 .

Uteg smo upravo dovukli do polozaja 4; u trenutku kada ga pustamo da titra,
brzina mu je joS uvijek nula, ukupna energija oscilatora je u obliku elasti¢ne
potencijalne energije opruge. Potom uteg

ubrzava prema ravnoteznom polozaju i dobija m.

kineticku energiju, a potencijalna energija
2

opruge se umanjuje s iznosa — na iznos -4 0 x 4
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2
7 u trenutku kad uteg prolazi kroj polozaj x.

Zbog ocCuvanja ukupne koli¢ine energije £ imamo:
mv’ N ko B kA®
2 2 2 |

E =

Maksimalnu brzinu uteg postize kad prolazi kroz ravnotezni polozaj, i kad se sva
potencijalna energija pretvorila u kineticku, pa je

2 2
MY _ kA

A o R A :\/EA.
2 2 m

Brzina gibanja utega u tom je trenutku jednaka brzini zamisljenoga kruznoga
gibanja ¢ijom bi se projekcijom na promjer moglo dobiti harmonicko titranje, pa se
ona mogla izracunati i kao v = wr (dakako, radijus je jednak amplitudi, a @ mora

biti jednako vk/m ).
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