2. Redovi

Neka je zadan niz realnih brojeva (a,). Definiramo niz parcijalnih suma
(sn) kao

Sp = a1+ a» + ...+ a, = n-ta parcijalna suma, n € N.

Uredeni par nizova ((an), (s»)) nazivamo red.
Red ((an), (sn)) krace zapisujemo kao

o0
Zan:Zan:al+a2+...+an+....
n=1

KaZemo da red )" a, konvergira, ako niz parcijalnih suma (s,) konvergira.
Ako je s e Rtd. lim s, = s tada kaZzemo da je s suma reda i piSemo

n—oo

9
E an =Ss.
n=1
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Primjer

@ Promatramo konstantan niz a, = 1, n € N. Tada je

Ssp=a1+...+a,=1+...+41=n, neN.

Tada je lim s, = lim n=o00, pared > a, =1 divergira.
n—oo —00

n

@ Promatramo red > 219" ! za |g| < 1. Niz parcijalnih suma je

n—1 1_qn
Sp=a1+aiqg+...+aq =a )
1-gq
. . 1—qg" a
gl <1= lim ¢"=0= lim s,= lim (a1— ) = ——.
n—o0 n—o00 n—o00 ]__q 1_q
Dakle,

> a
E g™l = 71, za |q| < 1.
l-gq

n=1
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NuZan uvjet konvergencije

Pretpostavimo da red > a, konvergira. To zna&i da postoji s = lim sp.
n—oo

Tada je

lim a, = lim (s, —sp—1) = lim s, — lim s,_1 =s—s=0.
n—oo n—oo n—oo n—oo

Dokazali smo:

ako red > a, konvergira, tada je lim a, = 0.
n—oo

Ovo moZemo ¢&itati i kao:

ako je lim a, # 0, tada red ) a, divergira.
n—oo

Zato se uvjet | lim a, = 0| naziva nuZzan uvjet konvergencije reda.
n—oo

Ovaj uvjet nije i dovoljan uvjet za konvergenciju reda (tj. ako je ispunjeno
lim a, =0, onda ne znamo kovergira li red » a, ili ne).

n—o0o

v
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Primjeri
@ Promatramo red > °°, a1q"~! za |q| > 1. Provjerimo nuZan uvjet
konvergencije:
00, zaqg>1;
lim a, = lim alq”_1 = a1 lim q”_:l = 1, zaq=1;
n—o0 n—o0 n—oo

ne postoji, za g < —1.

1

Zakljutujemo da )77  a1q" ' za |q| > 1 divergira.

@ MozZe se pokazati da je red 22‘;1% divergentan, iako je nuZan uvjet

.. : : .1
konvergencije zadovoljen ( lim a, = lim = =0.)
n—oo n—oo N
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Kako provjeriti konvergira li zadani red ili ne?
@ Po definiciji je najéesce pretedko (odrediti s, i provjeriti konvergenciju
niza sp).

@ NuZan uvjet konvergencije (daje odgovor samo u sluéaju kada nije
zadovoljen).

o Kiriteriji konvergencije!
Naucdit ¢emo:

© kriterij usporedivanja,

© D'Alambertov kriterij,

© Cauchyev kriterij,

© Leibnizov kriterij.
Prva tri kriterija se primjenjuju iskljuéivo na redove s pozitivnim &lanovima
(tj. redove oblika > a,, gdje je a, > 0 za sve n € N).

Cetvrti kriterij se primjenjuje samo na alternirajuée redove (tj. redove
> an takve da ap, i ap41 imaju razlicite predznake za sve n).
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Leibnizov kriterij
Neka je > (—1)"a, alternirajuéi red. Ako vrijedi
Q lim |a,| =0,
n—oo

@ postoji ng € N takav da je |apt1| < |an| za sve n > ng,

tada red ) a, konvergira.
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Kriterij usporedivanja |

Neka su Y an i Y b, redovi s pozitivnim ¢lanovima. Pretpostavimo da
postoji ng € N i ¢ > 0 takvi da je

Tada vrijedi:
o Ako red > a, divergira, tada i red Y b, divergira.
@ Ako red > b, konvergira, tada i red >_ a, konvergira.

Kriterij usporedivanja Il

Neka su Y a, i Y b, redovi takvi da je a, > 0, b, > 0,Vn. Pretpostavimo
nirgo% idajec#0ic#oc. Tadailiobareda ) a,i
> by, konvergiraju, ili gba divergiraju.

da postoji ¢ :=
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D’Alambertov kriterij

Neka je > aj red s pozitivnim &lanovima. Neka je

. dn+1
lim 2°F

n—oo  a,

@ Ako je g < 1 tada red ) a, konvergira.
@ Ako je g > 1 tada red ) a, divergira.

Cauchyev kriterij

Neka je > aj red s pozitivnim &lanovima. Neka je

lim /a, = q.

n—oo

o Ako je g < 1 tada red ) a, konvergira.
@ Ako je g > 1 tada red ) a, divergira.

v
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Zadatak
Konvergiraju li sljedeci redovi?

Q> =
oy L
oxL
oY
I
o x5
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Apsolutna konvergencija

oo o0
Kazemo da red Z a, apsolutno konvergira ako konvergira red Z ENE
n=1 n=1
J
Teorem
o0
Ako red Zan apsolutno konvergira, onda i konvergira.
n=1

Obrat ne vrijedi! Navedite primjer.
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