Pojam funkcije. Elementarne funkcije

2. Pojam funkcije

Funkcija ili preslikavanje je svaka uredena trojka (f, A, B), pri &emu su A
i B neprazni skupovi, a f pravilo koje svakom elementu iz A pridruZuje
to¢no jedan element iz B.
Oznaka: f: A— Bili x — y = f(x).

@ A = je domena ili podrudje definicije funkcije f,

@ B = je kodomena ili podrudje vrijednosti funkcije f,

@ x € A je argument funkcije f,

@ f(x) € B se naziva slika elementa x € A ili funkcijska vrijednost od f
na x,
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Istaknimo: po definiciji se svakom elementu iz A pridruZuje to¢no jedan
element iz B.
MoZe se desiti:

@ razli¢iti elementi domene se preslikavaju u isti element kodomene,

@ u neki element kodomene se ne preslikava niti jedan element domene.
Ne moZze se desiti:

@ neki element domene se preslikava u dva razli¢ita elementa kodomene,

@ za neki element domene ne znamo u 3to se preslikava.
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Primjeri
© Ako je A konalan skup, tada funkciju mozemo zadati tako da

ispisemo vrijednosti f(x) za sve x € A. Na primjer, jedna funkcija
f:{1,2,3,4} — [1,2] zadana je sa

f(1) =1,f(2) = V2,f(3) = V3,f(4) = 2.
Ovu istu funkciju mogli smo zapisati i kao
f:{1,2,3,4} —[1,2], f(x)=+x.

@ Svaki niz je, po definiciji, funkcija kojoj je domena skup prirodnih
brojeva.

Q f:R — R, f(x) = x? je funkcija kvadriranja.
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Realne funkcije realne varijable

Funkciju &ija je domena podskup od R nazivamo funkcijom realne
varijable, a ako joj je kodomena podskup od R, onda kaZemo da je to
realna funkcija.

Mi ¢emo promatrati realne funkcije realne varijable, dakle f : A — B gdje
su A i B podskupovi od R.

lako je funkcija zadana svojom domenom A, kodomenom B i pravilom
pridruzivanja f, ponekad ¢emo pisati samo pravilo pridruZivanja. U tim
¢emo slucajevima podrazumijevati da je domena maksimalan podskup od
R na kojem to pravilo ima smisla (tzv. prirodna domena ili prirodno
podruéje definicije Dr ili D(f)), a za kodomenu ¢emo uzimati R.

Na primjer, ako zadamo f(x) = y/x, tada podrazumijevamo
f:[0,00) — R, f(x) = /x.
Isto tako, g(x) = L, podrazumijeva g : R\ {0} — R, g(x) = L.

X
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Dvije funkcije su jednake ako imaju istu domenu, istu kodomenu i ako na
isti nacin elementima iz domene pridruZzuju elemente kodomene.
Drugim rije¢ima, funkcije f : Ay — By i g : Ay — Bs su jednake ako i
samo ako je

AL =B, A= By,

f(x)=g(x), Vxe A =A.

Primjeri!
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Neka je f : A— Bi g : B — C dvije funkcije. Kompozicija funkcija g i
f je nova funkcija gof : A — C definirana formulom

(g o F)(x) = g(f(x))-

Uo¢imo da se funkcije mogu komponirati jedino onda kad se domena
vanjske funkcije g podudara s kodomenom unutradnje funkcije f. To zna&i
da postojanje kompozicije g o f uopée ne jamdci da Ce i kompozicija f o g
biti definirana. U posebnim slu¢ajevima kad imamo u igri samo jedan
skup, recimo A, i funkcije f : A— Ai g: A— A, definirane su obje
kompozicije go f i f o g. No &ak ni tada opcenito ne vrijedi gof =fog.
Primjer!
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KaZemo da je funkcija f : A— B
e injekcija, ako za x1,x2 € A, x1 # x2 vrijedi f(x1) # f(x2) (ili,
ekvivalentno, ako su xq,x» € A takvi da je f(x1) = f(x2), tada je
X1 = X2).
o surjekcija, ako za svaki y € B postoji x € A takav da je f(x) = y.
@ bijekcija, ako je surjekcija i injekcija, tj. ako za svaki y € B postoji
jedinstven x € A takav da je f(x) = y.

Slika funkcije f : A — B je skup
R(f) = Rr = {f(x) : x € A} C B.

Uo&imo da je f : A — Rr uvijek surjekcija.

Na primjer, f : R — R, f(x) = x? nije surjekcija, jer ne postoji x € R za
kojeg bi vrijedilo f(x) = —1, a —1 pripada kodomeni. Slika ove funkcije je
Rf = {x? : x € R} = [0,00), pa je funkcija g : R — [0, 00), g(x) = x>
surjekcija.

Lj. Arambagi¢ (2010/2011) Matematika, FBF 7/11



Pojam funkcije. Elementarne funkcije

Neka je f realna funkcija realne varijable (dakle, f : Df — R).

f je rastuca, ako xi,x2 € Dr,x1 < xo = f(x1) < f(x2),

@ f je strogo rastuca, ako x1,x2 € Dr,x1 < xo = f(x1) < f(x2),
e f je padajuca, ako x1,x2 € Df, x1 < xo = f(x1) > f(x2),

o f je strogo padajuca, ako x1,x € Df,x1 < xo = f(x1) > f(x2),
°

f je monotona ako rastuéa ili strogo rastuca ili padajuca ili strogo
padajuca.

Graf rastuce/strogo rastuce/padajuce/strogo padajuce funkcije je
rastuca/strogo rastuca/padajuca/strogo padajuéa krivulja.

Uo&imo da je niz (a,) rastui/padajuci ako je rastuéi/padajuéi kao funkcija
a:N—-R.

Opcenito Ce se rijetko dogoditi da neka funkcija raste (pada) na cijeloj
domeni. Na primjer, f : R — R nije ni rastuca ni padajuca, ali na (—o0, 0]
pada i na [0, 00) raste. Dakle, mozemo naéi podskupove domene na
kojima funkcija raste, odnosno pada.
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Neka je f : A— R, pri¢emu je A=R, A= (—a,a) ili A= [—a, a] za neki
a € R (dakle, domena funkcije je simetri¢na).
o f je parna, ako je f(—x) = f(x) za sve x € A.

o f je neparna, ako je f(—x) = —f(x) za sve x € A.

Na primjer, funkcija f : R — R, f(x) = x? je parna funkcija, a
g :R — R, g(x) = x> neparna funkcija.

Graf parne funkcije je osno simetrian s obzirom na y-os, dok je graf
neparne funkcije simetri¢an s obzirom na ishodiste.
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Za zadanu funkciju f : A — B Zelimo konstruirati novu funkciju koja bi
djelovala inverzno, tj. element f(x) bi preslikala u x, za svaki x € A. Takvu
funkciju nazivali bismo inverzna funkcija funkcije f i oznatavali s f~1.
Kada se inverzna funkcija moze definirati?

@ Moramo znati kako f~! djeluje na svakom elementu iz B. To znati da
svi elementi iz B moraju biti oblika f(x) za neki x € A. Drugim
rije€ima, f mora biti surjekcija.

@ Ako f nije injekcija onda postoje razli¢iti x1, xo € A takvi da je
f(x1) = f(x2). Onda bi f~1 element f(x1) = f(x2) preslikavao i u xq i
u x2, Sto ne moZze biti po definiciji funkcije. Prema tome, f mora biti
injekcija.

Prema tome, f~1 postoji ako i samo ako je f bijekcija.

Neka je f : A — B bijekcija. Inverzna funkcija f~1 : B — A definira se
formulom f~1(y) = x, pri &emu je x € A onaj jedinstveni x € A za kojeg

je f(x) =y.
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Teorem

Kompozicija injekcija je injekcija.
Kompozicija surjekcija je surjekcija.
Kompozicija bijekcija je bijekcija.

Ako je g o f injekcija, onda je f injekcija.
Ako je g o f surjekcija, onda je g surjekcija.
Strogo rastuca funkcija je injekcija.

Strogo padajuca funkcija je injekcija.

Parna funkcija nije injekcija.

00000000

Ako je f : A — B bijekcija, tada je inverzna funkcija f~* : B — A
takoder bijekcija i vrijedi

f(F~1(b)) = b, Vbe B, f~}(f(a)) =a, Vac A
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