Poissonova distribucija se primjenjuje na dogadaje za koje vri-
jedi:
e Dogadaji se mogu brojati nenegativnim brojem
e Dogadaji su medusobno nezavisni
e Prosjecan broj nastupa dogadaja u danom vremenskom pe-
riodu je poznat i konstantan
e Moguce je odrediti broj nastupa, ali je besmisleno pitati
koliko se puta dogadaj mije dogodio (npr. broj kupaca u
nekom periodu).
Poissonova distribucija odredena je parametrom A > 0, ¢&ije
znacenje je oCekivani broj dogasanja tijekom zadanog vremenskog

intervala (npr. 10 dogadanja u 4 minute — \ = % = 2.5)
Slu¢ajna varijabla koja ima Poissonovu distribuciju se oznacava sa
X ~ Poi(A):
poi(,\):( 0o 1 ... &k )
pPo P1L ... Pk -
Vjerojatnost pi da sluajna varijabla X poprimi vrijednost k:
k
pr=PX =k = S
k!
E(X)=2X\, Var(X)=2}, oX)=vVX

0.40+ 0.15

0.36- 0.14+

0.32r- 0.12+

0.28- 0.11+

0.24- 0.09+

0.20+ 0.08+

0.16r 0.061

0.12- 0.051

0.08-- 0.031

0.04- 0.02+ H H

000 I R

o 1 2 3 4 5 6 7

funkcija vjerojatnosti
Poissonove distribucije za A = 1

0 2 4 6 8101214 1618 20

funkcija vjerojatnosti
Poissonove distribucije za A = 8

1.10+ 1.10

1.00-+ — 1.00 -
0.90+ — 0.90 -

0.80+ 0.80 -

070+ 0.70 -

0.60—+ 0.60 -

0.50+ 0.50 _

040 0.40

0.30+ 0.30 -

0.20+ 0.20 —

0.10 0.10 -

56 —t—f—t—+—1+— 0.00+—FF———+—+—+—+—+—
010 1 2 3 4 5 6 7 -010vw 2 4 6 81012141618 20

funkeija distribucije vjerojatnosti
Poissonove distribucije za A =8

funkeija distribucije vjerojatnosti
Poissonove distribucije za A = 1

Kontinuirana slu¢ajna varijabla se koristi kada ishodi slucaja
nisu izolirani brojevi (npr. koliko sati zarulja izdrZi prije nego $to
pregori). U ovim sludajevima se koristi kontinuirana sluc¢ajna var-
ijabla koja moZe poprimiti vrijednosti < —oo, +00 > (tj. u slucaju
sa Zaruljom, [0, +oo >)

Vjerojatnost svakog elementarnog dogadaja kod kontinuirane
slu¢ajne varijable je 0. Ima smisla traziti jedino vjerojatnost da
varijabla poprimi vrijednost u nekom intervalu.

Funkcija gustoée vjerojatnosti kontinuriane slu¢ajne var-
ijable je funkcija f: R — R sa svojstvima:

e f je nenegativna

o [P f(t)dt = P(a< X <)

+oo __

. fioo =1
Zbog toga §to je vjerojatnost da X poprimi neku konkretnu vri-
jednost, sve sljedece vjerojatnosti su jednake:
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<X<b)
Funkcija distribucije vjerojatnosti F' kontinuirane slucajne
varijable X se definira formulom:

x
F(z) = P(X <) = / Fb)dt
— 00
, vrijede:
P(a < X <b)=F(b) — F(a)
F'(z) = f(2)
Normalna/Gaussova distribucija je distribucija koja prima

parametre p (oGekivanje) i 2 (varijanca). Da neprekidna slu¢ajna
varijabla X ima Gaussovu distribuciju oznacavamo sa:

X ~ N(p,07)

Za standardnu normalnu distribuciju vrijede = 01i 02 = 1. Jed-
nadzba Gaussove distribucije je:

1 _1(z=p)?
fla) = ——e (=)

Funkcija distribucije vjerojatnosti se definira sa:
xr
Fz) = / F)dt
— 00

Funkcije gustoce vjerojatnosti za razlicite o2 i p

o=2pu=0

Vjerojatnost da slu¢ajna varijabla X ~ N(u,0?) poprimi vrijed-
nosti manju od ili jednaku b:

P(ng):/b

—inf
— F* (ﬂ) = F*(b")
o
—_——

b*
Pla<X)=1-P(X<a)=1-—F(a)=1—F*(a*)
Pla< X <b)=P(X <b)—P(X <a)
= F(b) — F(a) = F*(b") — F"(a")
Pribliznu vrijednost za F*(b*) uzimamo direktno iz tabele. Za
F(z) = F*(z*), za * > 4.09 uzimamo da je F*(z*) = 1. Za
z* < 0 uzimamo F*(z*) = 1 — F*(—z%), tj. za z* = —0.5 —
F*(—0.5) =1— F(0.5)

J(@)de = F(b)

Broj suncanth dana u jednoj godini na otoku Hwvaru normalno

je distribuirana slucajna varijabla X s parametrima p = 251 1
02 = 49. Izracunajte vjerojatnosti da je broj suncanih dana u
godini veéi od 256 i izmedu 249 i 259

P(X > 256) = 1 — P(X < 256) = 1 — F(256) =

256 — _
:1_F*(M):1_F(M)
o 7

A~ 1— F*(0.71) = 1 — 0.76115 = 0.23885
P(249 < X < 259) = P(X < 259) — P(X < 249) =

= F(259) — F(249) &~ F*(1.14) — F*(—0.29) =

= F*(1.14) — (1 — F*(0.29)) =

~ 0.87286 — (1 — 0.61409) = 0.48695

Q

x2 distribucija ovisi o parametru k € N kojeg zovemo stupanj
slobode. Funkcija gustoce vjerojatnosti:
k x
fr@)=c-z27 1. e72, >0
, gdje je cx > 0 kosntanta koja ovisi o k tako da vrijedi
fooo fr(t)dt = 1 (pogledaj x? test na iducoj str.)
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Statisti¢ki testovi se dijele na dva tipa:

1. Testiranje hipoteze o ocekivanju normalno distribuirane
varijable uz poznatu varijancu

2. x2 test

Testiranje hipoteze. Pri testiranju hipoteze uvijek imamo nul-
hipotezu (Hp). Rezultat testa moZe biti njeno prihvacanje ili
odbacivanje. Ako odbacimo nul-hipotezu, zna¢i da prihva¢amo
alternativnu hipotezu (H;) koja moZe i ne mora biti suprotnost
nul-hipoteze.

Testovi hipoteze imaju jedan parametar, razina zna¢ajnosti (),
koja ima znacenje vjerojatnosti da ¢emo napraviti gresku prve
vrste. Taj parametar treba biti §to manji, ali ne moZe biti 0 (inace
se uzima a = 0.05 tj. 5% ili a = 0.01 tj. 1%).

Razinu znacajnosti mozete shvatiti kao nekakav threshold, ili
granica, ispod koje kazete da neki dogadaj nije mogao biti sluca-
jan (nul-hipoteza se odbacuje), a iznad kaZete da je mogao biti
sluéajan (nul-hipoteza idalje vrijedi).

Razlikuju se 3 vrste testa:

Ho : = po nul-hipoteza

lijevi . .
Hy:p < po alternativna hipoteza

. | Ho: p = po nul-hipoteza
desni R .
Hy:p>po alternativna hipoteza
obostrani Ho = po nul—hlpo-teza -
Hjp :p# po alternativna hipoteza

T—p

\/ﬁ. Uz tO,
og. . . . U. .
mora nam biti poznata razina znacajnosti a Testovi se odabiru po

pravilu:

U svakom od njih se raCuna vrijednost testa

1. lijevi ako su sve vrijednosti u uzorku manje od o
2. desni ako su sve vrijednosti u uzorku vecée od po
3. obostrani ako nijedno iznad ne vrijedi
lijevi testis: za lijevi test vrijedi za = —2(1_q)-
Ako je E;“\/ﬁ > Za = —Z(1-a), onda nul-hipotezu prihvacamo
s razinom znacajnosti a. U suprotnom ju odbacujemo s razinom
znacajnosti a = 0.05.

1
T

Za vt

vt Za
nul hipoteza se prihvaéa

(vt=vrijednost testa) nul hipoteza se odbacuje

desni testis: Ako je *~#\/n < 21_q, onda nul-hipotezu
prihvac¢amo s razinom znacajnosti a. U suprotnom ju odbacujemo
s razinom znacajnosti oo = 0.05.

obostrani testis: Ako:
T—p
p vn > Za = —Z(1-9)
j —
" Vn < Z(1—2)
o 2
oboje vrijede, tada nul-hipotezu prihva¢amo s razinom znacajnosti
a. U suprotnom ju odbacujemo s razinom znacajnosti o = 0.05

Ocitavanje vrijednosti zo: Vrijednost z, se ocitava u tablici
vrijednosti standardne normalne razdiobe.
1. Pronadite « ili najbliZi broj u samoj tablici (npr. 0.925, tj.
u tablici je najblizi 0.92507)
2. Zbrojite "naziv" redka i stupca u kojem se nalazi za vrijed-
nost zo (za a = 0.925 & 0.92507 to su redak "1.4" i stupac
"0.04", tj. 2z(0.925) = 1.4+ 0.04 = 1.44)

U tablici su popisana izmjerena odstupanja promgjera matica
od propisane vrijednosti (mm). Uz pretpostavku da je vri-
jednost odstupanja normalno distribuirana slucajna varijabla s
parametrima p i o2 = 0.0036, odgovarajuéim testom testirajte
hipotezu Ho : p = 0.29 uz razinu znacajnosti o = 0.001

xl‘xg‘zg‘x4‘m5‘x6‘x7‘zg

0.27 [ 0.35 | 0.21 [ 0.28 | 0.27 | 0.27 | 0.31 | 0.24
Izra¢unajmo aritmeticku sredinu:

0.2740.35+---+0.24

8

=0.275

T =

Vrijednost testa je:
T — 0.275 — 0.29
TR0 = VB~ —0.7071
o 0.06

U uzorku ima vrijednosti ispod i iznad po = 0.29 pa koristimo
obostrani test:

{Ho = 0.29mm nul — hipoteza

Hy:p#0.27Tmm alternativnahipoteza

Treba izra¢unati kritiéne vrijednosti zg 1 21-g). Za obostrani

test znamo da vrijedi Zg = —Z(1-g), pa je dovoljno naéi samo
Z(1-g) = 20.9995 = 3.29
Imamo zg.9995 = 3.29 pa prema tome imamo i zg.0005 = —3.29.

Posto vrijednost testa (*—2,/n, dobiveno —0.7071) nije u kri-
ti¢nom podrudju (tj. vrijednost testa je izmedu z0.0005 1 20.9995,
—3.29 i 3.29 ("kriti¢no podrudje" se nalazi izvan tog raspona)),
nul-hipotezu prihva¢amo s razinom znacajnosti o = 0.001

Isti zad, drugaciji brojevi: o2 = 0.0016, testirajte hipotezu Hy :
p = 1.15 uz razinu znacajnosti o = 0.05

:1?1‘1’2‘(23‘274‘%5‘%6‘1'7‘([8
119 [ 117 [ 119 | 1.16 | 1.18 | 1.17 | 1.16 | 1.19
T =1.17625
T—po ~ 117625 —1.15
e A
~ 1.8562

Posto su u uzorku svi elementi veéi od po, koristimo desni test:
Hp : = 1.15 nul-hipoteza
{Hl :p > 1.15 alternativna hipoteza
Treba izracunati vrijednost z(;_o) = 2(g.95) = 1.64. Posto je vri-
jednost testa (1.8562) veca od z(1_), vrijednost testa se nalazi u

kriticnom podrudju te nul-hipotezu odbacujemo s razinom znaca-
jnosti o = 0.05

x2 test se koristi kada Zelimo provjeriti da li dobivena oé&itanja
nekog slucajnog dogadaja odgovaraju ocekivanim frekvencijama.

Recimo da imamo tabelu:
1 T2 T3 Tm—1 Tn

fi f2 f3 fm-1  fm

I da sta god mjerimo ocekujemo da ¢e imati (zadanu) distrubiciju:
Tm—1

( 1 X2 T3 Tm )

p1 P2 P3 Pf—1 DPm

Tada, ako je m-p; > 5 za svaki j, gdje je n broj uzoraka, onda
mozemo primjeniti x2 test.

X2 testom provjeravamo nultu hipotezu (Hp) koja glasi "dis-
tribucija mjerene velicine X jednaka je teoretskoj distribuciji" (tj.
vjerojatnosti dogadaja su one koje ofekujemo). Tj.:

Ho : P(z1) =p1, P(x2) =p2, ..., P(Tm) =Dm
Da provjerimo to sa nekom razinom znacajnosti o (obi¢no a =
0.05,a = 0.01 ili @ = 0.1) radunamo vrijednost x? testa )?i, gdje
je kK =m — 1 stupanj slobode

2= (f1 —np1)? L2 nps)? (fm — npm)?

k npi np2 npm
Dobivenu vrijednost onda usporedujete sa vrijednosti oc¢itane iz
tabele vrijednosti funkcije distribucije x2 razdiobe.

Oc¢itavanje iz x2 tabele: Uz poznat stupanj slobode k =m — 1
i razinu znacajnosti a:

ot

1. Pronadite redak koji odgovara stupnju slobode k (u tabeli
su retci dani labelu m, ali trazite vrijednost za k)

2. Pronadite stupac sa vrijednosti 1 — «

3. Ocitajte vrijednost na sjecistu, c

4. Ako je dobivena vrijednost za )?i < ¢, vrijednost se ne nalazi
u kriti¢cnom podruéju i nul-hipoteza je potvrdena sa razinom
znacajnosti o.

5. U suportnom, ako je )’{i > ¢, vrijednost se nalazi u kri-
ti¢nom podrudju, i nul-hipoteza se tada odbacuje sa razi-
nom znacajnosti o

T T

oo ¢ Xk

nul hipoteza se prihvaca nul hipoteza se odbacuje



1. Pretpostavimo da je masa Cipsa kojeg stroj pakira u jednu vre¢icu normalno distribuirana slucajna varijabla s aparametrima p = 161g
i 0?2 =64g% (X ~ N(161,64),0 = Vo2 = 8). Izrac¢unajte vjerojatnost da je masa &ipsa u sluéajno odabranoj vreéici:
(a) Veca od 180g (X > 180 ili ti 180 < X)
Za ovaj zadatak se koristi formula P(X < b) = F* (%) = F*(b*) i spoznaja da P(a < X) =1 — P(X < a). Ra¢unajuéi a* se
dobije:
« a—p 180—161

a* = = ——— =2375
o 8

F*(2.375) se onda is¢ita iz tablice: F*(2.375 ~ 2.38) = 0.99134, pa je P(a < X)=1— P(X <a) =1 —0.99134 = 0.00866
(b) Izmedu 154g i 165g (154 < X < 165)
Tu se koristi spoznaja da je P(a < X <b) = P(X <b) — P(X <a) i, ako je a* <0 — F*(a*) =1— F*(—a*).
b* = u =0.5, a*=-0.875~0.88

ag
F*(b*) ~ 0.69146, F*(a*)=1— Fx*(—a*) =1— F*(0.88) ~ 1 — 0.81057 = 0.18943
P(154 < X < 165) ~ 0.69146 — 0.18943 ~ 0.50203

2. Provjeren je rad stroja za prozivodnju matrica. U tabeli su popisana izmjerena odstupanja promjera matica od propisane vrijednosti
(u mm). Uz pretpostavku da je vrijednost odstupanja normalno distribuirana slu¢ajna varijabla s parametrima p i o2 = 0.0036,
odgovarajuéim testom testirajte hipotezu Ho : p = 0.24 uz razinu znacajnosti a = 0.005. Navedite alternativnu hipotezu.

1 ‘x2‘13‘14‘x5‘x6‘z7
0.33 [ 03]033]033]03]033]0.27

Hp:p=0.24 I-hipoteza
Posto u uzorcima postoje vrijednosti striktno veée od p = 0.24, koristimo desni test: oK nup . “ X
Hi:p>0.24 alternativna hipoteza

T — 0.313 — 0.24
TA~0313 vit: o n= ~ 3.219
a 0.06

Za desni test provjerava se E?%\/ﬁ < Z(1—q)- Ako vrijedi, nul-hipoteza se prihvaca

Z(1—a) = 2(0.995) ~ Z(0.99506) = 2-58 3.219 £ 2.58 — nul-hipoteza se odbacuje

3. Proizvoda¢ loptica za stolni tenis pakira po pet loptica u jednu kutiju. Loptice mogu biti ili ispravne ili neispravne. Radi kontrole
kvalitete proizvoda i na¢ina pakiranja loptica potrebno je odrediti teoretsku razdiobu pakiranja neispravnih loptica po kutijama. Na
slu¢ajan nacin je odabrano 77 kutija za koje su dobiveni sljede¢i podaci:

broj neispravnih loptica x; 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5
broj kutija f; |28 [ 12|16 [ 5

Na ovom uzorku testirajte nulhipotezu, uz razinu znac¢ajnosti o« = 0.025, da broj neispravnih loptica po kutiji ima teoretsku razdiobu:

( 0 1 2 3 4 5 )
5 1 5 1 1 1
12 6 24 12 24 12

Radunamo vrijednost testa sa stupnjem slobode k = m —1 =6 — 1 = 5 i brojem uzorka n = 77 (btw, kalkulator ima limit na broj
razlomaka u jednom izrazu. MoZda ée te morat na vise navrata racunat sve ovo):

2 (fr=mp)?  (fa=mp2)® . (fm = npm)?

= 4.
npi np npm
g o B, 142 512 142
_OA-T B 2T (677 (07T )
= 5 1 5 1
[ 771 5 75

= 6.4078
Sada u tablici za x2 distribuciju nalazimo redak k = 5 (u tablici su retci oznaceni labelom m, no trazite redak sa vrijednosti k) i stupac
1 —a = 0.975 i o¢itavamo vrijednost ¢ na sjecistu: ¢ = 12.832. Ako je dobivena vrijednost )?i < ¢, nul-hipoteza se prihvacéa sa razinom
znacajnosti . U suprotnom se odbacuje sa razinom znacajnosti . U ovom zadatku, 6.4078 < 12.832 v/, pa nul-hipotezu prihva¢amo.

T—p

o =2E p(X<h)=F'F), Pla<X)=1-P(X<a)
o
Pla< X <b)=P(X <b)—-P(X <a), ¥ <0—= F*(z*)=1- F(—x")

T—p T—p (T T—p true — Hov'
l.t.: . \/ﬁ > 72(1704)? d.t.: T\/ﬁ < Z(1,Q)7 o.t.: (T\/ﬁ > 72(1—%)?) && (70 \/ﬁ < Z(1—%)?) false — Hg
~2 _ (f1 — nP1)2 (f2 — np2)2 o (fm — npm)Q _ 2 redak k L 2 , true — Hov
Xk = - + a2 +---+ 7npm , c = tabela x stupac 1 — a — sjeciste, X <c false — EiG



