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PREDGOVOR

Skripta Tehni€éka mehanika sadrZze gradivo koje se obraduje na vjezbama iz predmeta Tehnicka
mehanika na stru¢nom studiju graditeljstva Tehnic¢kog veleucilista u Zagrebu.

Bolonjski proces je donio puno mogucnosti i povlastica, ali isto tako je donio i puno obveza, kako
za studente, tako i za njihove nastavnike.

Sa Zeljom za postizanjem Sto boljih rezultata, ali i za $to vec¢im usvojenim znanjem, prionula sam
stvaranju ovih skripata. Zahvaljujem kolegi Josipu Atalicu, dipl. ing. grad. koji je prvi zapo€eo s
prijepisom mojih pisanih biljeSki te demonstratorima Vedranu Katicu i Dariju Vukovi¢u koji su
prepisali i precrtali najveci dio materijala koje sam Koristila na vjezbama iz TehniCke mehanike.

Skripta se sastoje iz tri dijela. Svaki dio pokriva gradivo za jedan kolokvij. Postupno se obraduju
primjeri i zadaci potrebni za usvajanje osnovnih znanja, a na kraju svakog dijela nalaze se zadaci s
rieSenjima za samostalni rad.

Prvi dio sadrzi gradivo prvog kolokvija, tj. obraduje osnovne pojmove mehanike, statiku toCke u
ravnini te statiku tijela u ravnini.

Drugi dio sadrzi gradivo za drugi kolokvij, tj. odredivanje unutarnjih sila odnosno crtanje dijagrama
unutarnjih sila za ravninske sustave.

Treéi dio sadrzi gradivo treCeg kolokvija, tj. obraduje karakteristike popreénih presjeka (povrsina,
teziSte, staticki moment povrSine i moment inercije ravnih ploha), jednoosno i dvoosno homogeno
polje naprezanja, Mohrovu kruznicu naprezanja, naprezanje u proizvoljnom presjeku Stapa te koso
savijanje.

Studenti Ce biti spremni za izlazak na kolokvij iz pojedinog gradiva u onom trenutku kada
samostalno rijeSe zadatke, ali u odredenom vremenu. Za svladavanje gradiva i rjeSavanje
zadataka iz TehniCke mehanike, osim znanja, potrebno je steci i kondiciju jer do to€¢nog rjeSenja
treba doc¢i u vremenu od 90 minuta, koliko i traje pisanje pojedinog kolokvija.

Osim primjera i zadataka u ovim skriptama, studenti mogu koristiti i rijeSene zadatke s ispitnih
rokova koje mogu naci na www.ljerka.com/dokumenti.html.
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MEHANIKA znanost o op¢im zakonima gibanja i ravnoteze (materijalnih) tijela izloZzenih djelovanju
sila.

Prema znacéajkama i zadacama koje se proucavaju i rijeSavaju (klasicna) mehanika se dijeli na:
statiku, kinematiku i dinamiku,

Statika je dio mehanike u kojem se opisuje ponasanje (nepomi¢nog) materijalnog tijela (ili
konstrukcije) na koje djeluju sile neovisno o vremenu.

Kinematika je dio mehanike u kojem se prou€¢ava geometrija gibanja tijela. Pod gibanjem tijela
podrazumijeva se promjena njegovog polozaja tijekom vremena u odnosu na neko drugo tijelo.
Znacajka je kinemtike da se ne uzimaju u obzir mase (inercije) tijela niti sile koje na njih djeluju.

Dinamika je dio mehanike u kojemu se proucéavaju zakoni gibanja materijalnih tijela na koje
djeluju sile ovisne o vremenu, a u obzir se uzima i inercija masa koje se ubrzavaju.

Prema materijalnim i geometrijskim svojstvima promatranog medija mehanika se dijeli na :
mehaniku materijalne to¢ke, mehaniku krutih tijela, mehaniku deformabilnih tijela, mehaniku
tekucina i mehaniku plinova.

Klasi¢na se mehanika danas smatra aproksimacijom koja vrijedi za tijela koja su velika u odnosu
na elementarne Cestice te za brzine male u odnosu na brzinu svjetlosti.

MATERIJALNA TOCKA je idealizirani model &vrstog tijela, nema dimenzije, ali ima masu jednaku
masi tijela za koje je ona idealizirani model. Polozaj materijalne to¢ke u prostoru ili ravnini odreden
je koordinatama koje su identi¢ne koordinatama tezista tijela za koje je model napravljen. (U nasim
konstrukcijama toCke se pojavijuju kod resetkastih nosaca — Proradun konstrukcija Il. semestar).

Znamo da se MATERIJALNA TOCKA (togka) kao model za neko tijelo moze uzeti samo onda ako
dimenzije tijela nemaju utjecaj u provedenoj mehanickoj analizi.

Za razliku od materijalne tocke KRUTO TIJELO je idealizirani model realnog &vrstog tijela kod
kojeg udaljenosti pojedinih Cestica tijela ostaju nepromijenjene pri bilo kojem djelovanju sila.

Prema tome KRUTO TIJELO se pri optere¢enju ne deformira pa mu oblik i volumen ostaju
nepromijenjeni.
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OSNOVNI POJMOVI MEHANIKE

OSNOVNI POJMOVI MEHANIKE

OSNOVNI ZAKONI MEHANIKE (NEWTONOVI AKSIOMI)

ZAKON INERCIJE (I. Newtonov zakon mehanike)
Svako materijalno tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog gibanja po pravcu dok na njega ne
djeluje sila.

Otpor mijenjanju stanja mirovanja ili jednolikog gibanja po pravcu je svojstvo materije i naziva se
inercija.

ZAKON GIBANJA (ll. Newtonov zakon mehanike)

Promjena koli€ine gibanja u vremenu proporcionalna je sili i ima smjer sile.

Odnosno: Sila je jednaka umno$ku mase i akceleracije F = m[d (slijedi: 1 Newton = 1 kgm/sek)

ZAKON AKCIJE | REAKCIJE (lll. Newtonon zakon mehanike)
Na svaku silu akcije javlja se jednaka i suprotno usmjerena sila reakcije.

F, =-F
i m

Fy - ukupno djelovanie tijela | na tijelo I
11

F,% - ukupno djelovanje tijela Il na tijelo |
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OSNOVNI POJMOVI MEHANIKE

PRIMJERI SILA

Gravitacijska sila, tezina. Dvije izolirane materijalne toCke privliaCe se gravitacijskim silama
veliGine F =6,67007" [, (n, /> m¢ i mzsu mase tocaka u kg, a r je udaljenost toGaka u metrima.
Tezina je sila kojom planet privlaci tijelo.

Unutarnje sile teze odrZzavanju odredenog razmaka izmedu Cestica tijela u krutom agregatnom
stanju. Djeluju samo medu neposredno blizim ¢esticama i ako razmak Cestica odstupa od
osnovnog. Uz povecéani razmak sile su privlaCne, a uz smanjeni razmak sile su odbojne. Veli¢ina
sila raste s povecanjem odstupanja od osnovnog razmaka.

Kontaktne sile predstavljaju otpor prodoru Cestica materije u tijelo u krutom agregatnom stanju.
Pojavljuju se pri odredenoj, vrlo maloj udaljenosti Cestica i rastu s daljnjim priblizavanjem Cestica.

PODJELA SILA

Prema dosegu sile mogu biti kratkog i dalekog dosega. Kratkog dosega su unutarnje, kontaktne,
tlak u teku¢inama i plinovima. Sile dalekog dosega su gravitacijske, magnetne, elektrostatske.

Prema smislu djelovanja sile mogu biti tla€ne ili odbojne koje teze razmicanju i vla€ne ili priviacne
koje teZe priblizavanju dijelova materije.

Podjela sila prema podrucju djelovanja moze biti na koncentrirane koje djeluju na pojedine toCke

materije i distribuirane ili rasporedene (kontinuirane) koje djeluju na konacne dijelove materije.
Distribuirane sile nadalje se dijele na linijske, ploSne i volumenske.

DJELOVANJE DVIJE SILE NA MATERIJALNU TOCKU

PRAVILO PARALELOGRAMA SILA

Dvije sile koje djeluju na istu toCku tijela u razliCitim smjerovima, imaju isto djelovanje na to tijelo
kao i jedna sila koja je jednaka dijagonali paralelograma kojemu su stranice te dvije sile.

Pravilo paralelograma je geometrijsko zbrajanje vektora.

= 2

M

A

_n
U
I=
T
.
oyl
oL

paTH

povladimo paralele sa zadanim silamaili
mozemo odmah na nacrtu povudi sile i dobiti paralelogram
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OSNOVNI POJMOVI MEHANIKE

DJELOVANJE VISE SILA NA MATERIJALNU TOCKU

PRAVILO VEKTORSKOG POLIGONA

Djelovanje veceg broja sila na materijalnu toCku odreduje se pravilom vektorskog poligona.

Pocetak prve sile i Siljak zadnje sile odreduju silu koja je po djelovanju jednaka zadanim silama, a
naziva se zbroj ili REZULTANTA.

REZULTANTA - je zamiSljena sila Cije je djelovanje jednako djelovanju zadanih sila.

i} Fy Fy
- e = - F
. . 2
A . / 3 2 ’
BooA A A

5

1

R rezultanta
2

1.korak 2 korak 3.korak = konacno rjeSenje

F+F,+F =R vektorska jednadzba

F_+F, +F,_=R, }skalarne jednadzbe R=.R}+R;

F,+F, +F, =R,

ly

RAVNOTEZA je stanje mirovanja uz djelovanje sila.

Materijalna tocka je u ravnotezi ako iS€ezne rezultanta sila koje na nju djeluju tj. ako je poligon
sila zatvoren. Pojam mirovanja je relativan.

UVJET EKVIVALENCIJE

Dva sustava sila koja djeluju na materijalnu toCku su ekvivalentni ako su njihovi doprinosi
uvjetima ravnoteze isti. Njihovi poligoni moraju imati zajedniCki poCetak i zajednicki Siljak.
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OSNOVNI POJMOVI MEHANIKE

OSNOVNO O VEKTORIMA

skalari — odredeni su veli¢inom, intenzitetom, odnosno samo brojem (masa, temperatura itd.)

vektor — je geometrijski odreden pocetkom i Siljkom ili poCetkom, pravcem, duljinom i orijentacijom
ili smjerom, pravcem i intenzitetom. Vektori se u nacrtima ili skicama oznacavaju strelicama, a uz
strelicu se oznaCava veli€ina vektora kao poseban ili opéi broj. Vektor se oznaCava slovom i
strelicom povrh (npr.p).

Sila je fizikalna veliCina kojom se prikazuje uzajamno djelovanije tijela.
Sila koja djeluje na materijalnu to€ku naziva se koncentriranom silom.

Koncentrirane sile prikazuju se vektorima —, prema tome imaju,
* brojéanu vrijednost nazvanu intenzitetom,
» pravac i smjer djelovanja
* hvatiste.

Koncentrirana sila je idealizacija: svaka sila djeluje kontinuirano raspodijeljena po vecoj ili manjoj
povrsini ili po volumenu tijela te je koncentrirana sila rezultanta takvog djelovanja.

U mehanici krutih tijela moze se u mnogim slucajevima sila prikazati kliznim vektorom — njen
utjecaj se ne mijenja pomakne li se sila po pravcu svog djelovanja do nekog drugog hvatista pa i
izvan tijela.

Mjerna jedinica za silu je Newton (N)
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OSNOVNI POJMOVI MEHANIKE

POSTUPCI S VEKTORIMA
Postupci s vektorima mogu biti grafi¢ki, raéunski i kombinirani.
GRAFICKI

na crtezu se prikazuju tocka ili tijelo koje se analizira i svi vektori potrebni za postupak. Ako imamo
tijelo crtamo ga u mjerilu polozaja, a vektore u mjerilu sila

PLAN POLOZAJA PLAN SILA
T
H T K i K
1 H
1-500 1cm ::10kN

RACUNSKI POSTUPCI

mogu biti direktni, projekcijski i dekompozicijski.

U direktnim postupcima se planimetrijskim i stereometrijskim postupcima odreduju podaci o
odnosima medu vektorima. Npr.: odredivanje rezultante dviju sila svodi se na proracun jedne
stranice trokuta.

U projekcijskim i dekompozicijskim postupcima vektori se opisuju pomoc¢u odredenog broja
skalara i s njima se postupak realizira.

Mi ¢emo pokazati samo projekcijski postupak koji sadrzi plan polozaja. Svaka sila u ravnini je
odredena s dvije projekcije.

Yo

a+p=90°
sinO(—i
F F C 3 c
g coso(—b
p i
R b ¢
oy ‘[gC(Z3
it b
F._=Fcosa
, F=,F*+F?
Fy:Fsma *
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

UVJET RAVNOTEZE

Ravnoteza je stanje mirovanja uz djelovanje sila.

Tocka je u ravnotezi ako iS€ezava vektorski zbroj svih sila koje djeluju na tocCku ili je poligon
sila zatvoreni lik.

Uvjet ravnoteZe moze se Koristiti za provjeravanje i odredivanje uravnotezavajucih sila.

Uravnotezavajuée sile se zadanim silama pridruZuju tako da toCka na koju djeluju bude u
ravnotezi.

ODREBDIVANJE URAVNOTEZAVAJUCE SILE

Ako imamo djelovanje 3 sile one su u ravnoteZi ako je poligon sila zatvoreni lik.

F

graficki : poligon sila zatvoreni lik

Odredivanje jedne uravnotezavajuée sile (F,)

IF,

?1\/”_:}2 = |||_:>1 S
Fa‘\

A A

uravnotezavajuca sila

algebarski  F +F,+F, =0
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

Uz djelovanje samo 2 sile na materijalnu to€ku ona je u ravnotezi ako sile leze na istom pravcu,
jednake su po intenzitetu, a suprotnog smjera.

graficki
F I |‘:"1 . algebarski F, +F, =
/ F =-F,
-~ ol g fh = Fle = _F2x
Fo - _F; F F'1y = _F2y

UVJET EKVIVALENCIJE
Dva sustava sila (I. i /l.) koji djeluju na materijalnu tocku A su ekvivalentni ako su njihovi
doprinosi uvjetima ravnoteze isti. Njihovi poligoni moraju imati zajednicki poCetak i zajednicCki

siljak.

Imaju zajedniCku rezultantu.

A R

=1 Y
— 2 3 3 I".II /// 2 =]
F v F,

poligoni sila moraju imati zajedni¢ki pocetak
i zajednicki Siljak

algebarski uvjeti :

!

+F,+F,=F' +F',+F',=R

Jednadzbe ekvivalencije
F +F2x+F3x: F'1x+F'2x+F'3x:Rx

1x

Ex + F2x + F3x = F'Iy +F'2y +F'3y = R.V
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

=\

Jednadzbe ekvivalencije :

PIX +P2X +P3X :FIX +F2X +F3X :QIX +Q2X +Q3X :SX +TX :RX

PlY +P2Y +P3Y :FIY +F2Y +F3Y :QIY +Q2Y +Q3Y :SY +TY :RY

dvije skalarne jednadzbe

M=
v

I
M=
e

1
M=
L

1
%CO

+

~

1
\<>U

/R
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

ZADATAK 1: ( ravnoteza materijalne tocke )

Zadani sustav sila 151 ,}32 ,133 i 154 potrebno je uravnoteziti silama M i N na pravcima min.
Rijesiti graficki i raGunski.

'

Y, P, = 60 kN
— WY P, = 40 kN
pretpostavka UL PB =50 kN
N s R =20kN
2 MiN= ?
1 o -
e ...K
B2 1 12 3 4 5 6 7 BN
-1
-2
-3
Graficki : poligon sila mora biti zatvoren lik
Mjerilo sila: 1cm : 10 kN
i .
T — Nk E
R
n

uravnoteZzimo R sa silama M i N

Oc¢itamo: R=12,4cm = 124 kN

A=22cm = - 22 kN ( negativan predznak zbog "krive" pretpostavke )
B =13,2cm = 132 kN
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

Racunski :

1. pretpostavimo smjerove za Mi N
2. projiciramo sile na komponente

Pox_ P,. = P, xsin30° =40 x 0,5 = 20 kN
p P, =P, xco0s30°=40x 0,866 = 34,64 kN
P\|?%

P T 2
3 == = °
“ Py ‘ , lga; 3 0,667 a, =33,69
P 0 3 P, =P, xcosa, =50%0,832 = 41,60 kN
3x P, =P, xsina, =50 0,56547 = 27,735 kN
NS 2
tga, =—=04 a, =21,80°
"~ Nx 5 N, =N xcosa, =0,928N
N, =N xsina, =0,3714 N
Rezultanta R .
R,= P+P, +P, = 60+20+41,60=121,6 kN P3y
R,=P, - P,, — P, = 27,735 — 34,64 — 20 = -26,905 kN P Fz::_F’;
X
R= \/121,62 +26.9052 = 124,54 kN Pay
F
Jednadzbe ravnoteze
1)1X+P2X+1)3X+NX:0 = zx:o
P, +P, +P,+M+N,=0 = Zy=0
2x=0
PlX +P2X +P3X _NX =0
60 +20+41,60- N,=0
N,=1216 kN= N = Ny 131,03 Kn
cosqa, M T
N,=N xsin a, =48,66 kN Ny }
P
Ty=0 Nyx_ 3?4 o
M+N,+P, —P,, —P, =0 } Pi Py P,
M + 48,66 + 27,735 — 34,64 -20 = 0 PZY
M+ 21,755=0= M =- 21,75 kN 4

skica sila sa stvarnim djelovanjem na to¢ku T
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

ZADATAK 2: ( ravnoteza materijalne tocke )

Na pravcima /i k potrebno je odrediti koncentrirane sile L i K koje ¢e zajedno sa silama P4 i P, drzati materijalnu tocku T u
stanju mirovanja tj. ravnotezi. RijeSiti graficki i racunski.

P,=60 kN
Y P,=30 kN
7
6
) a
4
3
‘2
1
1 2 3 4 5 6 7
/ X
1
2
Graficki : -3
Mijerilo sila : 5
1cm :: 20 kN OCITANO:
R=37.2kN
A =525 kN
B =41.7 kN

* rezultantu sila u ovom slucaju ne projiciramo na komponente ve¢ traZzimo dvije sile s kojima ¢e
biti u ravnoteZi, tj. poligon sila treba biti zatvoren.
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

Racunski :
e sve sile projiciramo na komponente u smjerovima x i y
P4
P+
Py P, =P, xcosa,=60 x cos 30° = 52.0 kN
P, =P, xsina, =60 x sin 30° = 30.0 kN
3
P'Ix
P,
k P,, =P, xsina,= 30 x sin 30° = 15,0 kN
P2y P, P,, =P, xcosa,= 30 x cos 30° = 26.0 kN
P2x
A

A, =Axcosa,=Axcos 45° =0.7xA
A, =Axsina, =A xsin 45° = 0.7xA
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

Jednadzbe ravnoteze :

P, +P,+A+B=0 >  vektorska jednadzba

Plx +P2x +Ax :0

-> skalarne jednadzbe
P, +P, +A +B=0

ZX =0
-52,0+15.0+0.7A=0
Px Pax Ax
2.y=0
30.0-26.0+0.7A-B=0
Ay
P’Iy
P2y
B
-52,0+15.0+0.7A=0 > A =52.8 kN

30.0-26.0+0.7(52.85)-B=0 > B =41.0 kN
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

ZADATAK 3: ( rezultirajué¢e = ekvivalentno djelovanje na materijalnu tocku)

Za prikazani sustav sila }31 ,152 i 133 potrebno je odrediti rezultantu R te ekvivalentni sustav sila A i B koje

djeluje na pravcima ai b. RijeSiti grafi¢ki i raunski

Y &
P,= 90 kN
7 P5= 100 kN
P3= 140 kN
b
pretpostavimo
smier sile B
= \
1 \ '
a0 | __a
| 2
P/ |
| 1 y; pretpostavimo
N \smjer sile A
|
=i — i
_x d:” 3 2 1 1 2 3 . 4 5 6 7 X
oo 1
K
-2
-3
-y
Graficki : Mjerilo sila = 1 cm = 20 kN Ogitano: R=2,4cm = 48 kN

A=2,0cm = -40kN

F,’I B=1,3cm=-26 kN

elkvivalentni sustav sila _|
= Zajednicka rezultanta

K

Napomena : Kod ocitavanja sila A i B negativan predznak znaci da smo mi pretpostauvili

krivi smjer sila.
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STATIKA MATERIJALNE TOCKE U RAVNINI

R
EII T - 2('.
T PB : LY _
2 " \ R
Ryt
zadani sustav rezultirajuée  ekvivalentni sustav

djelovanje

Racunski : svaku kosu silu treba projicirati na komponente u smjeru osix iy

Py P, =P, xcosa, =90 x cos 30° = 77.94 kN

F, =P xsina,= 90 x sin 30° = 45 kN
P1 P1y i

kut a, oCitamo iz crteza

, T 2
P B tga’2 = Tz 0,5
2y 4 o
__ a =26,565

P,, =P, xcosa,= 100 x 0,8944 = 89,44 kN
P, =P, xsina,= 100 x 0,4472 = 44.72kN

——— P, = B =140 kN
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Odredivanje rezultante R

Ply Yy

P koordinatni sustav
3x

(pozitivni smjerovi sila)

X

ZPL‘( :Rx ZR)’ :R}’

i

“Px Py tPy =Ry Py =Py =Ry
-77,94-44,72 +140 = R, 45 -89,44 =R,
Ry=17,34 KN R,=-44,44

R=|R} +R’

R= J17,342 +(—44,44)> = 47,70 kN
Rx

\
R\ R)" = usporedimo s grafickom rezultantom

\

Odredivanje ekvivalentnih sila Ai B

odredimo komponente sila A i B

3
B tga,=—=1,5
B 2
By 3
oxp ag =56,31°
Bx T 2

A, =4 xcosa,=0,8A
A,=4 xsina, =0,6 A

B =B xcosa,=0,5547 B
B, =B xsina, =0,832 B
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Jednadzbe ekvivalencije :

Pozitivni smjerovi: Vanjske sile: Rezultanta: Zamijenjujuce djelovanje
(pretpostavka)

“Pxy P,y t Py =Ry =—Ay +By

17,34 =-0,8 A+ 0,5547 B (1)

PlY _PZY :Ry :Ay +By
-4444=06A+0,832B (2)

imamo sustav od 2 jednadzbe s 2 nepoznanice, kad ih rijeSimo dobijemo

A =-39,14 kN

B = -25,187 kN
Usporedimo rezultat s grafickim rjeSenjem. (Negativan predznak znaci da smo pretpostavili krivi
smjer djelovanja.)
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ZADATAK 4: ( rezultiraju¢e = ekvivalentno djelovanje na materijalnu tocku)

Za prikazani sustav sila 131 ,132 i 133 potrebno je odrediti rezultantu R te ekvivalentni sustav sila A i B koje
djeluje na pravcima a i b. Rijesiti graficki i raunski

P4,=60 kN
P>=90 kN
P3=30 kN
Yi
7 b\
6 |
5 | P2
- 4\ . . \\
R Ps3
3 e
Ko—2 P | o
1 o
4 ;-
3 2 - 1 2 3 4 5 6 X
-1
)
-3
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Graficki :

Mjerilo sila :

(kako crtate tako i oCitavate)

1cm :: 20 kN
OCITANO:
R =60,5 kN
A =61,0kN
B =72,0kN
[Jprimjenjujemo pravilo vektorskog poligona
Zadane sile: Rezultanta : Zamjenjujuce (ekvivalentno) djelovanje :
P2 A ; _ \A
R/ g B %
— — / ' | /
L B v/ R
Ps T \/
P4 AN
( nije bitno u koju tocku postaviljamo pojedini
pravac glavno je da su paralelni sa smjerom
sile)
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Racunski :
e sve sile projiciramo na komponente u smjerovima x i y
» kuteve nagiba pravaca sila oCitavamo iz koordinatnog sustava
e smjerove sila su na prethodnoj stranici
P4

b, 1 o
Mm tga1=a—I:Z:a=14

P1 P, P, =P xcosa,= 60 x cos 14° = 58.2 kN
« TP P,, =P, xsina, = 60 x sin 14° = 14.5 kN

P1x
P2
b2
a2 b, 3 .
fga, =— =—=a =45
a, 3
az
P2
P2y
P, =P, xcosa, =90 x cos 45° = 63.6 kN
P, =P, xsina, =90 x sin 45° = 63.6 kN
P2x
P;
. ps P, =P,=30 kN

Komponente sila za rac¢unski dio:

Pozitivni smjerovi: Vanjske sile: Rezultanta: Zamjenjujuce djelovanje
(pretpostavka)
By
Y P2y R
Ay
X P1x Pax P3 Ry Bx Ax
P1y
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Rezultanta :

P =R, P, =R 2 R=,/R2+R’
y y y

_PIX+PZX+P3x:Rx _P1y+P2y:Ry
-58.2+63.6+30=35.4kN -14.5+63.6=49.1 kN

R =+/35.4% +49.1° =60.5 kN

Ekvivalentni sustav sila Ai B :

bANA 1
tea, =2 =—=a=184°
aA a, 3
Ay T A
Ax A, =Axcosa,=A xcos 18.4° = 0.95xA

A, =Axsina, = A xsin 18.4° = 0.31xA

[pretpostavijeni smjer sile A
=>a=71.6°

be ag

B, =Bxcosa,=B xcos 71.6° = 0.31xB
B, =Bxsina,=B x sin 71.6° = 0.95xB

Bx
Lipretpostavijeni smjer sile B
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RjeSavanje sustava (supstitucijom) :

2P =R =-ACB. O 354=-A-B, 0 354=-095A-031B
> P =R =A +B, 49.1=A, +B, 49.1=0.31A+0.95B

(pozitivni smjerovi kao
u koordinatnom sustavu)

A=PIT0PB 504 318 > 354= -0.95%(158.4-3.1B)-0.31B

0.31
35.4=-150.5+2.9B-0.31B > B=71.7kN
49.1=0.31A +0.95(71.7) > A=-61.5kN

(sila A je negativna Sto znaci da je suprotnog
Smjera od pretpostavijenog)
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STATIKA TIJELA U RAVNINI
OSNOVNI POJMOVI

: hvatiste — toCka u kojoj djeluje koncentrirana sila ili koncentrirani moment
. pravac djelovanja sile — odreden je vektorom sile i hvatiStem

ZAKON POLUGE

Tijelo na koje djeluju 3 paralelne sile biti ¢e u ravnotezi ako :

a.) sile leze u istoj ravnini

b.) je srednja sila suprotno usmjerena od rubnih

c.) je veliCina srednje sile jednaka zbroju veli€ina rubnih sila

d.) je umnozak veli€ine rubnih sila s pripadaju¢im udaljenostima od
srednje sile jednak, tj. Axa = Bxb

 E A
1 I} 1

| [

a__ b

-

VEKTOR MOMENTA SILE NA TOCKU

Za odredivanje tog vektora potrebno je odabrati proizvoljnu to¢ku u ravnini, tzv. toéku
redukcije.

Vektor momenta sile na toCku moze se direktno geometrijski definirati: Odreduje se
udaljenost pravca djelovanja sile od toCke redukcije i to nazivamo krak sile. Pravac vektora
momenta okomit je na ravninu odredenu toCkom redukcije i pravcem djelovanja sile. Duljina
vektora momenta jednaka je umnosku veli€ine sile i kraka sile.

d d
My =F xd F My =-Fxd
XD 5 C
F
Predznaci momenta I
prema pravilu desne ruke
za vrtnju
MT= % Fxd
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GEOMETRIJSKA FORMULACIJA UVJETA RAVNOTEZE TIJELA NA KOJE
DJELUJU KONCENTRIRANE SILE

PZ
M,

Tijelo na koje djeluju koncentrirane sile bit ée u ravnotezi ako je poligon sila zatvoren i ako
je poligon vektora momenata zatvoren.

Zakon poluge je specijalni slucaj opceg uvjeta.

SPREG SILA
Cine dvije sile koje djeluju na tijelo na paralelnim pravcima, smjerovi djelovanja su im suprotni,
a veliCine jednake. Doprinos sprega sila poligonu sila i8€ezava, a doprinos sprega sila
poligonu momenata je konstantan, tj. ne ovisi o odabiru tocke redukcije.

P Q el Q
P=-Q d
D E
M=Pxd=Qxd M=-Pxd=-Qxd

+ . . . -
= — Predznak ovisi o smjeru vitnje = C

KONCENTRIRANI MOMENT ( bolje koncentrirani spreg )

- je ekvivalent spregu sila koje su proizvoljno velike , a krak dovoljno malen, pri ¢emu je vektor
momenata konstantan.

F
d F + raste
d+0
Q
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UVJETI RAVNOTEZE TIJELA NA KOJEG DJELUJU KONCENTRIRANE SILE |
KONCENTRIRANI MOMENTI

Ps

MTP

1

T
P P,
TP,

TP,

Tijelo je u ravnotezi ako je zatvoren poligon sila i ako je zatvoren poligon kojega €ine
koncentrirani momenti i vektori momenata sila na istu tocku redukcije.

Ako na tijelo djeluju samo spregovi i koncentrirani momenti, poligon sila iS¢ezava i uvjet se svodi
na zahtjev zatvorenosti momentnog poligona.

SILA je KLIZNI vektor jer njezin doprinos uvjetima ravnoteZze ne ovisi o polozaju na pravcu
djelovanja.

KONCENTRIRANI MOMENT je SLOBODNI vektor jer njegov doprinos uvjetima ravnoteze ne
ovisi 0 polozaju njegovog hvatista.

STATICKA EKVIVALENCIJA
Dva sustava sila i koncentriranih momenata su statiCki ekvivalentni ako su njihovi doprinosi
uvjetima ravnoteZe jednaki. Poligoni sila moraju imati iste pocCetke i iste Silike te poligoni

momenata moraju takoder imati zajednicke pocetke i Siljke.

Rezultirajuce (ekvivalentno) djelovanje Cine jedna zamisljena koncentrirana sila koja se naziva
REZULTANTNA sila i jedan zamiSljeni koncentrirani moment koji se naziva REZULTIRAJUCI

moment.
P1 Q I'\"IIT
1
T T &)

P;

R
Q;
P Q
M5 MY
)3 Xp = )3 XqQ*= Rx
2 yp = 2 yqo= Ry jednadzbe ekvivalencije
> MPry = Z M%) = My

1.DIO 30



STATIKA TIJELA U RAVNINI

REZULTANTNO (REZULTIRAJUCE) djelovanje — traZzimo rezultantu sila i rezultantu momenata
i na kraju sve svedemo na 1 silu R ( redukcija sile na tocku )

Da bismo mogli nac¢i samo jednu silu R kao rezultirajuce djelovanje potrebno je poznavati

REDUKCIJA SILE NA TOCKU

— umjesto zadane uvodi se zamisljena sila u zadanoj tocki , a ekvivalencija je mogu¢a samo ako
se uvede joS_i odgovarajuci " zamisljeni " moment.

1P

JEDNADZBE
Kod tijela kao i kod tocke mozemo traziti :

a.) ekvivalentno djelovanje tj. rezultantu sile.

Jednadzbe ekvivalencije :

> Xp =) Xq =R,

zadano ekviv.

5 ZyP:ZyQ:Ry

b.) ravnotezno djelovanje — zatvoren poligon sila

Jednadzbe ravnoteze :

ZxP+ZxQ=O ZX=O

zadano trazeno

22y =0 3 y=0
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STATIKA TIJELA NA KOJE DJELUJU SAMO KONCENTRIRANE SILE ClJI SE
PRAVCI SIUEKU U JEDNOJ TOCKI

To je specijalni slu€aj statike kod kojeg se uvjet ravnoteze svodi na uvjet ravnoteze tocCke.
(ako na tijelo djeluju 3 sile Ciji se pravci sijeku u 1 toCki — isto kao statika tocke).

Py

Ako na tijelo djeluju samo 2 sile — ravnoteza je moguc¢a samo ako sile leze na istom pravcu , iste
su po veli€ini, a suprotnog smjera djelovanja.

o 7 N .

moment oko osi = konstantan, ne ovisi o izboru &vrste tocke.

P ¢
M, =PXxr 0
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ALGEBARSKI UVJETI RAVNOTEZE

OSNOVNA FORMULACIJA

[rijelo na koje djeluju koncentrirane sile i koncentrirani momenti u ravnini bit ée u

ravnotezi ako iS¢ezava zbroj projekcija svih sila na svaku od dvije neparalelne osi u toj

ravnini i ako iS¢ezava zbroj momenata svih sila i koncentriranih momenata na istu,
proizvoljno odabranu tocku redukcije.

Y
M, P T2osi(xiy)11tockaredukecie (T )
2.x=0
Zy=0
EMT =0
e * X
prostor ( opcenito ) 2x=0 2Mx=0

Sy=0 IMy=0
5z=0 IMz=0

ravnina 2x=0
2y=0
2M=0

FORMULACIJA S JEDNOM OSI | DVIJE TOCKE REDUKCIJE

[rijelo na koje djeluju koncentrirane sile i koncentrirani momenti u ravnini bit ée u
ravnotezi ako iS¢ezava zbroj projekcija svih sila na jednu os u toj ravnini i ako
iS¢ezavaju zbrojevi momenata svih sila i svih koncentriranih momenata na dvije
razlicite tocke Cija spojnica nije okomita na os projekcija.

"1os{wv)i2tocke redukcije (T1i Tz2)
v=0

ZMp=0

EMT2=D
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FORMULACIJA S TRI TOCKE REDUKCIJE

[] Tijelo na koje djeluju koncentrirane sile i momenti ravnini bit ¢e u ravnotezi ako i§¢ezava zbroj

momenata od svih sila i svih koncentriranih momenata na tri toCke redukcije koje leze na istom
pravcu.

" 3 tocke redukcije
b My, =0
2 Mp=0 ] Ritterove tocke
Z MT3= 0

GEOMETRIJSKI UVJETI RAVNOTEZE

Tijelo je u ravnoteZi ako je poligon sila zatvoreni lik, te ako je poligon momenata kojeg ¢€ine
vektori momenata sila oko neke proizvoljne tocke te vektori koncentriranih momenata
takoder zatvoreni poligon.

VRSTE OPTERECENJA

P[kN]

- koncentrirana sila P

- koncentrirani moment M D
D

- kontinuirano opterecenje

q [kNim] ' Q=
TR PaTikdiar
|

2 ¥ 12

I3
l Al Gl G| G
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ZADATAK 5: - ravnoteza tijela

Zadano opterecenje tijela potrebno je uravnoteziti silama F, Gi H na pravcimaf,gih.

\q
F’1 G, , g =20 kN/m
? 7 N . T = Q=8 x20=160 kN
Gy G ¥ P1= 50kN
i - h 0 P, = 60kN
M = 320kNm
\\
f D X
oM \@ NG
«— 5 \ 6 2
T 1 1 P2
G\9 H

Rjesenje:
1 .pretpostavimo smjerove za sile F, Gi H na pravcima f,gih
2. projiciramo sile P,i G

tga, = — =0,875 a,=41.186°
Pox = COSGz = 45,1545 kN
Py, = sinag = 39,51 kN

tgog = —=1,4 ; ag = 54,462°
G
7} Gy[\‘
%c \ Gy= G cosag = 0,5812 G

5 Gx G,= G- sinag = 0,8137 G

ml\l

3. Jednadzbe ravnoteze : 2 x=0;2Xy=0;ZM:=0

Ako raspiSemo jednadzbu Zx = 0 vidjet cemo da nam se pojavljuju 2 nepoznate sile F i Gy
Ako raspiSemo jednadzbu Zy = 0 vidjet ¢emo da imamo opet 2 nepoznate sile G, i H
Zato odabiremo toc¢ku (1) gdje nam se sijeku pravci sila F i H, dakle imamo samo 1 nepoznatu
silu G.
***(sila je klizni vektor pa smo pretpostavili da sila G djeluje gore — lijjevo)

= Mq=0
-M-P;-5+(q-8)-(4-2) - Gx 5+Gy- 11+P2x 2-Pyy-2=0
-320-50-5+160-2-0,5812G-5+0,8137G-11+45,15-2-39,51-2=0

6,0447 G = 238,71

G=3949kN — G,=39,49-0,5812 =22,95 kN

Gy =39,49 - 0,8137 = 32,13 kN
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>2y=0

'Q-sz-Gy—H=0
H=-Q-Psy-Gy, = - 160 — 39,51 — 32,13 = -231.6 kN

>x=0

F=-Py-Pyx-Gx=-50-4515-229=-118,1 kN

KONTROLA!

Odabiremo proizvoljnu tocku (2)

“M-H-11-F-2-(Gy-5)*-Q-9-Py-13-P;-7=0
-320-(-231,6)-11-(-118,1)-2-32,13 5-160-9-39,51 - 13-50-7 =-0,28=0

** sada smo zamislili da sila G ima hvatiSte u tocCki (3)

Skica stvarnih djelovanja

H=2316kN[ F =118,1 kN
)

\

G = 39,44 kN

118,1 kN

®

39,44 kN

231,6 kN
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ZADATAK 6: - ravnoteza tijela

Zadano opterecenje potrebno je uravnoteziti silama A, B i C .na pravcimaa,bic

10m P1=100 kN
2.5m 2.5m Sm q = 50,0 kN/m
K1=200 kNm
K P
\ti\ l !
1 q L D
'\ g
S 7
5 > \1 > b
N,
\.
\u
\_\\
A T
\'\.C
N
3.8
RjesSenje:
Projiciramo silu C :
5 o
tga,=—=0.66 a,=33.7
7.5
c, ¢ C, =Cxcosa, = C x cos 33.7° = 0.83xC
C C, =Cxsina, = C x sin 33.7° = 0.55xC

(pozitivni smjerovi kao kod koordinatnih osi, a pretpostavijeni pozitivni moment suprotno od kazaljke na satu)

Jednadzbe ravnoteze :

> x=0 > y=0 D> M =0 -> jednadzbe postavljamo tako da dobijemo $to

manje nepoznanica,
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D> M =0 R
tga  0.66
P1x(5-3.8) +K; -Ax3.8=0
100%(5-3.8) + 200- Ax3.8 =0
A =84.2 kN
2.y=0
-P1-A-Cy=0
100+ 84.2+C, =0
-184 -184
C,=-184.2 Cx=——=——=-278.8 kN
Ein— * tga 067 T
(lakSe je posluZiti se projiciranjem)
c=_184_"18% _ 3345kN
sina  0.55

Zx=0

qx5 +B+Cy =0
50%5 + B -278.8 = 0
B = 28.8 kN

Kontrola :

2 My =0

-Px25 +K; -Ax7.5 -Bx25 +Cyx7.5 -qx5x2.5 =0
-100%2.5 + 200 —-84.2x7.5 — 28.8x2.5 +184.2x7.5 - 50x5x2.5=3 =0

(greSka do 5,0 % je prihvatljiva)

Skica stvarnih djelovanja :

A=84.2 kN

C=334.5 kN
B=28.8 kN
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ZADATAK 7: - ekvivalentno djelovanje u proizvoljnim to€kama te rezultanta R

Za prikazani sustav potrebno odrediti u toc¢kama C i D ekvivalentno (rezultirajuce) djelovanje te rezultantu R
zadanog djelovanja sila i momenata.

P
- c n
5 P P;= 110 kN
— M2 -
— P P,= 70 kN
o= Ph o P, = 80 kN
— -~
— q =40 kN/m
) Py M1= 970 kNm
—_ My
= D|_P M,= 480 KNm
A 6 12 |
KOMTROLMA TOCKA
P. Me
3 My =~
3_/ o Re Rp R
=M1 Fy = = o = /‘
=N\ R M )
Rjesenje:

Prvo silu P4 projiciramo na komponente

9
tgay= = =075  ar=3687°

ST 1 P

Pw=P1 + cos as=0,8 Py=88 kN My o |®

P4,= Py + sinay=0,6 P;=66 kN " Pry 12

Rezultiraju¢e djelovanje za tocku C

1) X P =R’ -Pix-P2+q+9=RS
-88-70+40+-9=R° =R =202kN
2)¥P,=R/S -P3- Py, =R,
-80-66 =R, = R,® =-146 kN
C _ 2 2 —
R® = ,/200° +146> 2 = 249,24 kN i
RC
tgare= —= = “146 -~ 10,7228  aro = 360°-35,86° = 324,14° c
RS 202 ’ ‘ ’ ’ Ry
R
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3) ¥ Mo = M® ( suma svih momenata oko tocke C daje nam rezultirajuci moment za
tocku C M°)

Py e 9+ Pz 18-Mi+Ma+(q * 9) « 45=M°
70 + 9+80 +18—-970+480 + (40 + 9) + 4,5=M° = M® = 1940 kNm

Mc

C=24924 kN

stvarno djelovanje u tocki C

KONTROLA !!! (obavezno )
2 M@y =2 M) (suma momenata zadanih sila oko tocke A mora biti jednaka
zadano rezult. sumi momenata rezultiraju¢eg djelovanja u tocki C)

Piy+6-(q*9)*4,5-M+M=-R, +9-R, 18+ M°
-66°6—-(40+9) +45-970+480=-202+9-146 18 + 1940
- 2506 = - 2506
( kontrolu smo mogli napraviti oko bilo koje proizvoljno odabrane tocke)

Rezultiraju¢e djelovanje za to¢ku D

¥ Py =R =202 kN
> P,=R,”=-146 kN = RP=249,24 kN  Rezultante sila su iste!!!

¥ Mp)= > MP
(q*9)*4,5-Mi+ M+ P3+18 + Py, + 12=MP
40+9+45-970+480+ 8018 + 66+ 12 = MP= MP =122 kNm

KONTROLA ! Mp stvarno djelovanje u toéki D
2 Mp =2 Mp D
zadano rezult.

-2506 = - R, 18 + 122
- 2506 = -146 « 18 + 122
- 2506 = -2506

Vidimo da su R® = R° =R ali M® M°
Rezultanta sila je ista za bilo koju odabranu to¢ku jer uvijek imamo
ZPX = RX
2Py,=Ry

1.DIO 40



STATIKA TIJELA U RAVNINI

Izradun rezultantnog djelovanja, tj. R” i M° svodimo samo na jednu silu tj, rezultantu R

Da bi dobili samo R potrebno je RP translatirati toliko da

Mp =122 kNm se poniéti moment MP ( redukcija sile na tocku )

D=24924 kN Moment M® je pozitivan +A &§to znati da rezultantu
trebamo translatirati prema tocki s lijeve strane kako bi
nastao negativni moment?X_- .

Odabiremo proizvoljno tocku T kroz koju Ce prolaziti rezultanta R i svojom translacijom izazvati
moment u iznosu od —122 kNm

2 Mn=0
~|Mp -RP-(18-xg)+M° =0
T N p -146-(18-xg)+122=0
o= 7 — »Rx  .2628-146-xp+122=0
A R
D _
RY| Xe= 222 = 4746m

ovo je tocka u kojoj smo ( RP+MP) zamijenili samo

s jednom silom i to rezultantom R 1
\.,T\|
17,16
; ’ ; R
mogli smo i ovako (¢ini mi se jednostavnije © )
z M[T] =0
m° D
T M - R!:;r "X = |:| T
—2 N\ R x=-3—=0,8356 N r
b4 +—
0, B356
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ZADATAK 8: - ekvivalentno djelovanje u proizvoljnim to€kama te rezultanta R

Za prikazani sustav potrebno odrediti u tockama C i D ekvivalentno (rezultirajuce) djelovanje te rezultantu R
zadanog djelovanja sila i momenata.

q
. 4 8 &
2] c D A P1= 100 kN
P, 7 P2=75kN
/ Py=50 kN
g . Py q = 10,0 kN/m
K1=80 kNm
x Ko = 40 kNm
) 'd
' < 45,00
Trazimo: 1om
smjerovi pretpostavijeni
(smji | pretpostavijeni)
| Il.
Rwm Rw
/¢ D/ /
Re
Re
[1. Re
(pokazat kako se moment smanjuje)
Rjesenje:

Projiciramo silu P :

P_=Pxcos45°=70.7 kN
P, =P xsin45°=70.7 kN
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pozitivni smjerovi kao kod koordinatnih osi, a pretpostavijeni pozitivni moment suprotno od kazaljke na satu)

Rezultirajuée djelovanje na toéku C

Zx=2x:R§ > Pix+ P3=70.7 + 50.0 > R$ =120.7 kN

zad traz

Zy=2y=R; > Piy—P2—qx1=70.7-75.0-10x10 - R{ =-104,3 kN

zad traz

R¢ =4/120.7 +104.3% = 159.5 kN
. _R__ 1207
tga® = —* =

R, —-1047
2 M =2 M) =Ry,

y
zad traz

> tga® =49°

P1xx2.5 + P1yx10 +P3x1.5 - Pox5 -gqx10x5 + Ky — Ky =
70.7x2.5 + 70.7x10 + 50x1.5 -75x5 - 10x10x5 + 80 — 40 = R, = 123.75 kN

Kontrola :

2 My =2 My

zad traz

P1xx2.5 +P3x1.5 + Pyx5 +gx10x5 + Ki— Ky = Ryyx10 + Ry

70.7%2.5 + 50x1.5 + 75x5 + 10x10x5 + 80— 40 =-104,3x10 + 123.75
1166.7kN = 1166,7kN

Rezultiraju¢e djelovanje na tocku D

Yx=Yx=R? >  Py+P3=70.7+500 > R® =120.7 kN
zad traz
Yy=Yy=R> > Py-P,-qxI=707-750-10x10 > R" =-104,3 kN
zad traz
R? =4/120.7% +104.3? = 159.5 kN
tga? =N = 1207 5 40 2400
R, -1047

2LMp) = 2 Mp) =Ry

Pixx2.5 + P1yx5 +P3x1.5+K|—Ks=

70.7x2.5 + 70.7x5 + 50x1.5 + 80 — 40 & R" = 645.2 kN
Kontrola_:
2 My =2 M)

zad traz

Px2.5 +P3x1.5 + Pyx5 +qx10><5 + Ki— Ky = R1yx10 + Rwm

70.7x2.5 + 50x1.5 + 75x5 + 10x10x5 + 80— 40 =-104,3x5 + 645.2
1166.7kN = 1166,7kN
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RE123.75 Re=1207 Ru=B152 Ri=1207
c D
Re Re
R=104,3 R=104,3

Ako trazimo rezultantu ona je ista u bilo kojoj toéci R, =Ry =R, ali momenti su razliiti
Ry, #R}.
Zaklju€uje se da djelovanjem rezultante u povoljnoj to¢ci mozemo anulirati djelovanje momenta.

Rezultiraju¢e djelovanje R

2 M= My =0

zad traz

Rezultantu moramo pomaknuti u lijevo (translacijom nastaje negativan moment) tako da ponistimo
rezultiraju¢i moment koji je pozitivan.

a)

-Rpy[d +Ry =0

-104,3[¥+ 123.75=0 > x=1.2m

b)

ky =R, xx D _kp _ 12375 _ 2

R, 1043
(paziti na smjerove)
Kontrola_:
P1xx2.5 + P1yx11.2 + P3x1.5 - P2x(5+1.2) - qgx10x(5+1.2) + Ky — K3
70.7%x2.5 + 70.7%x11.2 + 50%1.5 - 75%6.2 -10x10x6.2 +80-40 =0
- '/\

R <

,1.2m
ZADANO TRAZENO
sila (R) sila (R) za silu je svejedno gdje se nalazi

+ >
moment 0 = moment — sila x krak novim polozajem sile (R) anuliramo moment
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Zadatak 9: ( Ritterova metoda )

(ne preskacite ovaj zadatak, trebat ¢ce vam bezbroj puta na ispitu ili na nekom struénom predmetu)

Na pravcima a, b i c odredite sile A, B i C tako da zajedno sa
- zadanim djelovanjem budu u ravnotezi.

¥ P,;=70kN
P, = 80 kN
M = 200 kNm

Rjesenje:
a 1. pretpostavimo smjerovesilaA,BiC
2. projiciramo kose sile

By,=B-cosa=0,707 B
Bx

O By =B - sina = 0,707 B
RSN 'NBV

c/c Cx=C-cosa=0,707 C
Y Cy=C-sina=0,707C
—

3. jednadzbe ravnoteze Cx

2x=0 P,—By—Cs+A=0= 3 nepoznate sile
2y=0 -P,+By-Cy=0 = 2 nepoznate sile

Trazimo toCku u kojoj cemo raCunati sumu momenata i imati samo 1 nepoznanicu.

Odabiremo tocke (A) , (B) i (C).

Z M(A) =0=A
> Mg =0=8B metoda triju toc¢aka - Ritterova metoda
2Meg=0=C

Xam=3m ymy=1m 2 M@ =0
Pi-3+Py,-1-A-2+M=0= A=245kN

Xg)=5m yg=3m L Mg =0
Pi-5+P:3+M-By-4=0=B,=197,5kN

B
B=—"— =279,31 kN = Bx=197,5kN
cosa

Xo=1m y©=3m 2M©=0
Pi-1+P2-3+M-Cy-4=0=Cy,=127,5kN

C
C=—"-=180kN = Cx=127,5kN
cosqa
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KONTROLA! >x=0 A-By-Cx+P2=0
245 -197,5-127.5 + 80 = 0 = zadovoljava

-70+197,5-127,5=0 = zadovoljava

Skica stvarnog djelovanja

LA, Al 245N
279.3 kN

c/ B C | 180 kN

w
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Zadatak 10: (Ritterova metoda)
(ne preskacite niti ovaj zadatak, trebat ée vam bezbroj puta na ispitu ili na nekom struénom

predmetu)
Na pravcimar, qis agﬁediti sile R, Q, i S tako da zajedno sa zadanim djelovanjem budu u ravnotezi.
K1
. l
\_\ , P+=100 kN
N / P2=200 kN
£ N/ K1=300 kNm
AN Kz =400 kNm
&
/'/ N
ro \
g
/ Q
7/ N
M/ \ L
o
/AR SN
/ \\
\.\
. L K
P2 / f(\\
N
Rieseni 5 By 3
esenje:
] j 10m
Projiciramo sile :
ea, =20 =40 o —6340
a, 2.0

Ry

R«

Q

Qx

R, =Rxcosa, =

R x cos 63.4° = 0.44xR

R, =Rxsina, =R xsin 63.4° = 0.89xR

tgd, =

m|cr
o
WA
(=N Re)

Q

Q, =Qxcosa,=

= d, =53.1°

Q x cos 53.1° = 0.6xQ

Q, =Qxsina, = Q xsin 53.1° = 0.8xQ

(pozitivni smjerovi kao kod koordinatnih osi, a pretpostavljeni pozitivni moment suprotno od kazaljke na satu)
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Jednadzbe ravnoteze :

ako provjerimo » x =0 ,> y=0 i) My =0 primijetit ¢émo da smo dobili 3 jednadzbe sa

tri nepoznanice. Taj slu¢aj pokuSavamo izbjeci birajuci tocke da pri svakoj jednadzbi imamo

smo jednu nepoznanicu.

O, Xx =0, x(10-x)
1.33xx =2x(10 -x)
X =6,0m

y = tga, xx=8m

Pix4 +Py,x8 +K; —Ky; +Sx4 =0
100%x4 + 200x8 + 300—400 + Sx4 =0
S =-475 kN

Pix7 +Pyx4 +K; —K, - R1y><5 =0
100x7 + 200x4 + 300—400 - Ryyx5 =0

R1y =280.0 kN

ZM(M) =0 = Q

Pix2 +Pxx4 +K; —Kz; -Qqyx5 =0
100x2 + 200%4 + 300—400 - Q4yx5 =0

Qiy =180 kN

Kontrola :

\ /
N ;
N /
/' AN
/ \
/ \.
/ N\
AN >
/ N
AN
/ N
/ :
aR aQ \
10—x X

10

R= 280 =314.1 kN
0.89

Rix = 314.1x0.44 = 140 kN

Qo= 220 - 189 4354 kn
1.33

Q= ,/135,4° +180° = 225.0 kN

P2+ Rix + Qix + S =200 +140 +135.4 —475=0

-P;-Qyy + Ry, = -100 180 +280 = 0
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Zadatak 11: (Ritterova metoda)
(rijesite i ovaj, a nemojte ga samo gledati ©)

Na pravcimar, g i s odredite sile R, Q i S tako da sa zadanim djelovanjem budu u ravnotezi.

y P1=70 kN
P>=80 kN
R M M = 200 kNm
T '—> T Rjesenje:
S Q 1. Pretpostavimo smjerove silaR, Qi S
T N 1ty | @
Qy1 I : Qy
I R 2. Projiciramo sile Qg,_'
= - > 45,
@D Qx Sx@ | ~|R, «=Q-0,707 kN %
0245 45 S X, Q=Q- 0,707 kN
2 2 2 s S
l | | : Sx=S-cosa=0,707 S —
Sy=S -sina=0,707 S S 45 Sy
3. Jednadzbe ravnoteze
2x=0
R+ P;+Qx—Sx=0 3 nepoznanice
2y=0
-P1+S,+Qy, =0 2 nepoznanice = trazimo toCku u kojoj cemo napisati sumu
momenata My =0 iimati samo 1 nepoznanicu
2 M(1) =0 =S
2Mz2=0 =Q metoda Rittera ( metoda triju toCaka )
2 M(3) =0 =R
Xn=1m yn=1m ZMx=0
Pi-1+P2-1+S,-4+M=0
70+80+4-0,7071 +200- S = S =-123,71 kN
Sx=S-cosa=-875kN Sy=S-sina =-87,5kN
X2=5m yp=1m X Mzp=0
P1'5+P2'1+M—Qy'4=0
70-5+80-1+200-0,707-Q-4=0=Q=222,74 kN
x=Q-cosa=157,5kN Qy=Q - sina =157,5 kN
X=3m yg=3m X Mg=0
P1-3+P,-3+M+R-2=0=R=-325kN
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KONTROLA! 2x=0 P2+R+Qx-Sx=0
80 -325+ 157,50 + 87,50 =0 = zadovoljava

z2y=0 -P1+Q+S,=0
-70+157,5-87,5=0 = zadovoljava

Skica stvarnog djelovanja

R | 325kN
4R— Q 1222,7kN
Q S S [123,7 kN
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Zadatak 12: (Culmannova metoda)

(zadaci koji ne dolaze cesto, ali kad se pojave, zbog preskakanja istih kod u¢enja, izazovu
nepovoljne reakcije ©)

Na pravcima a , b i ¢ odredite sile A, B i C tako da sustav bude u ravnotezi . Zadatak rijeSiti grafickim
postupkom

g=15kN/m = Q=6 x15=90 kN

P4+= 60 kN
P2 =90 kN
3
beb iR Rjesenje:
= :Q T P+P,+Q+ A+B+C =0
o —_
= =T
0
B R R +A+B+C=0
2 [Rer —S 4
z s + B : ph o 5 ( treba uravnoteziti 1 poznatu silu R i
45" ™ 3 nepoznate 4,B i C)
2124 SPe  [xe

[LCulmannova metoda je graficka metoda koja uravnotezZuje 4 sile u ravnini

[prvo nademo rezultantu vanjskog djelovanja

Suimanov R = p+P, + 0 injezin poloZaj na tijelu

_H_ -
) 5 [ Hobili smo 4 sile i trazimo gdje se sijeku 2 i 2 sile
A+B + C+R=0
R, R,. = dobili smo dvije nove sile koje ée
biti u ravnotezi samo onda ako se nalaze na istom pravcu

A
B
RCL 4 —py=  (Culmannovem o) \6an g A Mierilo sila 1cm =40 kN
}t AB pravcu ), ako su
c

-H"'-}g\

istog intenziteta, a Fraka
suprotnog smjera. WErZNog
= rezultantu R nademo pomocu poligona sila poligona

F—0—PF
= polozaj R nalazimo pomoc¢u veriznog
poligona

pol veriznog poligona
odredimo proizvoling

P+0+P =R Re+a
1+2+ (-2+43)+ (3+4) = 1+4
—— NN —— A
a
f)l Q f)z R Ll 'Y
-~ _ B
Rr+c= RB+a
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Zrake veriznog poligona su djelomi¢ne rezultante

na plan sila "prenesemo” zrake veriznog poligona .
Ako spojimo prvu i zadnju zraku ( 14 ) dobijemo toCku kroz koju prolazi R
= odredim to¢ke Culmannovog pravca ( sjeciste aib te Ric )i povu¢emo pravac

= "vratimo" se u poligon sila i radimo zatvoreni poligon
P+P +Q+ A+B+C =0

OCITAMO: R = 3,7 cm = 148 kN Skica stvarnog djelovanja
A=15cm =60 kN
B=3,3cm= 132 kN
C=4,1cm = 164 kN

e
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Zadatak 13: (Culmannova metoda)
(jos malo nezgodniji od prethodnog zadatka)

Isto optereéenje kao u prethodnom zadatku samo je dodan jo§ koncentrirani moment M.

1
a9 Q = 15 KN/m = Q = 90 kN
l‘lr)gl ¥ H"’"’ yyy P1 =60 kN
| 1 P>=90 kN
| NQ M = 330 kNm
|
|
' R
1
TYM_ 4 x o
H weriZni poligon
/ N P2 Foligon
= sila

._

Rjesenje: prvo nademo R pomocu poligona sila

M;j. Sila 1cm : 37 kN

Oc¢itamo : R=4 cm = 148 kN

» nakon toga moramo translatirati R tako da ponistimo moment M .( redukcija sile na to¢ku )

novi poloZa]
rezultante

L |
I
I

M=R-d
d =M =339 _530m ,
R 148 Al ,
o B [b
CF;’ RJ'U'R
3 C

= kad smo nasli novi polozaj R radimo Culmannov postupak kao u prethodnom
zadatku R+A+B+C =0
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Zadatak 14: (Culmannova metoda)

Na pravcima a, b, ¢ odrediti koncentrirane sile A, B i C, tako da sustav bude u ravnotezi. Zadatak rijeSiti

grafickim postupkom.
|

P, =80 kN
Q P,=60 kN
g =30 kN/m
. | > Q(gx1)=120 kN
S q y
| BT EEE %
~
+
~ P d
~ aJ
P- . . !
‘ ~
™~ N £
~ N <
o 2
~
| _ 1 _ _ _ _ _ e
~
| ~ 2
~
| ~
Y 1M 7 M 7 Am : £m »
8m

Trazimo zadovoljenje uvjeta ravnoteze :
P +P,+Q+A+B+C=0
R+A+B+C=0
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Coulmannova metoda (graficko uravnotezenje 4 sile u ravnini.)

1.) traZimo rezultantu vanjskog djelovanja : R =P, +P, +Q

mjerilo SILA izaberemo 1 cm :: 40 kN

. pol O odabiremo proizvoljno
. zrake veriznog poligona su djelomicne rezultante
. svaka zadana sila je projicirana na dvije "zrake"

2.) trazimo polozaj rezultante vanjskog djelovanja

. iz plana sila dobivene zrake nanosimo (paralelno) na plan poloZaja
. izmedu dvije zrake imamo istu silu kao i na planu sila
. spojimo prvu i zadnji pravac dobijemo toCku kroz koju prolazi Rezultanta
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3.) konstrukcija Culmannovog pravca /

R/
|
|
|
I
/
/
a I
S~ r
C, P o~ i i i —
\ N N
R+A+ B+C =0 o~
?,_/ _ — ‘
RRB RAC =0
= dvije sile su u ravnotezi ako leze na istom pravcu, iste su

veli¢ine, a suprotnog smjera

toCka sjecista pravca sile R i pravca b, spajamo s to¢kom sjeciSta pravaca a i c,
te dvije toCke definiraju Culmannov pravac

4.) ocitavanje trazenih veli¢ina

56
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. rezultanti R poznajemo smjer i veli€inu te smjerove pravacaa, bic

. rezultanta R zajedno sa pravcem b i daje rezultantu sila Ri B

. okrenemo smjer rezultante i nanosimo iz vrhova pravce ai c
OCITAMO :

R=5.7cm =230,0 kN
A=2.9cm=256,0 kN
B =6.4 cm = 255,0 kN
C=6.4cm=120,0 kN

* pogledati zatvoren poligon sila

Skica rjeSenja :

A

Nije potrebno raditi pojedinacno svaku sliku, veé se sve moze napraviti na jednoj.
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Zadatak 15: ( Culmannova metoda)

Isto optereéenje kao u prethodnom zadatku samo imamo koncentrirani moment M koji djeluje na sustav :
|

'Q

b b | q
- | BRI ENEEEY 4%
S
SN P |
AT |
| . ﬁq
Cfififffffff\f\fffff\
| f\M, oo ]
\ J -

|
2m

postupak je isti samo moramo u polozZaj rezultante unesti i promjenu od momenta.

Rjesenje:
M - M
M=Rxd => d=— ili M=Ryxx = X =—
R y
. rezultanta se pomakne za vrijednost d ili x

5 |

novi polozaj rezultantg R |

I

|

A |

/

i

I

I

Y

I

j

1

I

1

SI69) bl ’\M‘
1

<----
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Zadatak 16 : (Culmannova metoda)

Na pravcima a , b i ¢ odredite sile A , B i C tako da sustav bude u ravnotezi. Zadatak rijesiti grafickim

postupkom
b 1 ¢ 4
a B /ﬁ““ A N
i T - - 4
-
{J.P. 3 ~+ —
P2 — = — _R_H. Ep——
45
— ”
/ -~
: 212

g:15kN/m=> Q=15x%x6 =90 kN

P1= 60 kN
P>, =90k N
Rjesenje:

1. Nademo rezultantu R
2. Polozaj rezultante R na tijelu
3. Culmannov pravac

Ocitamo :

R=7,7cm = 154 kN

A =3,4cm = 68 kN

B=6,6cm=-132 kN

C=8,2cm = 164 kN
Skica stvarnog djelovanja

P/

A,
Al 68 kN
B | 132 kN
c | 164 kN

T—
T
e

-
————éﬂ-‘——

POLIGON SILA
Q

Zraka veriZnog
poligona

i
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Zadatak 17: (Culmannova metoda)

Isto opterecenje kao u prethodnom zadatku samo je dodan jo§ koncentrirani moment M.

g=15kN/m=>Q=15x6 =90 kN

M P,= 60 kN
/ P, = 90 kN
1 M = 330 kNm
H"‘“—a
R _ R
¥ g
—
= R
v [+ I X
—]
<

—
A

Rjesenje:* Prvo nademo R pomocu poligona sila

Mj. sila1 cm = 20 kN

a

novi polozaj rezuttarte * Nakon Sto smo nasli R trebamo ju translatirati tako da
17" ponistimo moment M = 330 kNm .(franslacija prema
gore da dobijemo negativan moment)

( redukcija sile na toCku )

= Kada smo nasli novi polozaj R radimo Culmannov postupak kao u prethodnom zadatku .

R+A+B+C =0

1.DIO 60



ZADACI ZA VJEZBU

ZADATAK 18:

Graficki i racunski nac¢i rezultantu R te sile A, B i C koje se nalaze na pravcima a, b i ¢ i sa zadanim

opterec¢enjem €ine ravnotezu .

g=25kN/m = Q=4 x25=100 kN

4 =-100 kN

a , P= 120 kN
q : 2
P C i _1 1.) Analitiéko rje$enje
b ! 1 * RezultantaR R, =P =120 kN
""" — <o i
¢ ——p

R =,/120> +100° = 156,2 kN

-h_ ----------- -(I)—- -
4 a > 1 gMg=o
q | 7y -P-1+A-4+Q-2=0 =A=-20kN
5 it 5 My =0
P | |1 P3-Bava2=0 =B=140kn
N cl
b E 1 2y =0
__.4_____4__-__--.10- A cC-Q=0 = C=100kN
|A Ll
| | KONTROLA! Y x=0 -A-B+P=0
-(-20) — 140 +120 = 0
A A 20 kN
Skica stvarnog djelovanja: ‘|‘C B | 140 kN
B ! C [ 100 kN
2.) Graficko rjesenje M,j.sila 1cm :: 40 kN
0 Ogitano :

R =3,9cm = 156 kN
A=05cm = -20 kN
B =3,5cm = 140 kN
C=2,5cm =100 kN
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ZADATAK 19:

Za zadano opterecenje P i q potrebno je odrediti: rezultantu R te sile A, B i C na pravcima a, b i ¢ koje ¢e sa
zadanim optereéenjem (P i q) €initi ravnotezu zadanog sustava! Zadatak rijesiti analitickim i grafickim
postupkom.

a
______________ NS
q=40.00 ! “
| I~
b Ok
=150, c'
5 r
!| 2.00 |- 2.00 |- 2.00 | 4.00 |
Al 1
A
4__
Rjesenje: mﬁ—]’—"m
R=219.3 kN; TC
A=150kN; B=84,5kN; C=75,5kN
B
Graficko rjesenje
H a
5 SR e e e e oo N
N o
AN g=40.00 |,
. cp™- g
Tl L ,|_
.\ \ : 1 _:
b i / ‘o \\ : 0 ' C D
X R 'S \! . e
1 L : : _T
! SoN g
| \.\
| N e
i 2.00 |- 2.00 |- 2.00 | 4.00 3\\
A 4l 1 7] ‘R
Mj. sila 1cm::50 kN '~
P ~. 4
\ ‘\.\ J N
N N i
AN AN \'\.
\ \\ u\.\
o N A
R R 4

Oc¢itano:

R= 4,4 cm =R= 220 kN; A=3 cm =150 kN; B=1,7 cm =85 kN; C=1,5 cm =75kN
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ZADACI ZA VJEZBU

ZADATAK 20:

Za zadano opterecenje P i q potrebno je odrediti: rezultantu R te sile A, B i C na pravcima a, b i ¢ koje ¢e sa
zadanim optereéenjem (P i q) Ciniti ravnotezu zadanog sustava! Zadatak rijesiti analitickim i grafickim

postupkom.
I ]
g' [~
c ok
o |
[} 1
o B
b "k
______________ -
L 2. [, 2.00 6.00
A 7
Rjesenje: 4
R=155,2 kN —E
A=115kN; B=155 kN; C=150 kN ¥
: C
B
Grafi¢ko rjesenje:
Mjerilo sila 1cm ::20kN = o¢€itano:
R=7,8 cm =156 kN _ N _
A=5,8 cm =116 kN \ < -
) ﬁ.
B=7,8 cm =156 kN N C
Ce7,5cm = 150 kN ‘\ \
\
a >\ ‘\
""" ey B N AN
—— ) — — _> .
\N \\ g \ N
\%‘ “\ Q A'\— \\ N
N
\ s e |0
§ \‘ \\CP E c CP
LE oy S N \
s ) S LR N
g' \ \\ E A?
o “ ok
4 - .. r \
|, 2.00 | 2.00 | 6.00 e
7 7
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ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 21:
Za zadano opterecenje potrebno je na pravcima a, b i ¢ odrediti sile A, B i C koje Ce tijelo drzati u ravnotezi .
! +
. ¥ q 1B
A i (3
g=20kN/m= Q=20x4 =80kN
C P1= 100 kN
= M =320 kNm

c C 7,

©2 2 4

Rjesenje:

1. Pretpostavimo smjerove sila A, Bi C
2. Projiciramo silu P

P,=P-cos45° =70,71 kN P‘}.ﬂ’m
Py=P-sin45° = 70,71 kN r—

R
3. Nademo rezultantu R
> Px=R« =>R«=70,71kN; > Py=Ry =-Q-Py=Ry= Ry=150,71 kN

R= /R’ +Ry2 = 166,47 kN

4. PiSemo jednadzbe ravnoteze } x=0;3>y=0;> Mp=0
ZM(1)=0
-Py-2-Px-2-M-Q-6+B-8=0 = B =135,355kN

2y=0
C+Py=0 =C=-P,=-70,71 kN
>x=0

A+B-P,-Q=0 = A=15,355kN
KONTROLA!

3 M(2)= 0
“A-8-M+C-4+P,-2+P,-6+Q-2=0

Skica
A B A 115,355 kN
B 135,355 kN
70,71 kN
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ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 22:

Za zadano opterecenje potrebno je na pravcima a, b i ¢ odrediti sile A, B i C koje Ce tijelo drzati u ravnotezi .

g=25kN/m= Q=25x4 =100 kN

P P= 100 kN
N l M CT M = 400 kNm

4?:

b
w

! Rjesenje:
<t 1. Nademo rezultantu R

| Rx=Q =100 kN
A, a |® | ,x R=-P=-100kN
3 |

1

|

|

I

o [BEdiddd

W o

R= ,/100* +100° = 141,4 kN

2. Pretpostavimo smjerove sila A, Bi C

T

7

3. Projiciramo silu B
Bx=0,7071B
By, =0,7071B o

4. PiSemo jednadzbe ravnoteze > x=0;>y=0; Mn)=0
>x=0 Q+A-By=0 = 2nepoznanice
Yy=0 -P+By+C=0 = 2nepoznanice
= Trazimo toCke u kojima ¢e se pojaviti samo jedna nepoznanica — trazimo Ritterove tocke
koordinate toCaka
A=x=10m,y=-6m

B=x=10m,y=0m
C=x=4m, y=0m

> Ma=0 P-8-A"6-Q-(2+6)+M=0 = A =66,67 kN
> Mg =0 B,-10+B,-4-Q-2+P-8+M=0 = B=235,70 kN
Bx= By = 166,67 kN
> Me=0 P-2-Q-2+M+C-6=0 = C=-66,67 kN
KONTROLA! X x=0 -Bx+Q+A=0; -166,67 + 100 + 66,67 =0
>y=0 By-P+C=0; 166,67 - 100 - 66,67 =0
Skiea B Ci A | 66,67 kN
\ 1 B | 235,70 kN
—=A C | 66,67 kN
1. DIO
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ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 23:

Zadano tijelo treba uravnoteziti silama A, B i C na pravcimaa, bic.

a ml/_‘\;'&* P D] L g=10kNm= Q=10x13 =130 kN

2 q , Pi=50kN
Edsssdddsdddsdl i iy |© P, =50kN
c M = 20 kNm

R ot __2

b/ B, 2

[ 3 [ 5 1 5 |<:i:>
Rjesenje:

Jednadzbe ravnoteze :

2y=0 C-q-13-P, =0 = C=180kN

2 Mxn=0
P1-2+A-6+M+P,-5+q-13:-65=0 = A=-169,2kN
>x=0 AA+B+P;y =0 = B=-219,2 kN

KONTROLA !
2 Miz=0
20+P1-4+P,-5+Q-65+B-6=0 zadovoljava
Skica 5 - A | 169,2 kN
4] B |219,2 kN
B.Z C | 180 kN
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ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 24:

Zadano tijelo u ravnini uravnoteziti silama A i B na pravcima a i b te momentom M¢ u tocki C.

lp Mc
O

Rjesenje:

f=20kN/m=F=f-1=20- 8,485 = 169,7 kN

Q=10x%x5 =50kN

P= 100 kN

M =200 kNm

2x=0 B+Fy =0 = B=-120 kN

2y=0 -Q+F,—P+A=0 = A=30kN

F,

—
F
4

>Meg=0 -Mc+P-4+Q-13+M+B-6-F,-8-A-18=0 = Mc=-970 kNm

KONTROLA'!
> M#y=0
-A-10+M+Q-5-P-4-Mc+B-6=0 zadovoljava
Skica
A Mc A | 30kN
I t) B | 120 kN
Bd Mc| 970 kNm
1.DIO
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ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 25: (primjer ispitnog zadatka 31. 1. 2006.)

Zadano tijelo u ravnini uravnotezite silama A, B na pravcima "a” i "b" te momentom Mg u tocki B.

¢ =
________ S
f =10kN /m
-9
g
g=30.00
M=200.00
(F"_\}
’, L
a0 - S
e I
; H
o N
© o
o |
e
b 1
i
B.¥ 0,=qU=203=100kN  §_
|2.00}, 3.00 Ly 2.00 | 2.00 |,

1 1 4 /1

(dimenzije u metrima)

& — — — — — o A=80KN
Q2y \\\

Q2x

I

I

M, = 750kNm
I
13 = 160kN
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ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 26: (primjer ispitnog zadatka 14. 11. 2005.)

Zadano tijelo u ravnini uravnoteziti silama na pravcu "a’i na pravcu "b’'te momentom M¢ u toc¢ki "C".

f =20kN /m e,

| 2 L"T
q =20kN /m w
0,=ql= M =100kNm |3

1

*\ 10 05 = 50kN < ™ :

\ 2\ | 2

1
L
P =100 kN =

a

—————————————————— LT

L 4.00 [ 2.00 |, 2.00 |

4l 1 1 1

(dimenzije u metrima)
RjesSenje:
\\QZ
Q2y \\\
(Q2x=q2:ly=10-3=30 kN;
Oo. Q2y=02'1x=10-4=40 kN 1M
b M . = 60kNm
l B =60kN
A=50kN
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2. DIO - primjeri i zadaci za 2. kolokvij

2.DIO

70



STATIKA STAPNIH SUSTAVA

STATIKA STAPNIH SUSTAVA

Stap je tijelo s jednom istaknutom dimenzijom (jedna dimenzija je znatno veca
od druge dvije) :
1>>b ravnina presjeka

1>>h Xy

popreéni presjek

L L1111 J y

7777777777777777777777777777 —»

X

\-V Ll
- mi Stap prikazujemo samo jednom dimenzijom (I) tj. crtamo samo njegovu
0s, a sve opterecenje se nalazi u ravnini x-y.

;y
Q X
UNUTARNJE SILE STAPA e

U analizi unutarnjih sila pretpostavljamo Stap u ravnotezi i rastavlamo ga na dva
dijela. Tako rastavljeni Stap viSe nije u ravnotezi te mi trazimo sile koje ¢e uravnoteziti
stap, tj. trazimo unutarnje sile.

N \RA
N7
.
o
M — moment savijanja )

T — poprec¢na sila(transverzalna)

N — uzduzna sila(normalna)
(smjerovi u kojim su definirane karakteristike materijala)

Prema Ill. Newtonovom zakonu akcije i reakcije djelovanja unutarnjih sila na oba
dijela moraju biti jednaka.

Unutarnje sile zamjenjuju odbaceni dio Stapa tj. uravnotezuju dio Stapa koji
promatramo.
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STATIKA STAPNIH SUSTAVA

KONVENCIJE PREDZNAKA :

EEEEEEE N N — je pozitivan ako izlazi iz $tapa tj. sila je vlaCna
T
1] T — je pozitivan ako N zarotiramo u smjeru kazaljke
| na satu
T
M
:} M — je pozitivan na vla¢noj strani (vlacna strana ce
' biti objasnjena u zadacima)

Postavljamo jednadzbe ravnoteze iz kojih raGunamo unutarnje sile:
Zx =0 = N
Zy =0 >T
dYM=0 S>M

Objasnjenje predznaka unutarnjih sila:

Zamislimo na kraju naSeg poprec¢nog presjeka krutu ploCicu oprugama vezanu za
promatrani presjek Stapa. M

Primjer djelovanja momenta savijanja \

8), =0 =)

Ako plocicu rotiramo u smjeru pretpostavljenog momenta (u prikazanom primjeru
suprotno od smjera kazaljke na satu), vidjet éemo da se donja opruga isteze — znadi
u donjoj zoni nasSeg Stapa djeluje vlaéno naprezanje, dok se gornja opruga skracuje
— znaci u gornjoj zoni Stapa djeluje tlacno naprezanje.

AN

78)
Ako plocicu rotiramo u smjeru pretpostavljenog momenta (u smjeru kazaljke na satu),
vidjet éemo da se sada gornja opruga isteze — znaci u gornjoj zoni naseg Stapa

djeluje vlaéno naprezanje, dok se donja opruga skracuje — znaci u donjoj zoni Stapa
djeluje tlaCno naprezanje.

M
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STATIKA STAPNIH SUSTAVA

Primjer djelovanja uzduzne sile

Ako uzduzna sila djeluje iz presjeka (Stapa), imamo djelovanje pozitivhe uzduzne
sile. Vidimo da Ce se opruge rastezati, $to znaci da u nasem presjeku (Stapu) djeluje

vlaéno naprezanje.
N AVAVAVAN

Ako uzduzna sila djeluje prema presjeku (Stapu), imamo djelovanje negativne
uzduzne sile. Vidimo da ¢e se opruge stisnuti, $to znaci da u naSem presjeku (Stapu)
djeluje tlaéno naprezanije.

Unutarnje sile raCunamo u karakteristicnim presjecima :

* sustav mozemo presjeci bilo gdje P .
tj. gdje god nam je potrebno I M

* unutarnje sile mozemo racunati na Py kT{\ ’l
oba dijela i pokazati da rjeSenja oba :
sustava moraju biti ista.

» kada izraCunamo sve potrebne sile S
mozemo crtati dijagrame.

« karakteristi¢ni presjeci su: -
- pocetak i kraj Stapa, promjena smjera Stapa
- pocCetak i kraj kontinuiranog opterecenja
- ispred i iza djelovanja koncentrirane sile i koncentriranog momenta

Izmedu karakteristicnih toCaka koristimo diferencijalne odnose.

Diferencijalni odnosi za crtanje dijagrama :

dM dT
(x) _ (x) _
— W - —_
dx * dx )
dzM(X) dN(X)
dx? k) dx =
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STATIKA STAPNIH SUSTAVA

primjeri optereéenja i unutarnjih sila:

stup

tlo

Db I
; S

greda
T2 IRTTRRR22L

____________________ ]

S LT ~—__deformacija

el (o

donja strana je vlacna

momentni dijagram --- NEMA predznak
ovdje ga crtamo ga na DONJOJ strani

konzola — balkon

l vlacna -+~ strana gore

momentni dijagramecrtamo
na vlacnoj, GORNJOJstrani
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

ODREDIVANJE | CRTANJE DIJAGRAMA UNUTARNUJIH SILA

Primjer 1: koncentrirana sila

Za uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih sila M, T i N.

Pretpostavljeni smjerovi :

100 kN y @
;
2|3 4 M
X
50kN | 1 2 50 kN - sile koje djeluju na $tap su u
ravnotezi.

2,0 2,0

Proracun unutarnjih sila:

Presjek 1-1
1
1 4
M M1 WT 23 4
‘; N1 100 kN
N+ - \\J

50kN 7T 1 23 4 1 50 kN

"

lijevi dio desni dio
ZX =0 N++0=0 N.=0 -N4+0=0 N.=0
Zy =0 50-T4=0; T4=50kN 50-100+T4=0 ; T4=50kN
ZM =0 -50x0+M4=0; M41=0 50%x4-100%2-M4=0; M4=0
Presjek 2-2
23
1 2 M2 Msz‘ 4
‘\ N2 /’H 100 kN

| —

50kN i1 ) T2 2.:3 4 1 50 kN
lijevi dio desni dio

ZX =0 N»+0=0 N.=0 N»,+0=0 N.=0
Zy =0 50-T»=0; T2=50 kN 50-100+T,=0 ; T2=50 kN

ZM =0 -50%2+M>=0; M2=100 kNm 50%2-100%0-M2=0; M2=100 kNm

e pokazano je da raCunajuci s obje strane unutarnje sile su iste za isti poprecni
presjek
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Presjek 3-3 y 2 3
100 kN J Ms
50 kN | 1 Ts
2 3
ZX =0 N3+0=0 Ns=0
Zy =0 50-100-T3=0 ; T;=-50 kN
ZM =0 -50%x2+M3=0; M3=100 kNm
1 100 kN
3 4
M4
™~ _
o
Presjek 4-4 son | 1 3 Ta
4.
ZX =0 N4+0=0 N4=0
Zy =0 50-100-T4=0 ; T4=-50 kN
ZM =0 -50%x4+100%x2+M4=0; M4=0

e lakSe bi bilo da smo presjeke 3-3, 4-4 raCunali s lijeve strane (manje posla)

Dijagrami :
M
0 0
& Q+ _ | ~ Iy
100 lom
T
50 N
X
\ @ 50
skok / \
skok
N
0 0

am, _ . 100-0 _ .
- =T = 5 =50 kN nagibt, B\
M, 7 = 0_2100 =50 kN nagib t4A

dx

M dijagram - linearan
- crta se na ’vlaénoj strani”’
- crta se bez predznaka

- lom u dijagramu zbog sile

[\l/ /T\ kut a<180° ]

T dijagram - konstantan
- crta se + = gore

- = dolje
- crta se s predznacima

- skok u dijagramu za iznos i
smjer koncentrirane sile

N dijagram
- nemamo uzduznih sila

- crta se + = gore
- = dolje

(T i N kako dobijemo rezultat
samo crtamo + gore — dolje)
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Primjer 2: kontinuirano optereéenje

Za uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih sila M, T i N.
| Q=gxI

TS NN N

qxli2 |. 1 ) 5 | T2 - sile koje djeluju na Stap su u
| ravnotezi.

g = 10kN/m; I=5m
> Q=50kN gx1/2=25kN

Prora¢un unutarnjih sila:

Presjek 1-1 "

N1
112
gxl/ T

* kod rjeSavanja paralelno se rjesavalo

opcim brojevima i konkretnim brojevima
ZX =0 N.+0=0 N.=0 ; N.+0=0 N.=0
Zy =0 gx1/2-T4=0 ; T=qgxl1/2 ; 10x5/2-T41=0 ; T4=25kN
ZM =0 -qxI/2x0+M4=0; M=0 ; -qxl/2x0+M4=0; M1=0 kNm
2
Presjek 2-2
R “{"2 (osim u karakteristicnim tockama
™ N2
qxl/2 1 \2% maksimume moZemo traZiti u toCckama gdje

ocekujemo najvece vrijednosti sila, a to je u

naSem slucaju presjek 2-2)

3 x=0 N,+0=0 N=0 ; N,+0=0 N,=0 kN
Sy=0  qxli2-qxl/2-T,=0 ; T,=0 ; 25-25-T,=0; T,=0 kN
SIM=0  -qei2xi2+qxi2xli4+M,=0;  My=qxIZ[8;  25x2.5+25x1.25+M,=0;M,=31.2kNm
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Presjek 3-3 1 2 . Mo
llllllllllllllllll\;N
qxI/2 \V
1 2 3vTs
ZX =0 Ns+0=0 N5;=0 ;N3+0=0 N5;=0
Zy =0 gx1/2-gxI-T5=0 ; T3=-qx1/2 ;10%5/2-10x5-T3=0 ; T3=-25kN

> M=0 -gxl2x1+gxIxl/2+M3=0;  M3=0  ;-10x5/2x5+10x5%x5/2+M3=0 M3=0
Presjek x-x x
M - mozemo traziti vrijednosti unutarnjih
T sila na bilo kojoj udaljenosti x.
VNX
qxli2 \H
Zy =0 gx1/2-gxx-Tx=0 ; Tx= gxl/2-gxx (jednadzba pravca)

> M=0

Dijagrami :

-gx1/2xx+qxxxx/2+M,=0;

M,=- qxx?/2 + qxIxx/2 (jednadzba parabole)

- kontinurirano optereéenje daje momentni dijagram u obliku parabole
- nultocka poprecnih sila - gdje je tangenta u momentnom dijagramu horizontalna

popreé€na sila =0 ( M, =0)
dx

qx1°

qaxl/2
(25)

Konstrukcija dijagrama:

- nanosimo dvije vrijednosti
momenta mg u sredini raspona
okomito na os nosaca (kao da
imamo Q silu mg = qxI%/8)

- povlacimo prve dvije tangente t; i
to

- povlacimo tangentu t; paralelnu sa
zaklju€nom linijom (ovdje s osi
Stapa)

- konstruiramo pomocne tangente
za parabolu

- parabola ima "trbuh" u smjeru
djelovanja opterecenja

- kontinurirano optereéenje daje
dijagram poprec¢nih u obliku
pravca

- nemamo uzduznih sila
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

ODREDIVANJE MAKSIMALNE VRIJEDNOSTI MOMENTA
(molim ne preskociti, poneki puta se zbog toga pada na ispitu)

Vrijednost maksimalnog momenta odredujemo iz uvjeta da je poprecna sila na
tom mjestu jednaka nuli, tj T,=0.

U nasem sluéaju to zna¢i da nam je na mjestu t; (horizontalna tangenta)
poprecna sila nula, a istovremeno vrijednost momenta maksimalna.

X max ?
Diferencijalni odnosi: M .
gxI’
2 x
dM S
— = x 8 -axl. T, R 2xqx12/8
dx 1 2 S 2x32.1
2 \ ) o ~
gx!
dT 0-
() — _ 2 __
dx q(x) ] 9x) T
2

5 m
25
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Primjer 3: koncentrirani moment

Za uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih sila M, T i N.

1

Proracun unutarnjih sila:

Presjek 1-1

ZXZO
2.y=0
> M=0

Presjek 2-2

ZXZO
2. y=0
> M=0

Presjek 3-3

ZXZO
2.y=0
> M=0

Presjek 4-4

23 4
-« 300 kNm
100 kN" 1 2.3 4
3.0
N4+0=0 N.=0
-100-T4=0 ; T1=-100kN
100x0+M=0; M4=0
N»>+0=0 N,=0
-100-T»=0 ; T,=-100 kN
100%1.5+M»=0; M2=-150 kNm
Ns+0=0 N5;=0
-100-T3=0 ; T3=-100 kN

100%1.5-300+M3=0; M3=150 kNm

100 kN

1
M
\ ) N+
100 kN T
1
1 .
2*\/'2
1 T2
100 kN !
1 2 3
Ms
300 kNm O\
l N3
100 kN 1 2175

2.3 4 Ta
~« 300 kNm ‘\Mi Na M
o W N4
100 kNY: 1 2:3 . Ta 4 11100 kN
lijevo desno
N4+0=0 N4=0 N4+0=0 N4=0
-100-T4=0; T4=-100 kN 100+T4=0; T4=-100 kN

100%3-300+M4=0; M4=0

100%0-M4=0; M4s=0

racunamo kako nam je lakSe
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Dijagrami:
150
M
/l
\ 0
0 Wy
150
T
100 100
N
0 0

dodatni primjer:
»—, 150 kNm

50 kN

150

50

- skok u momentnom
dijagramu zbog
koncetriranog momenta
- skok u smijeru strijelice
- nagibi tangente isti

- poprecéna sila je negativna
na cijelom Stapu (kako gledaju
sile)

- nemamo uzduznih sila

50 kN

50
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UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Primjer 4: kontinuirano opterec¢enje u smjeru uzduzne osi Stapa

Za uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih sila M, T i N.

1

: f = 20kN/m 2
40 kN
1 2
2,0
Proraéun unutarnjih sila:
Presjek 1-1
1
>x=0  Ni#+0=0 N1=0 M
Yy=0  0-T4=0; T4=0 $ "
Ta
ZM =0 0+M4=0; M4.=0 ’
Presjek 2-2
Z x=0 No+fx2=0 N.=-40 kN ! £ = 20kN/m 21‘\M2
ZY =0 0-T>=0; T2=0 . \V " N:
dDM=0  0+My=0; M= 0 1 T
2
Dijagrami :
M
- nemamo momenata
0 0 (opterecenje u smjeru osi
ne doprinosi momentnom
T dijagramu)
- nemamo poprecnih sila
0 0 (opterecenje u smjeru osi
ne doprinosi momentnom
dijagramu)
N

5 W - kontinuirano opterecenje
0 u smjeru osi Stapa daje
linearan dijagram

uzduznih sila

dN -
~=—f —ﬂ=+20kN/m
dx ’ 2
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Zadatak 27:

Za zadani uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih sila M, T i N te vrijednost
maksimalnog momenta savijanja M,ax.

K Q 2 3
| q=20 kN/m

\ ! !
84kN| | | 36kN

6.0 4,0

Postupak:
3 karakteristi¢na presjeka

q=20kN/m - Q =206 =120kN

Pr. 1.
2x=¢
2y=¢@
84-T,=¢ T1=84kN
84kN ZM(l):(L—»MIZO
Pr. 2
g=20 kN/m ‘M
T T T T T T T T N,
\4TZ
84kN |
ZX:(&HNZZO ZM(2)=¢
2y=¢ - 84-qlo=¢ M,-84B+q63 =g
T2= 84-120= -36kN M, =846 -120 3 = 144kNm
Pr.3.
| Zx:¢_,N3:()

Sy=@ - T,+36 =@ - T, = —36kN
ZM3:¢—>M3:O
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q=20 kN/m
RN
84kN 36kN
6,0 4,0
()
L R v | b
£ <
= 3
R \74/\\\ RiESNNR b zakljuéna linija
S B \ nema loma
e AN
> amM
Mo S * = Tx =0
t dx
84KkN t
@
I
W 36kN T 36KkN
0
g@* 2006 . -
m, = S = e = 90kNm t Il sa zakljucnom linijom
+90+90 -
T :72 903 90 0=84kN
- +90+
dMx . T, = 144 - (72 +90 +90) — 36kN
dx 3
T, = 0-144 — 36kN
4
- na mjestu gdje je Tx=0 — imamo My, 1!

- to€an polozajodredimo iz T,=0 - Tx=84-qX=0 - x=4.2m

2
M, =84132 -2 - 196 dinm
ﬂ:_qx ﬂ:—z()k]v/m
dx 6
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Zadatak 28:

Za zadani uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih silaM, T i N.

P=100kn

I £=20kN/m 2 4 15
T | 111 | 80KN
| | |1 |

25kN‘ ‘ y ‘ 75kN

4,0 2,0 2.0

Postupak:
5 karakteristi¢nih presjeka
Pr. 1.
‘1
>x=0 N4=0 M
y=0 25-T+=0 ‘ 1
T+=25kN 25N
ZM1= 0 M1= 0
Pr. 2. . 2
| M, N
2x=0 No+f (4=0 - N2=-80kN CF : :%Tz
Sy=0 25-T,=0 -  T,=25kN o
My=0 Mx-25#=0 - M;=100kNm
Pr. 3. 3
! LN,
>x=0 Nz+f (4=0 - N3=-80kN 2540 o » ‘L%
Sy=0 25-T3=0 - T3=25kN ' J
M3=0 M3-25[6=0 - M3=150kNm
Pr. 4.
>x=0 -N4-80=0 - N4=-80kN 4 5
Sy=0 T4+75=0 - T4=-75kN . | 8OKN
SMy=0 -M4+75[R2=0 - My=150kNm o \
4 | . | 75kN
- kontrola! M4 = M3
Pr.5. 5
>x=0 -N5-80=0 - Ns=-80kN M,
Sy=0 Ts+75=0 - Ts=-75kN Ns 80KN
SMs=0 - Ms=0 Ts 1 75kN
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25kN

25

f=20kN/m

- - T - - - ———

80kN

-

4,0 2,0

2,0

100

/

nema loma

150

25

75

f -

dMx
dx

nema utjecaja na momentni dijagram

=Tx

150

Tg :T2 :T1 :?:ZSkN

75kN

75

80
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Zadatak 29:

Za zadani uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih silaM, T i N.

125kN
I, 3
tgp=-===0,75
) ) eC ay
//"‘G*"\\ )
o
cos B :l7x
120kN B l
35kN 4.0 sin,B =%

Postupak:

q, iq Q=ql

o 0=0Busf=qlrk=q0,

/
%B 0.=0Binf=q01 =40,

- kod kontinuiranog opterec¢enja koje djeluje okomito na os koso
polozenog tijela dobro je projicirati opterecenje u smjeru globalnih osi x iy, .
Q na - Qi Qy. Zamjenu izvodimo u teziStu djelovanja opterecenja.

~ Q)

Q q Q=qU=qQI> +I’ =403/4” +37 = 4005 = 200kN
h 0, =q, =403 = 160kN
0, =q0, =403 =120kN
ili
b 0, = QTeos B=2000.8 = 160kN
0, =0 Bin B =20000.6 = 120kN
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Presjek 1.
>Xx=0 - N+ T1x=120=0
> N4 i T1 nepoznate
Zy= 0 - N1y-T1y +35=0
ili projiciramo sile Vi Hu smjerusilaNi T !
Vi
Vn =V Binld Hn = H Ctos
V N HN H N
T .
V+ =V [kosh Hr = H [Bink
v, H
PT
35
Py P
Pn 120
>T=0 SN=0
-T1 +35 [LosR +120 [5inR = 0 N4 +35 [inR -120 [tosRk = 0
T,=35 [0,8 + 120 [D,6 =100kN N1=-35 [D,6 + 120 [D,8=75kN

ZM(1)= 0 - M1 =0

Presjek 2.
2
8 P Pt =P [tosR = 125 [0,8= 100kN
2 . 125
NG 125 5 Py = P [5ink = 125 [0,6= 75kN
N
2T=0 ZN=0 ZM(2)= 0 - Mz =0
T,+Pr=0 N2 —Pn=0
T2=-100kN N2 = 75kN

Pogledajte zadatke za vjezbu (na kraju 2. dijela) kako vas ne bi
iznenadili kosi stapovi s horizontalnim ili vertikalnim optere¢enjima
na svojim krajevimall!!
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- znamo da je M - parabola, a kod kosog Stapa parabolu konstruiramo isto
kao i kod horizontalnog

- dijagram poprecnih sila je linearan, ali se pojavljuje i dijagram uzduznih sila
koji je konstantan

L~

2.DIO 89



UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Zadatak 30:

Za zadani uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih silaM, T i N.

3.0

Postupak:

* projiciramo sile na smjerove pogodne za crtanje dijagrama: u smjeru Stapa i okomito na
Stap

Qy
Qx

P1t,
,
,

A4 _
pi. | P1=156.25

tga :%:0.7530( =369°
cosa =0.8
sina = 0.6
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Q, =Qxsina =250 x 0.6 =150 kN
Q, =Qxcosa =250 x 0.8 =200 kN

P, =P xsino = 156.25 x 0.6 = 93.75 kN
P, =P xcosa = 156.25 x 0.8 = 125,0 kN

P,, =P, xcosa =150 x 0.8 = 120,0 kN
P, =P, xsina =150 x 0.6 = 90,0 kN

P, =P, xsina = 43.75 x 0.6 = 26,25 kN
P, =P, xcosa = 43.75 x 0.8 = 35,0 kN

Pn=93.75 ¢
\\ 7 P1t=125

~

4
./ P2=90

7

,Pa=35

~

a

"+ P:x=26.25
~
~ \P2n=120

- sile i Stapovi mogu biti zadani pod bilo kojim kutom, ali sve se opet svodi na

projiciranje sila na prikladne osi (najéeS¢e u smjeru Stapa i okomito na Stap)

2.DIO

91



UNUTARNJE SILE — ODREDIVANJE DIJAGRAMA

Presjek 1-1

Zx =0 N1-93.75=0
Zy:O 125-T1=0;

ZM =0 0+M4=0;

Presjek 2-2

Zx =0 -N2-26.25+120=0
Zy =0 35+90+T,=0 ;
dDM=0  0+M,=0;

Presjek x-x

- za ovaj slucaj mjesto maksimalnog momenta
je gdje je poprec€na sila jednaka 0, u I/2

uvjet > Tx=0

125-50xx-Tx=0 > x = 2.5m = [I/2]

P1=125
Pn=93.75 ¢
v /.
N.=93.75 kN Sk Me
T1=125 kN . N1
ST
M,=0 T
‘
,/ P2=90
M T2 /
N2=93-75 N2 2 //P3|=35
T2=-125 kN . Psn=26.25
2. s
M,=0 ~ _P2=120
KN
P1=125

4
/

/

Mx

Yx=0  Ne93.75=0 N,=93.75 kN N
Yy=0  125-T50x2.5=0; T,=0 kN T
YM=0  -125x2.5+50x2.5x1.25+M,=0; My=156.25 KNm

M

T

N

93.75
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Zadatak 31:

Za zadani uravnotezeni sustav odredite dijagrame unutarnjih silaM, T i N.

1

3 |9 ‘ 1
2 : ‘ 40 kN/m 8 ; 10‘ 50 kN/m
z »—200 kNm :25 kN :
-
50 kN 65 kN 5 ;
1 213 6 8 9 10 1

Postupak:
Proracun unutarnjih sila:

Presjek 1-1

Zx =0 N1-50=0
Zy =0 -T4+0=0;
ZM =0 M4+0=0;
Presjek 2-2

ZX =0 N2-50=0
Zy =0 -T,+0=0;
dDM=0  My+0=0;
Presjek 3-3

Zx =0 N3-50=0
Zy =0 -T3+65=0 ;
ZM =0 M3+0=0;
Presjek 4-4

ZX =0 N4-50=0
Zy =0 -T4+65=0 ;
D M=0  Mg65%1,0=0;
Presjek 5-5

Zx =0 N5-50=0
Zy =0 -T5+65=0 ;

> M=0

N;=50kN
T3=65kN
M3=0

N4=50kN
T4=65kN
M4=65kNm

N5=50kN
Ts=65kN

Ms-65%1,0+ 200=0; Ms=-135kNm

11 karakteristi€nih presjeka

M1
50 N+
T1
1
1
2 \MZ
~50 kN l ™ Nz
1 T2
2
1,0 ,
1
23
‘{/‘3
“50kN 65 kN\ﬁU ™ Ns
1 T3
1,0 2 3
1 .
23 4
‘{"4

~50 kN I65 KN W Ny
1 213 Ty
4.

45
200 kNm Ms
-t m ! ot
50 kN Is5 kN W Ns
1 2 1:3 Ts
4 5
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™ Ne

Presjek 6-6
! 2 3 45 6
Me
$x=0  Ng-50=0 Ne=50kN = ,200kNm ™
S0 kN 65 kN W
Dy=0  -Te+65=0; Te=65kN . alls ails T
ZM =0 Me-65%2,0+ 200=0; Me=-70kNm 6
1.0 1,0 1,0
Presjek 7-7 |
7
T 819 10 11
> x=0 -N7+50x1.0=0 N7=50kN N My W l . 50 kN/m
Yy=0  T72570; T,=25kN NS
YM=0  -Ms-25%1,0=0; M;=-25kNm o880 B
1,0 1,0 1,0
Presjek 8-8
8:9
T 10 11
>x=0  -Ng+50x1.0=0 Ng=50kN M H 50 kN/m
Ns. 25kN [ ]
> y=0 Tg-25=0; Ts=25kN 7
ZM =0 -Mg+0=0; Mg=0 8 9 10 11
Presjek 9-9
9
Sx=0  -Ngt50x1.0=0  Ng=50kN y A P s M
No
Zy =0 To+0=0; To=0 = \\/
ZM =0 -Mg+0=0:; My=0 9 10 11
1,0 1,0
Presjek 10-10 |
10
T1o
>x=0  -Ni+50x1.0=0  N4o=50kN M I 50KNm
Y e
ZY =0 T10+0=0 ; T10=0 N
DM=0  -M1+0=0; M+o=0 10 1"
Presjek 11-11
A1
ZX =0 -N11+50%0=0 N14=0 M T
Yy=0  T4+0=0; T11=0 N
ZMZO -M44+0=0; M41=0 11
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Dijagrami :
40 kN/m 50 kN/m
- ',\200 kNm l—l—l—l—ﬁ 25 kN ’—‘
50 kN 65 kN
135
70
25
0
M 0
65
65 65
%‘) 25 25
T
50 50

objasnjenje dijagrama :

N dijagram
- uzduzna sila moze biti tlacna ili vlacna.
- po konvenciji: vlana sila je pozitivha(+), a tlacna negativna(-)

tlacna(-)

vlaéna(+)

- pozitivne vrijednosti(+) crtamo gore, a negativne(-) dolje
- na dijagram N utjeCu samo uzduzna opterecenja (Pn i f (u smjeru osi Stapa)),
N dijagram je potpuno neovisan o dijagramima M i T

koncetrirana sila u smjeru osi Stapa Py — uzrokuje skok N u dijagramu, a
izmedu sila dijagram je konstantan

kontinuirano optere¢enje u smjeru osi Stapa — uzrokuje linearan pad ili rast
uzduZne sile ovisno o smjeru optereéenja.
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T dijagram

- poprecna sila moze biti pozitivna(+) ili negativna(-)

- pozitivne vrijednosti(+) crtamo gore, a negativne(-) dolje

- na dijagram T utjeCu samo poprec¢na opterecanja (Pt i q (okomito na os
Stapa)).

koncetrirana sila — uzrokuje skok u T dijagramu, izmedu je dijagram konstantan.

kontinuirano opterec¢enje — uzrokuje linearan pad ili rast popre¢ne sile ovisno o
smjeru opterecenja.

M dijagram

- pozitivne vrijednosti(+) M crtamo na vlaénoj strani (ne upisujemo predznak)
- nadijagram M utjeCu poprecna opterecenja i koncetrirani momenti(Priqi M).

koncetrirani moment — uzrokuje skok u M dijagramu, a izmedu sila dijagram je
linearan (nagib lijevo i desno od presjeka je jednak)

koncetrirana sila — uzrokuje ’lom” dijagrama, linearan pad ili rast dijagrama, a u
ovisnosti o veli€ini sile mijenja se nagib pravca (veca sila - strmiji
pravac)

kontinuirano optereé¢enje okomito na os stapa — daje parabolu u M dijagramu,
ovisno o veli€ini optere¢enja mijenjaju se karakteristike parabole.

opaska :
dijagrami
M T konstrukcija:

parabola linearan q

linearan konstantan Voo loi Ve

konstantan nema %
4
(q\]

- diferencijalni odnosi

dx  * dx 96)

OPASKA!

Smijerovi unutarnjih sila su dogovorena konvencija, ali pri postavljanju jednadzbi

ravnoteze mi sami biramo ’pozitivhe smjerove’ !!! y @

M
u svim primjerima izabrani pozitivni smjerovi su :
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REKAPITULACIJA

Rekapitulacija 1:

30 kN/m 100 kNm 150 kKNm '_>_,_M£“_,_>_>
QE)kN 100 kN A Y A O A - L

1,0 3,0

2,0 1.0 4,0 1,0 3.0
170 kN
50 kN
o o o o o o
I - 0 =] =] 0
o < < < N — o
o o o
o
= = s}
o
| ® "
— — ' |
T o o Q
3 Te]
o
S ]
‘ o
N ® ]

KMLJ 05./06.



REKAPITULACIJA

Rekapitulacija 2:
P =70,71kN 4 =20kN/m
- 30 kN/m
= 0 100 kNm 150 kNm
PR 45\5 0 O A R = s R A
2,0 1,0 4,0 1,0 3,0 1,0 3,0
P =100kN P =30kN
200 250 290 260 360 270 120 90 o
M
100 0 g
| ® | ‘ _ _
T I
30 3
N o

skok u dijagramu N za iznos P, = 50kN

90
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ODREDIVANJE UNUTARNJIH SILA - slozeniji sustavi
Zadatak 32:

Za prikazani uravnotezeni sustav odrediti nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,T i N

5 6 7
| I q |
! (222222222222
4---r-4 I 1 ’ P1=70KkN,
- 7 P2=50 kN,
R B |3 P3=90 kN,
45 3 M = 20 kNm ,
3-3g--3 1 q =20 kN/m |
2 2 f=10 kN/m
f 4
Postupak: P1x
P4 = Py - 0,707 =50 kN
131 R, | Py=Pi-0707=50kN AN
M L 2 L 4 L
7 karakteristi¢ni presjeka
Presjek 1. N1
2x=0 T1-P,=0 T1=50kN M1 Ty
Zy=0 Ni=0 'f-b’ g
>M5=0 M;—M=0 M;=20kNm M
(vlak s desne strane) No
M2ClT2
Presjek 2.
2x=0 T2,=50 kN f

Zy=0 Ny+f-4=0 N2=-40kN
ZM(2)=0 MZ—M—P2'4=O M2=220kNm =)
2
(vlak s desne strane) M)—

P N3
Presjek 3. M3 {}\ Ts
Zy=0 N3—-Py+f-4=0 N3;=10kN
2x=0 T3-Py +P=0 T3=0
2 Mgz =0 M3 = M, = 220 kNm f
(vlak s desne strane)
P
9_2
M
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Presjek 4. N
4
Ex=0 T4=0 1
Zy=0 Ns=N3=10kN Mad DT,
YM4y=0 My—M—-Py-7+Py-3=0 X
M, = 220 kNm %
(vlak s desne strane)

Presjek 5.
2x=0 Ns=0
2y=0 Ts+P3—-q-4=0 Ts =-10 kN

SMs=0 -Ms—q-4-4+P;-6=0 Ts 1, Ms g
M5=22OkNm N5 +

(vlak s donje strane)

Presjek 6.

Sx=0 Ne=0 Ts 1, M6
Zy=0 Te-q4+Py=0 Te=-10kN N !
>Mg=0 -Mg—q-4-2+P3-4=0

Ms = 200 kKNm

(vlak s donje strane) #

Presjek 7. T7 1, M7
2x=0 N;=0 N"@D
2y=0 T;=-90kN 7
ZM(7)=0 M7=0 P3
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Dijagrami unutarnjih sila M,Ti N

M - dijagram :
S 3
o o
220
220 i . -_20E;4z= 40 kNm
nemaloma
lom sila Py,
KONTROLA !
@ TM-0 )220
20 \_J 220
T — dijagram :
10 10
90
—1{50
— KONTROLA !
* I_]m
— Zy=0 10|
—1 50
N - dijagram :
10
@
b ®
=

KONTROLA ! (u évoru)

220

ovdje su nacrtani pozitivi smjerovi unutarnjih sila
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Diferencijalni odnosi !

= momentni dijagram = parabole ispod q
— skok kod koncentriranog M
= linearan na mjestu f te izmedu koncentriranih sila

= dijagram poprec¢nih sila = linearan ispod q
= nula na konstantnom dijelu M dijagrama
= skok kod sile P

o o
o O
d Mx “ J";]I::I‘ > 180
2 407
220 R pa
200 -180
— =10
2
7
_220-20 _ g0 kNm
4
20

= dijagram uzduznih sila — linearan na dijelu f.
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Zadatak 33:

Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N

P1=120 kN, P>=220 kN, P3=20 kN, P4=160 kN , M = 240 kNm ,
g =30 kN/m i f =10 kN/m

T 4 41, 41, 4»
I7,
Postupak:
= 6 karakteristi¢nih presjeka
Pon = P2 - sina = 220 - sind5° = 155,56 kN P T
Por =P, - cosa =220 - cos45° = 155,56 kN 2 /%N
Pit=120-0,707 = 84,8 kN =)
Pin = 120 - 0,707 = 84,8 kN plaNT
Pin

I =1lg + 1o | =v6>+6> =8,49 m

lg =4 +4% = 5,66 m lb=2,83 m

Presjek 1. M4 Nq
IN=0 Ni+Px=0 Nj=-15556kN ,%'
ET=0 Ty-P;r=0 Ty=15556kN MI T
2My=0 M;+M=0 My=-M=-240kNm ( vlak gore ) F,
Presjek 2.

EN=0 Np+Pmxn=0 Ny=-155,56 kN
2T=0 T2-P2T+Q'|g=0
T, =-30 - 5,66 + 155,56 = -14,15 kN
2
SMgy=0 Mp+M-Py-d+q- 2 =0

M.= 160 kNm ( vlak dolje )
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Presjek 3.
2N=0 N3+ Pony=0 Nj3;=-15556 kN
2T=0 T3-Por+q-lg=0 T3=-14,15 kN

1
o

M; = 120 kNm ( vlak dolje )

Presjek 4.
2x=0 -N4-Py+f-4=0 Ny=-160+10-4=-120 kN

Ty=0 T4+P3=0 T4=-20kN Tag, M f B
XM4y=0 -My+P3-6=0 M4 =120 kNm ,.é' 4_Prhrireeey Ty
(vlak dolje ) Ny~ 2 4 P
E A 3
Presjek 5.
Ex=0 -Ns-Ps4+f-4=0 Ns5=-120kN
Ty=0 P3+Ts+=0 T5=-20kN TspMs T 5
2Ms5=0 -Ms+P3-4=0 M5 =80 kNm N"é’ ¢
( vlak dolje ) 57, 4 P,
Presjek 6.
Ix=0 -Ng-Ps=0 Ng=-160 kN
Ty=0 Te+P3;=0 Te=-20kN Isé,msa
ZM(6)=0 M6=O NG ﬁ‘_
P
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Dijagrami unutarnjih sila M,Ti N

M - dijagram : Mj. sila 1 cm =100 kNm

12
80

_ 9.1 _30-586°_
s - 8 12013 kNm
@ KONTROLA !
nema loma 120 >M=0
120
T - dijagram : Mj.sila 1cm = 100 kN
o o
~ o~
=
N — dij :
jagram 5 S o
o~ o~ ©

Kontrola u évoru
155,56 pll 20

155.56

2.DIO 105



ODREDIVANJE UNUTARNJIH SILA - sloZeniji sustavi

Zadatak 34: (kontinuirano optereéenje f u smjeru kosog $tapa !!!!)

Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N

q = 20 kN/m— Q= 80 kN

P3= 100 kN
1 2:1:3 TN E'H\"" 6 9.Q .5
T i C. M it I T IIIIIITL
‘1 2+ '3 M ' i 6 + |
31P=33,57'kp,| 911 8% =100kNm s
10, P=8143kN
i 33 2 I \1D 4 33 2 3 2 13 4 53
Postupak:
» 11 karakteristi€énih presjeka
Presjek 1.
2x=0 N4=0 1
2y=0 3857-T1=0 T4 =38,57 kN T MN1
2Mpy=0 M=0 P=3a,157 kN
Presjek 2.
x=0 N;=0 T2
Ty=0 3857-T, =0 T,= 38,57kN i MN2
ZMz=0 M;-3857-2=0 M;=7714kNm  To_ .7 "2
(vlak dolje)
Presjek 3.
2x=0 N3=0kN P3=100kNl T3
Ty=0 3857-100-T3=0 T3=-61,43 kN i N
YMz=0 M;—3857-2=0  Ms=77,14 kNm 1 2 g’
P=3857 kN
Presjek 4.
2x=0 N4s=0kN P - 100 KN
2y=0 3857-100-T4=0 37 T
Ts=-61,43 kN | Mathy N,
2Mgy=0 My;-3857-6+100-4=0 IP=33,57kN L
M= - 168,58 kNm ( vlak gore ) 2, 4 5
Presjek 5.
Ix=0 N5=0 Ts
2y=0 T5+8143=0 Ts=-81,43 kN Ng 2
YXM5=0 Ms=0 Mg ]P=a1,43 kN
Presjek 6.
 x=0 Ng=0 'Esé, d4.Q
Sy=0 Te+8143-20-4=0 Ne m; 1
Te= -1,43 kN Me, 4
2Mg=0 -Mg—q-4-2+8143-4=0 P=8143 kN
Ms = 165,72 kNm (vlak dolje)
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Presjek 7.
Ix=0 N;=0
Zy=0 T;+8143-q 4=0 NI"’@ .
T7 = -1,43 kN W {
2>M7n=0 -M;-q-4-4+8143-6=0 F E
M, = 168,58 kNm (vlak dolje) P=8143kN
Presjek 8.
Zx=0 Ng=0kN Ts \M=1°°kN"" q.Q
Sy=0 Tg—q-4+8143=0 NB"@' W
Ts=-1,43 kN Mg* o
ZM(8)=O -Ms—q44+81,436—100=0 I I P=8143 kN
Ms = 68,58 kNm (vlak dolje)
Presjek 9.
2x=0 No=0kN M= 100 kNm
Ty=0 To+8143-q-4=0 NTE,;f'Mg ~ 4.Q
To=-1,43 kN AN W i
>Mg=0 -My—100-q-4-6+81,43-8=0 2 .2
Ms = 71,44 kNm (vlak dolje) P=8143 kN
Presjek 10.

tga = % — a =3687 N ‘ P

Pr=P -sina =80-0,6 =48 kN 80
Pn =P - cosa =80 0,8 =64 kN
Mio

SN=0  Nip-Py=0  Ni=64kN XMoo

ZT=0 T10-PT=0 T1o=48kN T1o

Presjek 11. M14
2N=0 Ny+f-1-Py=0 N1=-20-5+64 =-36 kN %’N“
>T=0 Ti1—Pt=0 T41=48 kN f T11

ZM(11)=0 My1—-80-3=0 M1 =240 KNm
(vlak dolje desno)
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Dijagrami unutarnjih sila M,T i N

M - dijagram : Mj.sila 1cm =100 kNm

=t X ¢
< Ky W )
rr:“ N o m mg: 20-4 =40 kNm

168,58
68,58

y w hemaloma
@ © Kontrola! ZM =0
168,58 7— 71,44
\'t 240
T — dijagram : Mj.sila 1cm =100 kNm
5]
q-\.

S
81,43

N - dijagram :
36
Kontrolal %X =0
y =0
61,43
64 W el ],

X
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Zadatak 35: (kontinuirano optereéenje f u smjeru kosog $tapa !!!!)

Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N

k-

—_—__3 K
P=100 kN
1|q—20ka 218 M =100 kNm 5 2
pomeed A LI I R
1t 10~ 71‘/15 5:I
P=28,75 kN

9

o, %4 P=130kN |

| 3 | 3 L

P=128.75 kN
f=10 kN/im 4

2,

A A A

!

Postupak:
» 10 karakteristi€énih presjeka
Presjek 1. T
2x=0 N1 =0 i N1
Sy=0 Tq=-2875kN | Zmy
XMy=0 M=0 P=2875kN
Presjek 2.
Ex=0 N;=0 i} T
q = 20 kNA
Ty=0 -Tp—q-3-2875=0 To=-8875kN meeresivem 2N2
2Mg=0 M;+2875-3+q-3-15=0 |P=2875 kN~ M;
M, = - 176,25 kNm ( vlak gore ) : 3 :
Presjek 3.

Ix=0 100-T3=0 T3=100kN P=100 kN |
Zy=0 N;=0 x | T
ZM(3)=0 M;=0 M3 N33
Presjek 4. .
2x=0 T,4=100kN P=100 kN
Zy=0 Nys=0
>Mg=0 -M;—100-2=0  M,=-200 kNm ( vlak lijevo) M‘&?u
N
Presjek 5.
Ix=0 Ns5=0
fy=0 Ts5=-128,75kN Ts
M5 =0 Ms=0 g
2 M5 5 Ns,_é‘l
Mg
P=128,75 kN
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Presjek 6.
2x=0 Ne=0 T
Ty=0 Te=-12875kN Nf@'
Mg =0 -Mo+12875-5=0 Vo2 |
: 3
Mg = 257,50 KNm (vlak dolje) P=128,75 kN
Presjek 7.
Ix=0 N;=0 T
Sy=0 Ty=-12875KkN ,Zé’a”‘“"“"“m
XM7n=0 -M;-M+12875-2=0 NTM 2 |
_ 7T A
My = 157,50 kNm P=128,75 kN
Presjek 8.
2x=0 Nsg=0kN
Ty=0 Tg=-128,75kN Toton, M= 100KNM
SMe=0 -Mg—M+128,75-5=0 Ngr .
Ms = 543,75 kNm 3 2
P=128,75 kN
Presjek 9.
l‘ga':§:>0':53,13o
Pr=P-sina=130-0,8 =104 kN P-I://:\PN
Pn=P - cosa=130-0,6 =78 kN %
ZN=0 N9+PN=O N9=-78kN Ng To
ST=0 Te-Pr=0 To=104 kN Mg
e
Presjek 10.
ZN:O N10—f'L+PN=O
N10=10'5—78='28kN T
ST=0 T10=104 kN Itljclk‘gl\‘.l.i'lom
ZM(10)=0 -M1o—-130-4=0

M40 = - 520 kNm ( vlak desno )

4 f =10 kN/m

P=130 kN
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Dijagrami unutarnjih sila M,T i N

M - dijagram : Mj.sila 1cm =100 kNm

2
m,,=%=22,5 Nm A8

-~
-

T — dijagram : Mj.sila 1cm =100 kNm
100

=C

12875

N - dijagram :

28

I
Kontrola! Sx =0
(N) 100 2y =0
—

| I 128,75

88,75 28

e 104
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Zadatak 36:
Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N
£
s =
7809 S 10 11 12 2
i p=10 kN/m Il
6 a2 P ’5‘
5 J
P=100 kN —»{
4 el
3
£
2 =
=
2 &
1
]
P:=80 kN
0,5 0,5 1,0 1,0
Postupak:
smjerovi unutarnjih sila za pojedine presjeke :
AN1-6
Mi-s =
T1-
6 4 T - E 2
; " 7 89 -o“‘ 10 11 12 n
5 < T7-12 =) —
P+=100 kN ——» oy [ i p=10 kN/m I
4 M7-1f’ o 7
: A e >
3 N7-12 U
£
Z S
X —_
o 0,5 0,5 1,0
2 &
1
-
P+=80 kN
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Prorac¢un unutarnjih sila:

Presjek 1-1

ZX =0 -T4+80=0 ; T1=80 kN
Zy=0 N1+0=0 N4=0

ZM =0 M4+0=0; M=

Presjek 2-2

ZX =0 -T,+80=0 ; T.=80 kN

Zy =0 N2+0=0 N2=0

ZM =0 M>-80x1=0; M>=80 kNm
Presjek 3-3

ZX =0 -T3+80+10%1=0 ; T2=90 kN

Zy =0 N5+0=0 N;=0

ZM =0 M;-80x2-10%1x0.5=0; M;=165 kNm
Presjek 4-4

ZX =0 -T4+80+10%1=0 ; T4=90 kN

Zy =0 N4+0=0 N4=0

ZM =0 M4-80x%2.5-10%1x1.0=0; M;=210 kNm
Presjek 5-5

ZX =0 T5+80+10%x1-100=0 ; Ts=-10 kN
Zy =0 - N5+0=0 Ns=0
ZM =0 Ms-80x%2.5-10%1x1.0+100x0=0; M5=210 kNm
Presjek 6-6

ZX =0 Te+80+10%x1-100=0 ; Te=-10 kN
Zy =0 -Ne+0=0 Ne=0
ZM =0 -Ms-80%3-10%1x1.5+100x0.5=0; Me=205 kNm
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Presjek 12-12

ZX =0 -N41>+0=0
Zy =0 T42+0=0 ;
YM=0  -Mip+105=0;

Presjek 11-11

ZXZO -N¢1+0=0
ZyZO T44+0=0 ;
ZMZO -M41+105=0;

Presjek 10-10

Sx=0  -Ni-10x1.0=0
Zy =0 T40+0=0 ;
YM=0  -M+105=0;

Presjek 9-9

Sx=0  -Ng-10x1.0=0
Yy=0  Te+0=0;
SM=0  -Mg+105=0;

Presjek 8-8

Yx=0  -Ng-10x1.0=0
Sy=0  Tg+0=0;
S™M=0  -Mg+105+100=0;

Presjek 7-7

Yx=0  -N,-10x1.0=0
Sy=0  T+0=0
SM=0  -M+105=0;

N12=0
T12=0
M12=1 05 kNm

N11=0
T11=0
M11=105 kNm

N1o=-1 OkN
T1o=0
M10=1 05 kNm

No=-10kN
T9=0
My=105 kNm

Ms=205 kNm

N,=-10kN
T7=0
M;=205 kNm
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Dijagrami : o 9 o
&~ 205 =
l
|
210
/165
= N
H 0
80 90 10
90
o
0 @ c O °

80

80

komentari uz dijagrame :

M

ravnoteza momenata — primjecujemo da u spoju grede i stupa imamo momente
jednakog iznosa, suprotnog smjera tj. imamo ravnotezu ¢vora

NiT

ravnoteza sila u évoru :

> x=0 > y=0

Opaska : poprecéne sile stupa postaju uzduzne sile grede
poprecéne sile grede postaju uzduzne sile stupa(u ovom slucaju su 0)

kako mozemo iz dijagrama momenata odrediti sile koje djeluju:
205

0.5

210

0.5

(210-205)/0.5 + (210-165)/0.5 = P, =100 kN
165

1,0

80

1,0

(80-0)/1.0 = P, = 80 kN
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Zadatak 37:

Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N

P.-=100 kN :6 7 '8

i q=40 kN/'m y_33 g kNm

3

5 S 35.4 kN

1,0

4 M=200 kNm

<\J

P+=150 kN

1,0

20 kN/m
2,0

p:

Postupak:
smjerovi unutarnjih sila za pojedine presjeke :

“N1-5
7M1'i/ ; T15
5 6
Z Tes T '8
4 M=ZOQ kNm Mes-8 q=40 kN/m M=33.9 kNm
o Ne-s I
\{ NG #35.4 kN
P=150 kN
2 ] 1,0 1,0
)
)
)
£ | |
< | |
< o
o y o
I
|
a
)
)
1 )
35.4 kKN
Y
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rastavljamo sile :

P+
P, =P, xcos45°= 150.0 x 0.707 = 106.1 kN
P,, =P, xsin45°= 150.0 x 0.707 = 106.1 kN
P;
P, =P, xcos45°= 100.0 x 0.707 = 70.7 kN
P,, =P, xsin45°= 100.0 x 0.707 = 70.7 kN

Proracun unutarnjih sila:

Presjek 1-1

ZX =0 -T1+0=0 ; T4=0

Zy =0 N¢-35.4=0 N.1=35.4kN

ZM =0 M4+0=0; M,=0

Presjek 2-2

ZX =0 -T>+0=0 ; T,=0

Zy =0 N2-35.4+20x%2=0 N.=-4.6kN

ZM =0 M>+0=0; M->=0

Presjek 3-3

ZX =0 -T3+0=0 ; T3=0

Zy =0 N3-35.4+20x%2=0 N3;=-4.6kN

ZM =0 Ms+0=0; M;=0

Presjek 4-4

Zx =0 -T4+106.1=0 ; T4=106.1 kN
z y=0 N4-35.4+20%x2+106.1=0 N4=-110.7 kN
ZM =0 M4+200=0; M4=-200 kNm
Presjek 5-5

ZX =0 -T5+106.1=0 ; T5=106.1 kN
Z y=0 N5-35.4+20%2+106.1=0 N5=-110.7 kN
ZM =0 Ms+200-106.1 x1=0; M5=-93.9 kNm
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Presjek 8-8

ZX =0 -Ng+35.4=0 Ns=35.4 kN

2 y=0  Tg+0=0; Ts=0

ZM =0 -Ms-33.9=0; Ms=-33.9 kNm
Presjek 7-7

Zx =0 -N7+35.4=0 N7=35.4 kN
Yy=0  Tr-40x1=0; T,=40 kN

ZM =0 -M7-33.9-40%x1%0.5=0; M7=-53.9 kNm

Presjek 6-6
Zx =0 -Ng+35.4=0 Ne=35.4 kN
2 y=0  Te40x1=0; Te=40 kN

ZM =0 -Me-33.9-40%x1%1.5=0; M6=-93.9 KkNm

Dijagrami :
@
o o
[« g 3
\V¥m
93.9
o o
< <
200 I o
106.1 < <
Y9 Y9
™ ™
+ o)
110,7
106 .1
©
46 110,7
4.6
35.4
+
M T N
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komentari uz dijagrame:

* na spoju stupa i grede moramo imati zadovoljene uvjete ravnoteze.

M
ravnoteza momenata (ako raéunamo momente sa dvije strane moZemo se kontrolirati
postavijanjem ravnoteze ¢vora)
93.9
- momenti su suprotnog smjera i poniStavaju se
znaci ravnoteza je zadovoljena.
NiT

ravnoteza sila u évoru : X

oo T

-
2.y=0 ,

' N
40 P2=70.7 kN 35.4
- | =l 4
P2=70.7 kN 5 : P,=100 kN ‘
|
f P»=70.7 kN ‘
|
P2=70.7 kN
106.1] @ o
T N
N~
70.7 ;
AR - 354 El ~ = fo
- o" <t
106.1 =

e poprecna sila iz stupa + vanjsko djelovanje = uzduzna sile grede
e uzduzna sila iz stupa + vanjsko djelovanje = poprecna sila grede
OPASKA :

prilikom proracuna unutarnjih sila nismo upotrebljavali silu P,, samo je posluZila
kao kontrola ravnoteZe sila u ¢voru.
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Zadatak 38:

Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N

1.2

Pi=14.2kN

22 0.8

Postupak:

I, =422 +12% =2.5m

1, =4/0.8" +1.2> =1.44m

cos 60°=0.5 f‘a\;A:zoo kN
cos 30° =0.87 C
cos 15°=0.97
cos 75°=0.26

P2=93.1 kN

P:=14.2 kN

P, =P xcos60°=14.2 x 0.5 =7.1kN
P, =P, xc0s30°=14.2x0.87 =12.4kN

P
P,, =P, %xc0s30°=93.1 x0.87 =80.1 kN
P,, =P, Xxcos60°=93.1 x 0.5 = 46.6 kN
P
P,, =P, xcos60°=35.2 x 0.5 =16.6 kN
P,, =P, Xc0s30°=35.2x0.87 =28.8 kN
P4
P, =P, xcos75°=200 x 0.26 = 52.0 kN
P,, =P, xcos15° =200 x 0.97 =193.2 kN
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Prorac¢un unutarnjih sila:

P4=52.0kN
P+=193.1 kN

t/, Ps=28.8 kN

n
P:=16.6kN

P1=7.1kN P.=12.4 kN P.=46.6 kN
P2,=80.1 kN

Presjek 1-1
ZX =0 N4-7.1=0 N+=7.1 kN
Zy =0 -T4-12.4=0 T1=-12.4 kN
ZM =0 M4+0=0; M,=0
Presjek 2-2
ZX =0 N2-7.1+50%2.5=0 N2=-117.9 kN
dy=0  -T»12.4=0 T,=-12.4 kN
ZM =0 My+12.4x2.5=0; M>=-31.0 kNm
Presjek 6-6
ZX =0 -N6-80.1+16.6=0 Ne=-63.5 kN
Zy =0 Ts+46.6+28.8=0 ; Te=-75.4 kN
ZM =0 -Mg+0=0; Me=0
Presjek 5-5
ZX =0 -N5-80.1+16.6=0 N5=-63.5 kN
Zy =0 T5+46.6+28.8=0 ; Ts=-75.4 kN
ZM =0 -M5+46.6x0.72+28.8x0.72=0; Ms=54.3 kNm
Presjek 4-4
ZX =0 -N4-80.1+16.6+52=0 N4s=-11.5 kN
Zy =0 T4+46.6+28.8-193.2=0 T4=117.8 kN
ZM =0 -M4+46.6x0.72+28.8x0.72=0; M4=54.3 kNm
Presjek 3-3
ZX =0 -N3-80.1+16.6+52=0 N3;=-11.5 kN
Zy =0 T3+46.6+28.8-193.2=0 T5=117.8 kN

ZM =0 -M3+46.6%1.44+28.8x1.44-193.2x0.72=0; M3=-30.5 kNm
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Dijagrami :
M [
@ 0
-
N

» Ravnoteza ¢vora zadovoljena, prisutne su male razlike zbog zaokruzivanja decimala.
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Zadatak 39:

Za prikazani uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila M,Ti N

£
£ 3
Z =
1 0 2 0 34 5
| 1 | =) L |
| o | i q1=25 kN/m ‘
IRREREN IR
| | (o) I | [ |
E | | i |
o) | | 1 U |
2, \ | =
I
o
- s —P-=140kN
q3=35 kN/m o
©. [ (M=88.1 kNm
Z
40 40 = 8.0
0
<
I
o
Postupak:
Smijerovi unutarnjih sila:
£
£ s
b
1 = 2 B 3 4 5
! N l ~ |
\ ¥ ‘ o - Mis T4-sl; ‘
| o | \ Ma-s 7|, q1=25 kN/m |
e 1\=N M aTTrr oy
1-3 -~ | |
Z| | N4-5
< | | | ‘
2 ‘ ¥ T13 I !
1]
o 4.0 40 8.0
“Ne-a
MG'V Tes
o- -~ }—» -
a :F%2=:140 kN
3=35 kN/m g
8.1 kNm
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Prora¢un unutarnjih sila:

Presjek 1-1

2x=0 N1+0=0 N+=0

2 y=0  -Ti+49=0 T1=49 kN
ZM =0 M4+0=0; M,=0
Presjek 2-2

ZX =0 N2+0=0 N.=0

Zy =0 -To+49-25x4.0=0 T>=-51 kN
ZM =0 M2-49%4.0+25x4.0x2.0=0; M2=-4 kNm
Presjek 3-3

ZX =0 N3+0=0 Ns=0

Zy =0 -T3+49-25x4.0-50%4.0=0 T5=-251.0 kN

ZM =0 M3-49%8.0+25%4.0x6.0+50%4.0%2.0=0; M3=-608.0 kNm

Presjek 5-5

ZX =0 -N5+0=0 Ns=0

Zy =0 T5+0=0; T5=0

ZM =0 -Ms+0=0; Ms=0
Presjek 4-4

ZX =0 -N4+0=0 N4s=0

Zy =0 T4-25%8.0=0 T4=200 kN
ZM =0 -M4-25x8.0x4.0=0; M4=-800 kNm
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Presjek 6-6

ZX =0 Te+0=0 Te=0

Zy =0 Ne+451.0=0 ; Ne=-451.6 kN

ZM =0 Ms-88.1=0; Ms=88.1 kNm

Presjek 7-7

ZX =0 T7+35%4.0=0 T,=-140.0

Zy =0 N7+451.0=0 ; N7=-451.6 kN

ZM =0 M7-88.1+35x4.0x2.0=0; M7;=-191.9 kNm

Presjek 8-8

ZX =0 Tg+35x4.0-140.0=0 Ts=0

Zy =0 Ng+451.0=0 ; Ng=-451.6 kN

ZM =0 Ms-88.1+35x4.0x2.0=0; Ms=-191.9 kNm

Presjek 9-9

ZX =0 To+35x%4.0-140.0=0 To=0

Zy =0 Ng+451.0=0 ; Ny=-451.6 kN

ZM =0 Mo-88.1+35x4.0x6.0-140%4.0=0; Mo=-191.9 kNm

Presjek x1 é y

uvjet > T,=0 FE e
49-25%x-T,=0 > x=1.96m z -

Yx=0  Net0=0 N=0 X

Zy =0 49-25%1.96-T,=0 ; Tx=

ZM =0 -49x1.96+25%1.96+M,=0; My=47.1 kNm
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Dijagrami :
o
o3
M 3

o

o

N

o <t o
= 192
<
192
T
o
I
X88.1 $ B
5
o)
N
140
N

451

451

- razli¢ito kontinuirano opterecenje na dijagramu daje razliciti nagib tangenti :

608
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RAVNOTEZA CVORA :

Pozitivni predznaci
na presjeku :

Ms Ma
Ma= -608kNm
Ma= -800kNm
Mo= -192kNm

Mo

Ravnoteza momenata :

> M=0

Pozitivni predznaci
na presjeku :

T3 4

Ts= -251kN
Ta= 200kN
1. No=-451kN

No
Ravnoteza sila :

2.y=0

Pravi smjerovi
na presjeku :
Ms Ma

=)

Mo

608+192-800=0; - zadovoljena

Pravi smjerovi
na presjeku :

Ts

No

-251 - 200 + 451=0 - zadovoljena
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Zadatak 40:

1.) Uravnoteziti zadani sustav sila momentom u to¢ki A te silama na pravcimabic
2.) Za tako uravnotezeni sustav sila nacrtati dijagrame unutarnjih sila M, Ti N

= T
8 |P=100kN Postupak:
1 2,3 4|71 g f=20KkN/m |2 F=1-1=2-20=40kN
®:h ¥ 9-Ji-~9 IpHrih e L Q=1-q= V4* +4? - 30 =
& ) . 1 5,657 - 30 = 169,71 kN
YA mTgom 4 TS Ce
4=30kN/m| Qx=d-ly=30-4=120kN
Q. 4 Qy=q-lk=30-4=120kN
)
cCl .,
I 2 I 2 I 2 I 210/5 | Q '

Pretpostavimo smjerove sila B i C i momenta Mx

2 Mg =0 -Ma—M+P-6-f-1:4+Q-2+Q,-2=0
MA=-80+100-6—-40-4+120-2+ 120 -2 =840 kNm

2x=0 C-P-Qx=0=>C=P+Q—F=100+120-40=180 kN

Zy=0 B-Q=0 = B=120kN

odredivanje unutarnjih sila

2 Mg =0 -MA-M+P-2-Q-2+Qy-2+C-4=0
-840-80+100-2+ 180 - 4 = 0 zadovoljava

Bilo bi bolje odabrati 3 M = 0 tj. na tocku kroz koju ne prolazi niti jedna

nepoznanica, npr. neka proizvoljna to¢ka T (moZe biti bilo gdje, ne treba biti na
konstrukciji).

Skica stvarnog djelovanja

IB My | 840 kNm
MA9 AN 120 kN
e C

B
C 1180 kN
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» Imamo 11 karakteristi€énih presjeka — oznaceni proizvoljnim redoslijedom

Presjek 1.
2x=0 N1=0 My, T
Ty=0 Ty=0 a7
XM5H=0 M;—Ma=0 M;=2840 kNm
Presjek 2.
2x=0 N2=0 MA T
y=0 T,=0 —Bn,
Z M(z) =0 M2 - MA =0 M2 =840 kNm 2 I\"'12
e
Presjek 3. _
Ex=0 N3=0kN Maa oo Ty
fy=0 T3=0 9% MNs
>M3=0 M;—Ma-M=0 2 3
M; =840 + 80 = 920 kNm
Presjek 4.
Zx=0 N.=0 My M=80KN T,
Sy=0 Ts4=0 AN *PiNd
2M4H=0 My—Ma-M=0 "/2 o 2 ZMy
M4 =840 + 80 = 920 kNm # + +
Presjek 5.
>2x=0 N5=0 Ts
2y=0 Ts+B=0 Ts=-B=-120kN N+
2Ms=0 Ms=0 5M5 B
Presjek 6.
Ix=0 -Ng+f-2=0 Ne=20-2=40kN T. 1. T=20 kN/m
Zy=0 Te¢+B=0 Te=-B= -120 kN Ng |dddddadddail
XMg=0 -Mg+B-2=0 Mg=240 kNm Mg 2 B
Presjek 7.
Zy=0 T,+B=0 T, =-120 kN Wi prrissssry
SMp=0 -M;+B-4=0 M;=120-4=480kNm '\ .
2 2
Presjek 8.
Ix=0 -Tg—P=0kN Ts =-100 kN
Zy=0 Ng=0 P =100kN
ZM(3)=0 Mg=0 Mg Tg
Ng
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Presjek 9.

p—

Ix=0 -To-P=0 To=-100 kN P=100WN)
Sy=0 No =0
YXMg=0 -Mg+P-2=0 M, = 200 kNm ( vlak desno ) MQW'TQ
N
Presjek 10. 9
. _ L Ct~CnN
Cr=Cy = C Bina = C - 0,7071 s
Cr=Cy=180-0,7071 = 127,28 kN C
Mio
>N=0 N1g- Cn=0 N1 = 127,28 kN Ni1g 2 Tio
= = —
>T=0 Tio+ Cr=0 T10=-127,28 kKN C
2 M9 =0 M1o=0
Presjek 11.
2N=0 N11-CN=O N11= 127,28 kN N11 L
2T=0 Tii—=q-1+Cr=0 7
T11=-127,28+30-5,66 Ty =42,42 kN
Y M1y = 0 -M11+C-4—q'5,66-5’256=0 4
Mi; = 239,98 kNm
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Dijagrami unutarnjih sila M,Ti N

M — dijagram : Mj.sila 1cm =100 kNm

@ 430/240
200 2
o m=20:-5857  _ 120 kNm
N 8
‘ ‘ ‘ ‘ Kontrola! 2M =0
o O
= T O o {1y 200
® > > CJT 480
920 Uzm
T — dijagram : Mj.sila 1cm =100 kNm
100
) —
o ?)42,42
SN
@ SIS

N — dijagram : 12728
40 40 Kontrola u évoru
T[Tl T T, Y% =0
2.y =0
127,28
100 +—— 1?0
- = 40
+ "Vl
N v;

1278
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Zadatak 41:

1.) Uravnoteziti zadani sustav sila momentom u to€ki A te silama na pravcimabic
2.) Za tako uravnotezeni sustav sila nacrtati dijagrame unutarnjih sila M, Ti N

21013 B
B o b
M

It = L u@?‘f-
- - = IT ! []
C .
| =20 kNim 4
| bl
| 8
—l— _— "‘F'-'}— E 7‘/—
f"!V 2 /'IV B 4 /'IV 2 IV 2 -‘"IV
Postupak:
F=1-f=2-20=40kN
= N4> +4% - 20 =

5,657 - 20 = 113,14 kN

Qx=q-ly=20-4=80kN
Qy=q-1k=20-4=80kN

Pretpostavimo smjerove nepoznatih sila i momenta
2 Mp) =0 MAa+M-P-2+f-1:4-Q-2-Q-4=0 = Ma =-320 kNm
2x=0 B+Qx-F=0 = B=-40kN

2y=0 C-P-Q =0 = C=180kN
KONTROLA'!

2 M@n=0 MAa+M+P-8+Q-2+Qy-6+B-4-C-10=0
+320+200+800+80-2+80:6-40-4-180-10=0 zadovoljava

Al 320 kNm
/ E 40 kN

el My C 180 kN

Skica stvarnog djelovanja
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* Imamo 9 karakteristi¢nih presjeka

Presjek 1. T
Zx=0 N;=0 G%"N"
2y=0 -T4+C=0 T1=180 kN M= 200 kNm M1
2Mqy=0 M;+200=0 M4¢=-200kNm (vlak gore) 180
Pres_]ek 2 - M= 200 kNm 2
Ix=0 N2=0
y=0 180-T, =0 T, = 180 kN C'—z MNz
2Mz=0 M;+200-180-2=0 M2=160kNm (vlak dolje) 2
180
Presjek 3.
2x=0 N3=0kN F?|=100kNl T
Zy=0 180-100-T3=0 T;=80kN C %iN
ZM(3)=0 M3+200—180'2 =0 M3=160kNm = 200 kNm 3
_ 2 M3
Ms = Mo |190
Presjek 4.
Ix=0 Ns=0 lF.’]=100kN Ta
Zy=0 180-100-T4=0 T4 =80 kN C %..Nd
2M4H=0 M;+200-180-6+100-4=0 =200 kNm Mg
M, =480 kNm ]190
5 2 5] 4 53

Presjek 5.
Ix= Ns=

x=0 5 0 T5 MA

Zy=0 T5=0
2Mgs=0 -M5-Ma=0 -Ms - (-320)=0 Ms= 320 kNm N
(ucrtali smo pretpostavijeni smjer M pa moramo uzeti stvarnu vrijednost)

Presjek 6.
2x=0 Ng=0

Top,Ms Ma
Ty=0 Te=0 "@46'

N

6 2

Z M(e) =0 -Ms - MA =0 -Me - (-320)=0

Mg = 320 KNm
Presjek 7.
Sx=0 -N;-f-2=0 N; = - 40 kN T74,M7 =20 kNim /MA
ZM(7)=0 -M7-MA=0 M7=320kNm N
Ty=0 T7;=0 T, 2 .2
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Presjek 8.
tga = 1 a = 45° By 'ﬁ

sina = cosa = 0,707 o
Br=Bn=40-0,707=28.28 kN B
Mg

>N=0 Ng-Bn=0 Ns = Bn= 28,28 kN TB%NB
2T=0 Tg-Br=0 Ts= +28,28 kN ya .
2Mg=0 Mg=0 B
Presjek 9. Mg
YN=0 No-Bn=0 No = 28,28 kN quNg
ZT=0  To-Br+q-1=0 To=-84,86 kN ¥
2 Mg =0 Mg—B'4+Q'5,657'w=0

, 2 =20 kNim 4

My=40-4-20- 2057 -160 kNm
( vlak gore ) L
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Dijagrami unutarnjih sila M,T i N

M - dijagram : Mj.sila 1cm =200 kNm

o
a fre
s

’ ] 3
2 4118 ©
e D
@ P g Kontrola! ZM =0
i 2
y me205857 _ g0 knm 480 2320
8 /
160

T — dijagram : Mj.sila 1cm =200 kNm

g %)
N [TTITIITI]8
84 86
28,28
o
N - dijagram :
/{EE!,EB
J)/ Kontrola u évoru
40 ]‘BU 40
® X ass
84,86 ]
28,28 2.% =0
2.y =0
28,28
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DODATNI ZADACI ZA VJEZBU

Zadatak 42: (ovo je samo za one koji su stvarno uporni © )

l.) prikazani sustav uravnoteziti momentom u tocki A te silama na pravcimab i c.
Il.) za uravnotezeni sustav nacrtati dijagrame unutarnjih sila

1.0 0,5 1.0 0.5 1.0 1.0 1.0 1,0

M2=300 kNm
) D
3 - Ps=50 kN
D pskum o Mie200 km S aeooiun
- R T T T

0,5

1,0

p2=40 kN/

1,0

Ps=100 kN

0,29

0,71

0,5

q2=25 kN/m e -

0,71 0,29 1,0

b !

Postupak:

RASTAVLJANJE SILA NA KOMPONENTE

sin 45° = cos 45° = 0.707

Q:
Qo=25%1,0 =25.0 kN
Q,, =Q, %cos45°=25.0 x 0.707 = 17.6 kN
Q,, =Q, xc0s45°=25.0x0.707 =17.6 kN
P;

P, =P, xcos45°= 100.0 x 0.707 = 70.7 kN
P,, =P, xsin45°= 100.0 x 0.707 = 70.7 kN
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ODREDIVANJE URAVNOTEZAVAJUCIH SILA

Pretpostavljamo smjerove sila i koncentriranog momenta

2 M =0

p1x1.0x2.0 - P1,x0.5 + P1xx2.0 — M1+ M2+ P2x2.5 — q1x3.0x3.5 — P3x5.0 - p2x1.0x5.0 +
Psx1.0 + Qx0.5+ My=0

25x1.0x2.0—-70.7x0.5 + 70.7x2.0 — 200 + 300 + 250x2.5 — 100x3.0x3.5 — 50x5.0 - 40x1.0x5.0
+100x1.0 + 25x0.5 + My=0

M,=506 kNm

2y =0

-P1y— Q1X3.0— Ps3- ,D2X1.0 Q,+B=0

-70.7 -100%3.0 - 50 - 40%1.0 +17.6 + B =0
B =443.1 kN

ZX =0
P1x1.0 - P1y -P2 -P4- Qo + C=0

-256x1.0-70.7-250—-100-17.6 +C=0

C =463.3 kN
Skica stvarnog djelovanja l (
T/ | N/
B e

C

B, =B, xcos45°=443.1 x 0.707 =313.2 kN

B, =B, Xcos45°=443.1 x 0.707 = 313.2 kN
P,

P, =P, xcos45°=100 x 0.707 = 70.7 kN
P, =P, xcos45°=100 x 0.707 = 70.7 kN
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Prorac¢un unutarnjih sila:

Presjek 1-1
ZX =0
2. y=0
> M=0

Presjek 2-2
Z x=0
2y=0

> M=0

Presjek 3-3
Z x=0

2. y=0

> M=0

Presjek 4-4
Z x=0
2.y=0

> M=0

Presjek 5-5
Z x=0

2. y=0

> M=0

1,0
N

0,29

0,71

Pu=70 7 kN
P.=100 kN

P+=70.7 kN

N¢+313.2=0
-T4+313.2=0;
M4+0=0;

N2+313.2=0
-T>+313.2+25%x1.0=0 ;
M2-313.2x1.0+25%1.0%0.5=0;

N3+313.2=0
-T3+313.2+25%1.0=0
M2-313.2x1.41-25x1.0%0.91=0;

N4+313.2-70.7 =0
-T4+313.2+25%x1.0+70.7=0
M4-313.2x1.41-25%1.0%0.91=0;

Ns+313.2-70.7 =0
-T5+313.2+25%x1.0+70.7=0

Ms-313.2x2.82-25%1.0%2.31-70.7%1.41=0

N.=-313.2 kN
T4=313.2 kN
M1=0

N2=-313.2 kN
T2=338.2 kN
M2=325.7 kNm

N3=-313.2 kN
T2=338.2 kN
M2=463.4 kNm

N4=-243.1 kN
T4=408.3 kN
M4=463.4 kNm

Ns=-243.1 kN
Ts=408.3 kN

Ms5=1039.8 kNm
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6 7 8
p1=25 kN/m
Presjek 6-6
ZX =0 Ne+0=0
Zy =0 -Te+0=0;
ZM =0 Me+0=0;
Presjek 7-7
ZX =0 N7-25x1.0=0
Zy =0 -T7+0=0
ZM =0 M7+0=0;
Presjek 8-8
ZX =0 Ns-25%1.0=0
Zy =0 -Tg+0=0;
ZM =0 Mg+0
Presjek 9-9
> x=0  Ng-25%1.0-70.7=0
Zy =0 -T9-70.1=0 ;
ZM =0 Mo+0=0;
Presjek 10-10
D x=0  N-25%1.0-70.7=0
Zy =0 -T1o-70.7=0 X
ZM =0 M19+70.7%1.0=0;
Presjek 11-11
> x=0 N11-25%1.0-70.7=0
Zy=0 -T11-70.7=0 X
ZM =0 M11+70.7%1.0-200=0;
Presjek 12-12
> x=0 N12-25%1.0-70.7=0
Zy =0 -T12-70.7=0 X
ZM =0 M12+70.7%1.5-200=0;

Ns=95.7kN
To=-70.1
Mo=0 kNm

N10=95.7kN
T1o=-70.7
M;0=-70.7 KNm

N11=95.7kN
T11=-70.7
M10=129.9 kNm

N12=95.7kN
T12=-70.7
M10=94.9 kNm
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T21-24 Ps=50 kN
Mot T 24 q1=100 kN/m 2322 21
LT MA=506 kNm
N21-24 20 1 )
N17-20 19
Mir-20 Ti720 pe=40kKN/m
18
17 7 g
C=463 kN
Presjek 17-17
ZX =0 -N17+0=0 N47=0
Zy =0 T17+463.0=0 ; T417=-463.0 kN
ZM =0 -M47+0=0; M47=0
Presjek 18-18
ZX =0 -N1g+0=0 N1g=0
Zy =0 T15+463.0=0 ; T15=-463.0 kN
ZM =0 -M15+463%0.5=0; M15=231.5 kNm
Presjek 19-19
ZX =0 -N419+40x1.0=0 N19=40 kN
Zy =0 T19+463.0=0 ; T19=-463.0 kN
ZM =0 -M19+463%1.5=0; M15=694.5 kNm
Presjek 20-20
ZX =0 -N20+40x1.0=0 N19=40 kN
Zy =0 T20+463.0=0 ; T20=-463.0 kN
ZM =0 -M2p+463%2.0=0; M15=926.0 kNm
Presjek 21-21
ZX =0 -N51+0=0 N,¢=0
zy =0 T21+0=0; T71=-0
ZM =0 -M21+506.0=0; M15=506.0 kNm
Presjek 22-22
ZX =0 -N2>+0=0 N,>=0
zy =0 T2o+0=0; To=-0
ZM =0 -M22+506.0=0; M;,=506.0 kNm
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Presjek 23-23

Sx=0  -Np+463=0 N3;=463.0 kN
Zy =0 T23-40%1.0-50=0 ; T23=90 kN
ZM =0 -M23+463%2.0+506=0; M23=1432.0 KNm
Presjek 24-24
Sx=0  -Nu+463=0 N2,=463.0 kN
Zy =0 T24-40%1.0-50-100%3.0=0 ; T24=390 kN
ZM =0 -M24+463%2.0+506-100%x3%1.5-50%3.0-40%x3=0; M24=712 kNm
M2=300 kNm
13 ")
14 P»=250 kN
15 "
- Tes > 7 <
10 \ Me-8
Y Ne-s

Presjek 13-13

Zx =0 -N+13+0=0 N13=0

2 y=0  Ty3+0=0; T15=0

ZM =0 -M13+300=0; M13=300 kNm
Presjek 14-14

Zx =0 -N14+0=0 N14=0

>y=0 T14+0=0 ; T14=0

ZM =0 -M14+300=0; M14=300 kNm
Presjek 15-15

Zx =0 -N15+0=0 N15=0

2. y=0  T45+250=0; T15=-250 kN
ZM =0 -M15+300=0; M15=300 kNm
Presjek 16-16

Zx =0 -N+16+0=0 N16=0

Zy =0 T16+250=0 ; T16=-250 kN
ZM =0 -M16+300+250%0.5=0; M16=425 kNm
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Dijagrami unutarnjih sila:

M
S
o ™~
© ©
o o
s o
S
[e2 <
2 3
LN
[
T 7
o) 0
d')u"
0
@ 250
250
463
C2 o
&
= ©
S
)
463
N 0 @
N N
& &
\ 0
,_p40
| 140
© %
L?7
0
v”%’
© "
2.
7
%o
2.
7
%o
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Zadatak 43: koncentrirani moment u ¢voru (ispitni zadatak 20. 6. 2006.)

1.) Zadani sustav u ravnini uravnoteziti silama A, B na pravcima "a"i "b" te

momentom M. u tocki C

C
o AT
q =10kN / m w
P =100kN N
-
\ £ =20kN /m .
Na o
. M =100kNm °©
P =500kN
450 N 450\
. ¢=20kN/m R
' =
M =100kNm
<>
_________ L SN A
b
L 4.00 L 4.00
7 71

(dimenzije u metrima)

2.) Za uravnotezeni sustav iz prvog zadatka izra€unati i nacrtati dijagrame

unutarnjih sila.
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Rjesenja:

1. Stvarni smjerovi sila A, B i momenta Mc (kompjutorsko rjeSenje, dozvoljena
greska kod ruénog prora¢una 2-3 % )

1195

373.56

373.56 T

597.11
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2. Dijagrami unutarnjih sila
M dijagram

Napomena:

Na spoju 3 elemeta (u évoru) zadan je koncentrirani moment M uiznosu od 100

kNm. To je bitno zapamtiti kod kontrole momenata u ¢voru.

100 ,-{
Naucili smo da nam u ¢voru mora biti 6&-\
zadovoljena ravnoteza momenata pa piSemo |
>M=0 )
-680-874.21+1654.21=100 1654.21 874.21

Nismo dobili 0 kako smo naucili da treba biti, nego nam je iznos momenta, koji vrte
suprotno od smjera kazaljke na satu, veéi za iznos 100, a upravo toliko iznosi zadani
koncentrirani moment. Znaci, pojavio se "skok"” za 100 kNm u smjeru zadanog
momenta, jer smo naucili da na mjestu koncentriranog momenta uvijek imamo skok

u dijagramu momenata u smjeru zadanog momenta.
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T dijagram

Ovo je kompjutorski nacrtan dijagram poprecnih sila. Predznaci odgovaraju, ali su
dijagrami nacrtani na suprotnim stranama od onih na koje smo mi navikli u
prethodnim zadacima.

Medutim, to nije greSka te ako vi nacrtate dijagram na krivoj strani, ali upisete to¢an
predznak, rjieSenje ce biti dobro.

Ako ove dijagrame zrcalite oko osi Stapa izgledat ¢e onako kako smo mi naucili na
vjezbama iz TehniCke mehanike.
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N dijagram

- 40

—-100

0L "E¥E

9§ "ELE
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Zadatak 44: kosi $tap i horizontalna sila.
Zadani sustav uravnotezite silama na pravcima a i b te momentom u tocki C. Za tako uravnotezeni
sustav nacrtajte dijagrame unutarnjih sila.

q=10.00

10.00

P=

l,1.50 |, 1.50 | 3.00 L
/1 7] 1 /1

Ako krivo projicirate horizontalnu silu na kosi Stap dobit ¢ete krive vrijednosti za
Ti N, a to znadi i krive dijagrame poprec¢nih i uzduznih sila. !!!

Rjesenje:
q=10.00 Uravnotezavajuce sile
; A= 60 kN, B=15 kN i
uravnotezavajuéi moment
M:= 180 kNm

10.00

P

—60.00

M dijagram

T dijagram

(dijagrame treba zrcaliti oko osi
pojedinih Stapova pa ce izgledati
kako smo naucili na viezbama)
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N dijagram

Zadatak 45: kosi $tap i vertikalna sila.

Zadani sustav uravnotezite silama na pravcima a, b i c. Za tako uravnotezeni sustav nacrtajte
dijagrame unutarnjih sila.

S ' b
K q=10.00 .
Ty
1l
(aT]
! N
M = 240kNm
. ! N
o S =
5 f =10kN /m
| K

l,1.50 |, 1.5 |, 3.00 L,
7]

Rjesenje:
Uravnotezavajuce sile:
A=126.67 kN, B= 26,67 kN
C=15 kN

~
te]
0
o]
-

15 M dijagram

00°SL

00" 0F
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0" 05—

L9 9T

T dijagram
(dijagrame treba zrcaliti oko osi

pojedinih Stapova pa ce izgledati kako
smo naucili na viezbama)

N dijagram
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Zadatak 46: kosi $tap s vertikalnom i horizontalnom silom

Zadani sustav uravnotezite silama na ;T
pravcima a, b i c. Za tako uravnotezeni _
sustav nacrtajte dijagrame unutarnjih sila. M =150kNm
f=20kN/m
200,00
-y
o
[=]
S oA ______. ;T
|V 3.00 |-
1 |
. Rjesenje:
e
S Uravnotezavajuée sile:
A=20 kN B=180 kN C=140 kN
. 180.00

20.00
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M dijagram T dijagram (djjagrame treba N dijagram
zrcaliti oko osi pojedinih Stapova
pa Ce izgledati kako smo naucdili na
vjeZzbama)

150.00

”

80 | -20.00 80.00
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Zadatak 47: koncentrirani moment u évoru

Zadani sustav uravnotezite silama na pravcima a, b i c. N
Za tako uravnotezen sustav nacrtajte dijagrame N
unutarnjih sila. N
S
[=1
c
1 L NS
[}
g“ [
o
(=]
X 7 =20kN I m>
§ _M
M =150kNm =
P=200. 00 AT
[
o
(=1
a Y
______ 4==--==- -
b
L/ 3.00 L
- . 1 A1
Rjesenje:

Uravnotezavajuce sile :
A=138.33 kN B=40 kN C= 81.67 kN

81.47
—

138.33
Slfp—

40, 00
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160.00

M dijagram '

( u spoju tri Stapa suma momenata nije jednaka 0,
nego u smjeru zadanog momenta imamo skok za
150 kNm; tj. u smjeru kazaljke na satu imamo
moment od 163.33 kNm, a suprotno od kazaljke
na satu 313.33 kNm)

80.00

138.33

T dijagram

(dijagrame treba zrcaliti oko
osi pojedinih Stapova pa ¢e
izgledati kako smo naucili na
vjeZzbama)

r40.00

N dijagram
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3. DIO — primjeri i zadaci za 3. kolokvij
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KARAKTERISTIKE POPRECNOG PRESJEKA STAPA

U Stapnoj mehanici pojavljuju se sljedece karakteristike:
Y
e povrina F = IdF .
. z
o teziSte T
« staticki moment povrSinenaos ziliosy S, = ”de; S, = ”zdF
F F
« momenti inercije 1, :IJ.yzdF; I, = IzzdF, I, IIJ.zde
F F F
TEZISTE

Mozemo ga traZiti kao da trazimo "tezidte" sustava paralelnih sila - tj. teZiste je toCka
kroz koju treba proci rezultanta sustava paralelnih sila

A

Vi
YV YV

Xi , X2 X3

0

. X

Y y=G G=G,+G,+G, +....+G,

trazeno zadano

2 M) =D M,
Gxx; =G, %xx, +G, xx, +G, Xx, +...... +Gy XXy

_ Gy xx, 4Gy Xx, Gy XX+ Gy XX
G

X1

. T . G, X y +G, X +G, X Vi T +G X

isto vruedl I za "y" smjer Yo = ! ! 275 3 3 N YN
. G Xz, +G, Xz, +G, Xz, +...... +G, X%

za uZu Sijr ZT - 1 Zl 2 ZZ 3 Z3 N ZN

G
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Zamjenjujuce tezine, tj. povrSine uvijek zamiSljamo da djeluju u teZiStu pojedinog
poznatog lika :

13 23
G S ’ T
G
V) :
| ]
|zraun teZina za :
Linijsko tijelo: Plosno tijelo: Tijelo u prostoru:
g-linijska tezina [N/m] p — plosSna tezina [N/m?] y - volumenska tezina [N/m?]
G=q-l G=p-F G=y-V
1 |
SRy ariai MENNSE
—ml___, 11[m] ’ v 1
2[
11[m '/ﬂ
ZADATAK 48:

Tijelo prikazano na slici izradeno je od dva razli¢ita materijala. Treba odrediti polozaj tezista tijela.

LAY
| . fg Pa= 20 N/m?
: / P, Pg= 12 N/m?
®
| 2
s (n Y | [T - -©
3 ‘ @ . [ A
0)/ F = Fs - Fa
7 T1 ¥
333 8 5 "x
I T——
Povrsine : Tezine:
Fi=6x7 = 42m? G1= PaxF;=20x42 = 840 N
F,=(6x11)/2 = 33 m? Go= PaxF,=20x33 =660 N
F3=17x18 = 306 m? Ga= PgxF3= 12x306 = 3672 N
F4= -3°x11= -28,26 m? (rupa) G4= PgxF,=-12x28,26 =-339,12 N

3G = 4.832,88 N
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Udaljenosti do osi :

X1=23-6/2=20m y1=7/2=3,5m

X2=17 +6/3 =19 m yo=7+11/3=10,66 m
X3=17/2=8,5m yo>=18/2=9m

X4= 6 m ya= 10 m

_ Gy xx, +G,xx, +Gy XX, +G, Xx, _ 840X20+660%19+3672x8,5-339,12X6 _

X1

G 483288
xr=12,10 m
_ G, xy, +G, xy, +G, Xy, +G, Xy, _840x3,5+660x10,66 +3672,9%9-339,12x10 _
Y G 4832,88
yr=8,2m

trazeno zadano

Kontrola: Y M) =Y My =0 (trazimo sumu momenata oko teZista zadanih "sila")

G, X(XT _X1)+G2 X(XT _X2)+G3 X(XT _X3)+G4 X(XT _X4):0

840 x (12,1-20) + 660 % (12,1-19) + 3672 x (12,1-8,5) - 339,12 x (12,1-6) =
840 x (-7,9) + 660 x (-6,9) + 3672 x (3,6) - 339,12 x (6,1) =

-6636 — 4554 + 13219,2 — 2068,63 = -39,43

Greska : (39,43/13219)x100 = 0,3 % - ( postotak se racuna s obzirom na najveci moment
u zbroju )

* provjerite sami kontrolu za y smjer
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ZADATAK 49:

Zadano je tijelo istog oblika kao u prethodnom zadatku, ali je izradeno od jednog materijala.
Odredite polozaj tezista:

Kad je cijelo tijelo od istog materijala mozemo uzeti
p1=p2=p3=ps=1N/m? paje tada

G, =F, =42N
G,=F, =33N )

F=F +F,+F, +F, =352,74m
G, = F, =306N

G, = F, =—2826N

Fxx +F,xx, +F,xx, +F, X
x, = X T sz R B x4=11,05m

:F1><Y1+F2XJ’2+F3XJ’3

P 2 g 4o m
F )

Yr

Kontrola! ZMm =0 - provjerite sami
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ZADATAK 50:
Za tijelo na slici odrediti polozaj tezista :
a) za sluéaj kada je tijelo izradeno od jednog materijala p=20 N/m?

b) za slu€aj kada je tijelo izradeno od razliCitih materijala

pa=15 N/m?
ps=10 N/m?
A
y
tijelo 1
®
tijelo 3

2 2 2 6 4

Odredivanje tezista pojedinih tijela :

y
T1
®
Ts
B T2
Ta
(o] -
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a).

Povrsine :

F,=12x4 = 48m?
F,= (4x16)/2 = 32m?
F3=12x12 = 144m?
Fy=-22x11= -12.56m?

TeZine:

G1= pxF4=20%48 = 960 N

Go= pxF,=20%x32=640 N

G3= pxF3=20%144 = 2880 N
Gy= -pxF4=20%12.56 = 251.2 N

3 G = 4228,8 N

Udaljenosti do osi :
X1=12/2 = 6m

X2=12 + 4x1/3 = 13.3m
X3=12/2 = 6m

X4= 4m

y1=12+4/2 = 14m
y2=16x1/3 = 5.3m
y5=12/2 = 6m
ya=4m

_ G X%, +G, xx, +G, Xx, +G, Xx, _ 960X 6+640x13.3+2880x6—251x4 _

X 7.2m
G 4228.8
_ G Xy, +G, Xy, +G; Xy, +G, Xy, 960x14+640%5.3+2880x6—-251%x4 —78m
1 G 4228.8 '
Kontrola :
trazeno zadano
2 My =2 My

G, X(XT _X1)+G2 X(XT _X2)+G3 X(XT _X3)+G4 X(XT _X4):0
960x%(7.2-6)+640x%(7.2-13.3)+2880x%(7.2-6)-251.2%(7.2-4)= - 100

Greska : 100/3904 = 2% - rezultat podijeljen sa najve¢cim momentom u zbroju :
(3904=640%(7.2-13.3))
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b).

Povrsine :

F,=12x4 = 48m?
F,= (4x16)/2 = 32m?
F3=12x12 = 144m?
Fy=-22x11= -12.56m?

TeZine:

G1=pexF1=10%48 =480 N

Go= prF2= 10x32 =320 N

G3= paxF3=15%144 = 2160 N
G4= -paxF4=15%12.56 = 188.2 N

3 G=2771.6N

Udaljenosti do osi :
X1=12/2 = 6m

X2=12 + 4x1/3 = 13.3m
X3=12/2 = 6m

X4= 4m

y1=12+4/2 = 14m
y2=16x1/3 = 5.3m
y5=12/2 = 6m
ya=4m

- G, xx, +G, xx, +G,; xx,; +G, Xx,

_480x6+320%x13.3+2160x6—-188.2%x4

XT
G 2771.6
=7.0 m
G, xy, +G,xy, +G,; Xy, +G, xy, 480%x14+320%53+2160x6—-188.2x4
Y1 G 2771.6
=7.4m
Kontrola :
trazeno zadano
2 Muy =2 My

G, X(XT _X1)+G2 X(XT _X2)+G3 X(XT -X

3)+G4X(XT _X4):0

480x(7.0-6)+320%(7.0-13.3)+2160x(7.0-6)-188.2x(7.0-4)= 59.4

Greska : 59.4/2160 = 2.7% - rezultat podijeljen sa najve¢im momentom u zbroju :

(2160=2160%(7.0-6))
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STATICKI MOMENTI | MOMENTI INERCIJE RAVNIH PLOHA

STATICKI MOMENTI POVRSINE

Y
| S, = j j ydF
F
S, = [[ xdF
F
5.‘IJI.
XT FT Sy =FXy, staticki moment povrsine F s obzirom
K naosixiy
}"T x S, =Fxx;
I N,

S’ =F, xd, staticki moment povrsine Fg (ispod
toCke E) s obzirom na teziSte poprec¢nog

presjeka.

MOMENTI INERCIJE RAVNIH PLOHA LY
I.=||ydF I, =\|z°dF =z
J;‘J. ’ FJ. h R
3 3
= axh 1= hxa ~
12 12 3

Kod sloZenih profila (ali s istim poloZzajem tezista) rastavljamo
presjek na jednostavnije dijelove. ¢ 7

1.) Izi. (pravokutnik a,b,c,d) wh o
2.) lzn.i Izw. (mali pravokutnici). >1, =1, -1, -1,
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STEINEROVO PRAVILO
Momenti inercije presjeka s obzirom na os Z' koja je paralelna s osi kroz teziste

presjeka Y,
3
L2 - T y
12 h -
z' i
' _ ) | .

PRORACUN POVRSINE, TEzlévTA, MOMENTA INERCIJE TE STATICKOG MOMENTA
POVRSINE ZA NEKE SIMETRICNE PRESJEKE

Primjer 1. (pravokutni presjek)
F = 32x64=2048 cm?

LY
3
T . .= 22X - 699 050,66 cm
64 -
64x32°
ly= =174 762,70 cm* sz
N d"
iﬁ >
S, = Frxd = 32x32x16= 16 384 cm® />\\ '
S, = Szmax (StatiCki moment povrSine oko tezZista je maksimalan)

Primjer 2. (pravokutni presjek)
F = 50x100=5000 cm?

3
5 T = m = 4 166 666,67 cm*
= z
3
y ly= 100%30° _ 4041 666,67 cm*
12
) /J_Qm_/
S, = Frxd = 50x50%25= 62 500 cm’®

164
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Primjer 3. (T presjek)

Y
Ly F = Fq + Fo= 80x20+70%x20=3000 cm?
———_ T ——— T Ti= z1=40cm; y;= 80 cm
P, e S 20 T,= z,=40 cm ; y4= 35 cm
dq =2 ]
Vo p i F
X X
\/ d2 10 z; = 1% 4 2 22=400m
YT TZX + F
I y :EXy1+F2><y2=1600><80+14OO><35=590m
I g ! F 3000
i 2y 2:
i} 59 3
30 20 30 Sz=Frxd=59x20x =% =34810cm
— -
z
:
T -
N Td
Fr 59
di=y, -y, =80-59 =21 cm [
do=y, -y, = 35-59 = -24 cm ﬂ
Pomocu Steinerrovog pravila:
3 3
I, =1, +Fxd> +1,,+F xd> == 2220 | 80x20x212 + 20;‘270 +20x70%242 =
= 53 333,33 + 705600 + 571 666,67 + 806 400 = 2 137 000 cm*
3 3
1= 1,+1,,= 20+ 20 < 863 333,33 + 466,67 = 900 000 om*
Primjer 4. (| presjek)
;L]Y
BN B, Fy = 70x15= 1050 cm?
===a| [ F2 = 60x20=1200 cm?
. T F3 = 80x20 =1600 cm?
di |\|/ 0 SF = F1+F2+F3 = 3850 cm?
SR |
1" 1k »Z z1=40cm y1=87,5cm
vl ! dj| |3 > z,=40cm y2=50 cm
! Ee= @ 2 20 z3=40cm ys=10cm
T30 20, 30
o ’
. Fxz +Fyxz, + Fyxz, (1050 +1200+1600)%40 _ o0
F 3850
165
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+ + + +
g =F F2>;y2 F, Xy, _1050x87,5 1§(;(5)(>)<50 160010 _ a0 6o

di=y, -y, = 87,5—43,6 = 43,90 cm
do=y, -y, = 50 — 43,60 = 6,40 cm

ds=y, -y, = 10 — 43,60 = - 33,60 cm

Pomocu Steinerrovog pravila:

3
I,=1, +Fxd’+1,, +F,xd; +1,, +F,xd; = 70;215 +70%15%43,9% +

3
+20 :260 + 20x60x6,42 +

3
. >1<22 0 +80x20x33,60% = 4 312 079,33 cm”

3 3 3

43,602— 20 20%x80x%(43,60-10) = 5569,6 + 53 760 = 59 329,6 cm®

Sz = (43,6-20)x20x

143,6

Primjer 5. (T presjek)

I =—

Fq=70x10 = 700 cm?
F, = 10x100=1000 cm?

AR F3 = 70x15 =1050 cm?
' F=2750
1l
. z1=30+10/2=35cm
o y z z>=35cm
z3= 35cm

y1= 15+100+10/2 = 120 cm
yr y2= 15+100/2 = 65cm
v y3= 15/2 = 7.5cm

Ny

, = FX7 t B Xz 4 Fxz 700x3541000%35+1050x35 g
F 2750

g =B E, >;y2 +E Xy, _ 700><120+10(2)(;;<O65+1050><7.5 570

di=y, -y, = 120-57 = 63.0cm
d>=y, -y, =65-57 =8 cm
ds=y, -y, =7.5-57 = -49.5cm

166
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Sz = 15x70%(57-7.5) + (57-15)x10x(57-15)/2 = 60 795.0 cm®

3
IZ =Izl +IZZ +IZ3= 70X10

+700%63% +
=6 273922 cm*

10x100°
1

+1000%82 +

3
70;‘15 +1050%(-49.5) =

_ 10x70°  100x10° ' 15x70° _
12 12 12
= 722 916.67 cm*

[ =1,+1,+L,

Primjer 6. (okrugli presjek)

2
F=r’xm = ”X4D = 1256.64 cm?

&

4 4
_TD D _ 155663.71 cm = Iy
64 20

IZ

Primjer 7. (cjevasti presjek)

@ F=(D] —D22)><§= (402 - 202) xg = 942,80 cm?

<D, mxD,* n
/1‘” Dy=40 . I =1, -1 = 641 - 642 =(D14—D24)Xa=117809,71 cm*
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Primjer 8. (cjevasti pravokutni presjek)

20 60 20

P P 2

F,=100%85 = 8500 cm?
20 F,=60%40 = 2400 cm?

F=F,-F,=6100 cm?
T .
10 z Ti=z1=50cm ; y;=42,5cm
To= z,=50 cm ; y,= 25+20 cm
25 Y17 41.916 cm
y
¥y

_E Xz, —F,xz, _ 8500%50-2400x50 _

Z; 50 cm

F 6100
g = F, xy, —F,xy, _8500x42,5-2400x45 _ 41516 om

F 6100
di=y, -y, =42,5-41,516 = 0,984 cm
d=y, -y, =45-41,516 = 3,484 cm
Pomocu Steinerrovog pravila:

3 3

I,=1,~1,= %HOOXSSXO,QS&—(“XM +60X 40 3,4847 )=

= 5117 708,33 + 8230,176 — ( 320 000 + 29 131,81) = 4 776 807 cm*

3 3
I=1,-1,= 2 20 - S0500 = 7083 333,33 - 720 000 = 6 363 333,33 om’

(41,516 -25) _

x 516 60« (4151625 x S~ =78008,20 cm’

Sz=41,516 x 100

Primjer 9. (cjevasti pravokutni presjek)

0 190 30 F, = 250%135=33 750 cm? - cijeli pravokutnik
F, = 190%x100=19 000 cm? - otvor

15

2L

F = F1- F,=33750 — 19000 = 14 750 cm?

Ny

z1=250/2 = 125cm
z,=250/2 = 125cm

20,

Ny

d! y1=135/2 = 67.5cm
Yy y2= 100/2 +20= 70cm

3.DIO 168



KARAKTERISTIKE POPRECNOG PRESJEKA STAPA

_F xz, —F,xz, _33750x125-19000%125

Z; =125cm
F 14750
F, xy, -F S-

y, =D \ - , XY, =33750><6Z457539000><70 —64.3cm

Sz = 64.3x250%(64.3/2) — (64.3-20)x190x(64.3-20)/2 = 330.374,7cm°

30 190 L30

di=y, -y, = 67.5-64.3 =3.2cm
do=y, -y, = 70-64.3 =5.7cm

) >
)
Ny
yr-64.3
y1-67.5
y-70.0

yr
v

3 3
=1, -1,,= 29X135 | a3750x3 02 I99X100°_ 4440045 72= 35 152 769,2 cm?*
3 3
1, =1, -1,= 22220 _100X1907 145 535 916,67 om
12 12

Primjer 10. (otvoreni presjek)

y
F, = 80x80 = 6400 cm?
¥ F2 = 40x50 = 2000 cm?
30 F = F- F2= 4400 cm?
z z1=22=zr=40cm
y T 50 y1=40cm y,=25cm
.
20 V 40 V 20 V LQ
, - F, Xy, =F, Xy, _ 6400x40-2000%25 _ 46,82 cm
F 4400
di=40-46,82=-6,82cm
do=25-46,82=-21,82cm
R0 x80° 40x50°

I,=1,-1, = +6400%6,82° — ( +40x50%21,82%) =2 342 121,3 cm*

_80x80°  50x40°
2T T,

~1 = 3 146 666,70 cm*

Sz=2 % 46,82 x 20 x =43 842,2 cm®

46,82
2
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Primjeri za vjezbu:

1.

R

2
Yr

=lula]

[mm]
Rjesenje:

2

F=0.0584 m® ;y;= 0.615 m; 1,=0.0049861 m*; 1,=0.000724586 m*; S,= 0.0075645 m®
w

| Gao |
1 T

LI

[mm]

100

00

I I
| 200 |

200

Rjesenje:

F= 0.4 m? ;yr= 0.3925 m; 1,=0.03431 m®; 1,=0.011688 m*; S,= 0.052358 m°
3.

100

2
200 el
2 Yr
4 |

o

= |TEII:I|

Rjesenje:

[mm]

F=0.61 m”;yr= 0.6254 m; 1,=0.0102039 m*; 1,=0.034908 m*; S,= 0.10976 m®
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NAPREZANJA

NAPREZANJA

Opcenito mozemo reci da dokaz sigurnosti konstrukcije sadrzi dokaz sigurnosti od sloma
koji u materijalu nastupa kada sile izmedu Cestica u materijalu dosegnu neku grani¢nu
vrijednost.

JEDNOOSNO POLJE NAPREZANJA

o] ™ o
-y
-

- na dvije stranice koje su okomite na karakteristicnu os djeluje ukupno naprezanje
Cija se veliina oznacCava sa 0.

DVOOSNO HOMOGENO POLJE NAPREZANJA

ukupno naprezanje = normalno naprezanje + posmi¢no naprezanje
-prikaz na kvadru kojem su dvije stranice paralelne s karakteristicnom ravninom.

Oy

> —’Tyx
<4 —
f A — Ox |—>
Txy
fxa !
o ‘ 4._1
X | S -
_L'x -
oo
Oy
Normalna naprezanja @ Posmicna naprezanja t
dobivaju indeks po osi sa - oznacCava se sa dva indeksa Tyy
kojom su paralelni oy i Oy.
normala ravnine 0s s kojom
u kojoj djeluje su paralelni

- PosmiCna naprezanja na okomitim presjecima su jednaka Ty=Tyx

* specijalni slu€aj — djeluju samo posmi¢na naprezanja _- €isti posmik
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NAPREZANJA KAO FUNKCIJE 0y,0y i Tyy.

NAPREZANJA U PROIZVOLJNOJ RAVNINI CIJA NORMALA ZATVARA S 0SI x KUT a

( normala 7 i os koordinatnog sustava "u" su istog smjera )
w
Gufﬁ - 2 i 2 ;
Tuv 0, =0, Xcos" O +0 Xsin" O +T,  Xsin20

sin 20

T, = (—0x +0y)>< +1,, Xcos2a

Tyx 1

Oy

GLAVNI NAPREZANJA — RAVNINE U KOJIMA ISCEZAVAJU POSMICNA NAPREZANJA
AKO IMAMO ZADANO gy, 0y i Ty

Kut ravnine g2a, =

— 2 c 2 :
0, =0, %cos O, +0 Xsin" O, +T, Xsin2dg

0, =0, Xsin’ 0 +0, xcos’ 0 —T,, Xsin20

Kontrola !:

-za stanje ¢istog posmika
G’] = Txy 02 = - Txy

MAKSIMALNA POSMICNA NAPREZANJA | PRIPADAJUCA NORMALNA NAPREZANJA

MOHROVA KRUZNICA ZA RAVNINSKO STANJE NAPREZANJA
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ZADATAK 51:

Zadano je : 6,=65 kN/cm’, 6,=18 kN/cm?, 1,,= 18 kN/cm?, potrebno je odrediti :

a.) Naprezanja u proizvoljnoj ravnini €ija normala "n" zatvara s osi x kut a=17° Uu 9Tuv
b.) Glavna naprezanja 04 i 0,

c.) Maksimalna posmiéna naprezanja T,,.x i njemu odgovarajuée normalno naprezanje
Sve dobivene veli¢ine prikazati pomoéu Mohrove kruznice za ravninsko stanje naprezanja

Postupak:

a.) o,=0, xcos’a+0, xsin’ 0 +T, Xsin20 =
=65 x cos? 17 + 18 x sin17 + 18 x sin 34: ¥ "
= 59,44 + 1,54 + 10,06 = 71,06 kN/cm? vy, Tuf

Tuv = (_OX '*'o-y)>< Sin 20 +Txy X 0820 = " S
in 34 ey

= (-65+18)x 2222 4 18 cos34 = =7
=-13,14 + 14,92 = 1,78 kN/cm? oy

b.) Glavna naprezanja djeluju u ravnini u kojoj i§¢ezavaju posmi¢na naprezanja; kut
koji zatvara normala ravnine s osi x izraCuna se kao :

2T, 2x18 o
tg2a, = = =0.76696 -  2x0g=37,45° ;
o, -0, 47

og=18,73°

0, =0, %cos’ 0 +0, xsin’ Ay +T,, Xsin 20
=65xcos” 18,73 +18%sin” 18,73 +18 xsin 37,45
= 58,30 + 1,86 + 10,95 = 71,11 kN/cm?

0, =0, xsin’ 0 +0, Xcos’ A — T, Xsin 20

=65xsin’ 18,73 +18xcos” 18,73 —18 xsin 37,45
=6,70 + 16,14 — 10,95 = 11,89 kN/cm?

Kontrola: Oy + Oy =04+ 0y

65+18=71,11+ 11,89

C.) Tmax = 9 ;U‘ = 11’89;71’11 = -29,61 kN/cm? - zatvaraju kut od g s glavnim

naprezanjima

g, +0 +
03 =04 =05 = 22 L= :“’89271’“=%=41,5 kN/cm?
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d.) Crtanje Mohrove kruznice naprezanja

- pretpostavka T,, = - Tyx ,zadano 0y, Oy, Ty
+O

=T y -
1. Koordinatni sustavi ?G_I;G | , X | |
+T

Mohrovu kruni +T
za Monrovu kruznicu na poprecnom presjeku

2. Totka Ny(Ox, Ty) i Ny (0y, Tyx) , duzina NyN, je promjer Mohrove kruznice
naprezanja.

3. Kroz Ny povla¢imo paralelu sa osi x (0), a kroz N, paralelu sa osi y (1), sjeciste
pravaca nam odreduje toCku P tj. pol , koja ima svojstvo da se u njemu sijeku zrake
usporedne s normalama promatranog skupa.

4. Ako kroz P povu¢emo paralelu s normalom 7, ona ¢e Mohrovu kruznicu sjeci u tocki
Nn - koordinate toCke Nn odreduju Oy i Tyy U ravnini Cija normala zatvara kut a s osi x .

5. Sjeciste N1 i No Mohrove kruznice s apscisom o odreduju veli¢ine 01 i 0> tj. glavna
naprezanja. Spojnica P sa N1 odreduje smjer a1 ,a spojnica P i N, odreduje smjer 03z, {j
smjerove glavnih naprezanja.

6. Tocka N3 odreduje ekstremno posmiéno naprezanje Tmax. Spojnica tocke P i tocke
N3 odreduje smjer normale presjeka u kojem djeluje najve¢e posmicno naprezanje Tmax -
Presjeci u kojima se pojavljuje maksimalno posmi¢no naprezanje zatvara kut a = g S

presjecima glavnih naprezanja.

7. U presjecima max posmi¢nih naprezanja postoje i normalna naprezanja
o, + o, o0 +0,

03= 04=0g-=
2 2
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Mohrova kruznica naprezanja za ravninsko stanje naprezanja
- pretpostavka za Mohrovu kruznicu naprezanja Txy =-Tyx

Tmax

Tyx

Txy

Nx (65,18) gi"j"

KMLJ 05./06.



MOHROVA KRUZNICA NAPREZANJA

ZADATAK 52:

Zadana su naprezanja 0,=100N/cm’, 6,=50 N/cm?, T,,= 10 N/cm?, potrebno je odrediti :

b.)

a.) Napone g, i 1,y ako normala proizvoljnog presjeka zatvara sa osi x a=30°
b.) Glavne napone 04i 0,

c.) Maksimalni posmiéni napon 1.« i njemu odgovarajuéi normalni napon
d.) sve provjeriti na Mohrovoj kruznici napona

0, =0, xcos’ 0 +0, Xsin’ O + T, Xsin 20

sin 20

L =(—GX+GY)>< +1,, Xcos20

0, =100%cos® 30 +50 xsin? 30 +10 xsin2x30 = 96,16 N/cm?

Tuv:(—100+50)><@+10><cos,2><30=-16.7N/cm2
wag = = 200 45 oxae=218° 1 ae=109°
#7¢T5 —a, 100-50 emet o em

X y

0, =0, xcos’ 0 +0, xsin’ ag +T,, Xsin20

0, =0, xsin’ 0 +0, Xcos” O — T, Xsin 20

0, =100%c0s>10.9 +50 xsin*10.9 +10 xsin2x10.9 = 101.9 N/cm?
0, =100 xsin*10.9 +50 % cos*10.9 =10 xsin2x10.9 =48.1 N/cm?

Kontrola : Ox + 0y =01+ 0>

d.)

100 + 50 = 101.9 + 48.1

T, =2 ;01 - %81 _2101’9 = - 26.9 N/cm?

0.+0, 0,+0,_ 481+1019
2 2 2

03= 04= Og = =75,0 N/cm?

Crtanje Mohrove kruznice naprezanja

KMLJ 05./06.



MOHROVA KRUZNICA NAPREZANJA

Mohrova kruznica naprezanja za ravninsko stanje naprezanja
i - pretpostavka za Mohrovu kruznicu naprezanja Txy =-Tyx

Oy

/ Mohrova  kruznica
T

AT

Hn (TOy, Tuy) I
Tmax
Tuv
Tyx 71
" ///%"
: -
] /_/ J4q o
Txy ) // -
a xy
-~ %6 Nx (100,10) §I
i | (871
" |
|
|
Oy
Oy

KMLJ 05./06.



NAPREZANJA U PROIZVOLJNOM PRESJEKU

ODREDIVANJE NAPREZANJA U PROIZVOLJNOM
PRESJEKU STAPA

- zadjelovanje uzduzne sile Ny, poprecne sile Ty i momenta savijanja M, u
popre¢nom presjeku Stapa javljaju se:

. N |M.
. normalno naprezanje g=—z=—0)
F~ I
. _ 7|05,
. posmiéno naprezanje 7=———-
1.b

z

ZADATAK 53:

Za prikazani sustav, u presjeku t-t, potrebno je odrediti vrijednosti normalnog i posmiénog
naprezanja za tocke E, F i G.

it
1M=300 kiNm q=20kN/m :

Q HHHHllilHHZl M= 300kNm
=30KkN/m 4 P4+= 120kN

- P>= 180kN

g= 20kN/m

f= 30kN/m

poprec¢ni presjek

P2=180 kN

- F

E“‘I,I
G

¥
4 [P B

64

F1=120 kN

Postupak:
Izra¢un unutarnjih sila u presjeku t-t:
>x=0 N¢.+= -f (6= -180kN

presjek -t

M=300 kMNm q=20kMN{m \Mm
CL‘ FTTTIT1 l‘l TTT ] \L) Nae Zy=0 Tt-t= _q |:6= _120kN
f=30kN/m Tu

2My=0 M= -60kNm
(vlak gore)

Izracun karakteristika poprecnog presjeka
j F= 32 [B4= 2048cm”
_3204°
e @’l Z
G

ye= y1= 32Ccm ye= 8cm yF= 32cm
—_2 (o€itamo

=699050,7cm*

64
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NAPREZANJA U PROIZVOLJNOM PRESJEKU

Normalna naprezanja

kNcm

N, M. I
g, =N Ml 7180 6000 oy s6sn s em?
FA I 2048 699050,7

vlak je na gornjoj strani, a toCka E je ispod teZiSta gdje je tlak, zato je minus

kNem

M -
g, = N Mol 2180, 6000 ) o ecsinom
F oL 2048 699050,7
N, M _—180 6000

32 = —0,3623kN / cm?

g,. = t_t| =
¢ 7’ I Y 2048  699050,7

vlak je na gornjoj strani, a toCka G je ispod teZiSta gdje je tlak, zato je minus

F

0.=0,1886 o,.. — uvijek na viacnoj strani
NEUTRALHA 02
T A
[=
E C=-0,158
€= 0,362 . . ,
. y s o, — uvijek na tlatnoj strani
i

Funkcija promjene normalnog naprezanja O po visini popreénog presjeka je
linearna funkcija i za svaki poprec¢ni presjek postoje dvije ekstremne vrijednosti

- Umax l Jmin

Grafi¢ki prikaz "zbrajanja" naprezanja.

|:| N\ N

»—> + = \
N

F s

Ukoliko je utjecaj uzduzne sile veci od utjecaja momenata savijanja moze se dogoditi

da cijeli poprecni presjek bude u istom predznaku (kod ovog primjera cijeli presjek je
u tlaku)

v

__|.>I=> - + =
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. - _[T|0S,
Posmiéna naprezanja 1 =———
1. b
F
T |z S, — stati¢ki moment povrSine na os z.
E I (biramo onu povrsinu u kojoj se ne nalazi
G teZiste T)
Yy
e Fe= 32 [24= 768cm?

de= 32-(24/2)=32-12= 20cm

S,F= Fg [eg= 768 [(20= 15360cm®

[120/05360 )
; =——————=0,0824kN / cm

699050,7 32

S.°=S,=0 FF’=F°=0 =r7,=71,=0
- - 3 N pra
Szmax= 32 (B2 [16= 16384cm \\\\)\ ¥ e
JANS . F.=32032

_ [120/06384

=0,08789kN / cm® =

T
™ 699050,7 32

maksimalno posmi€éno naprezanje je u teziStu popre¢nog presjeka jer je tamo S;
maksimalan

“Tmax
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Pojasnjenje uz staticki moment povrsine
S =FU

maksimalni statiCki moment povrsine Sz max

————»
d —F, povrsina ispod tezista je maksimalna povrsina

l pa jeiS; ujedno iS__ ,a S =F,

statiCki moment povrsine neke tocke E

max Z max

2
»

L E

d, W7z

F. povrsina ispod tocke E % = F, U,

\ 2%
staticki moment povrsine neke tocke NJ

»
|

d NJ

4& F, povrsina ispod tocke NI S™. = F,, 0,

v

staticki moment povrsine neke toCke G (tocka na rubu poprecnog presjeka)

F,, povrsina ispod tocke G jednaka je nuli pa jeiS®, =0,

G 4.8 =F, ll,=0=>1,=0
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ZADATAK 54:

Za prikazani sustav, u presjeku t-t, potrebno je odrediti ekstremne vrijednosti normalnih i
posmiénih naprezanja.

t
M=300 kNm q=20kN/m

CL« Llllllli\ll&lllll M= 300kNm
f=30kN/m P4= 120kN
- P2>= 180kN
g= 20kN/m
P2=180 kN f= 30kN/m
poprec¢ni presjek
=0 0. =0
o — —

t

0

Ny

70

P1=120 kM T

Postupak:

Izra¢un unutarnjih sila u presjeku t-t:
>x=0 N¢+= -f (6= -180kN

presjek -t

=300 kMrm q=20kN/m ‘{H
¢ 11111111‘1“1“\1\_) . Sy=0 Te= -q (6= -120kN
=30k Tu

ZM(t.t)=0 Mt-t= -60kNm
(vlak gore)

IzraCun karakteristika popre¢nog presjeka:

F= 3000cm?

l,= 2137000cm*
yt= 59cm

S,= 34810cm?®

a0 0. 30
i | sr0T
Y .. prema vlacnojstrani
g 1
_,_,.o-'-"""ﬁ- -1 z —
SI ma — e
WT= a4 . .
Y .., prema tlacnoj strani
K
W
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_—180 6000 31=0,027kN / cm>

O.m :Nz—t_i_‘ f—t‘g}m -
= F I, 3000 2137000

M -
amin = Nl_[ - ‘ l_[‘ |J}min = 180 - 6000 59 = _0,226kN/Cm2
F 1 3000 2137000

z

. IT|CS, o _ [120/334810
"X 7 b 2137000 20

=59020 95279 =34810cm’

=0,0977kN / cm?

S

Z max

<+— Skok zbog promjene Sirine b
_ popre¢nog presjeka. (gore je
Sirina b=80 cm, na "vratu" je

b=20cm)

183
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NAPREZANJA U PROIZVOLJNOM PRESJEKU

ZADATAK 55:

Za sustav kao u zadacima 53. i 54., ali za novi popre€ni presjek,potrebno je odrediti
ekstremne vrijednosti normalnih i posmiénih naprezanja.

Postupak:

25 h20 , 35

1

s

60

20

Izradunali smo u zadacima 5.i 6.:
N=-180kN T=-120kN M= -60kNm= -6000kNcm (vlak gore)

IzraCun karakteristika poprecnog presjeka:

60

s

F= 3850cm?

yi= 43,6Ccm  Ymax= 51,4cm Ymin= y7= 43,6Cm

l,= 4312079,33 cm*

di= (43,6-20)/2=11,8cm; d,= 43,6-10= 33,6cm

Fi= (43,6-20) [R0= 472cm?  F,= 80 [20= 1600cm?

S, max= F1 [y + F2 [dp= 472 11,8 + 1600 [B3,6= 59329,6cm®

PR S | P

220

max

_ s

Zmax

— G )
- _?DJ-Q-
SI R = .
BRI
G
0 0. 0
M -
max =E+u@m = 2180, 00995 4 = 0,004774N o
Fo1 3850 4312079
M -
min :ﬂ_u% =180 60003 6= 0107426/ cmr®
F oI 3850 4312079
_ 120393296

=0,08255kN / cm*

1. b 4312079 [20
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ZADATAK 56:

Za prikazani uravnotezeni sustav u presjeku 1-1 potrebno je odrediti ekstremne vrijednosti
normalnih i posmiénih naprezanja.

3 Poprecni presjek:

=8E]I»<N )
! :'I =
E : 40kN
Zl. T .5
0O =, I
V[ % )
] L !
L m
L v
A0KMN 20 . i} P I
p 2 2
Postupak:
Izra¢un unutarnjih sila u presjeku 1-1:
Presjek 1-1 >x=0 N;=-80kN
T
M+ = =
3 /I 80K >y=0 T.=40kN
' lmkm SM44=0  -M;-40 [2=0
M,= -80kNm (vlak gore)
/%/

IzraCun karakteristike poprecnog presjeka:
F=6100cm? yi=41,52cm = Ymin Ymax= 43,48cm

l,= 4776807cm*  S,= 78008,2cm?®

N Chra
8 | +
7 g- O
T o T T -
IT o
= 4 }Ef—
K '
¥
n il a0,
M -
amax = &-Fug/max = 80 + 8000 @13,48 = 0,05971kN/Cm2
F I, 6100 4776807
M -
O in =&_u@mm = 80 __ 8000 [41,52 = —0,08265kN / cm”*
F 1 6100 4776807

z

7|05, ex _ 400780082

T . = =0,1633kN / cm®
I b 4776807 [40
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ZADATAK 57:

Za sustav kao u zadatku 56., ali za novi poprecni presjek,potrebno je odrediti ekstremne
vrijednosti normalnih i posmic¢nih naprezanja.

30

50

Postupak:
Izra¢un unutarnjih sila u presjeku 1-1:
N=-80kN T=40kN M= -80kNm= -8000kNcm (vlak gore)

IzraCun karakteristika popre¢nog presjeka:

F= 4400cm? yi= 46,82¢M = Ypmin Ymax= 33,18cm
l,= 2342121,3cm* S,= 43842,2cm*

30

Trrax

¥
W

20 . A0 20

N M 80 8000 e 05 sk om?
Fooq 4400 2342121
M -

o, =N My 80 8000 e 781N o

F 1 4400 2342121
_|T|cs 40 [43842,2

zmax __

r .= = =0,01872kN / cm®
1. [b 2342121,3[40
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ZADATAK 58:

Za prikazani sustav :
1.) u presjeku 1-1 potrebno je odrediti vrijednosti normalnog i posmi€énog naprezanja za

tocke A,BiC.
2.) u presjeku 2-2 potrebno je odrediti vrijednosti maksimalnog normalnog i posmi¢nog
naprezanja
P=100 kN 1
q=25 kN/m  P=100 kN/m .
M=400 kNm g L ?:k
C\ P=200 kN
M=150 kNm
P=150 kN
, 2.0 , 2.0 2.0
Poprecni presjeci:
Stap I. Stap Il.
A #3040 30,
10 2
,;_i(lmn_B,
Postupak:
1.) presjek 1-1
Izra¢un unutarnjih sila:
Zx=0 N4+100%x2 =0 N.=-200 kN
Zy =0 -T1-100-25%x2=0 ; T4=-150 kN
ZM =0 M;-400+100%x6+25%x2.0%x3.0=0; M4=-350 kNm M;=-35000kNcm
(vlak gore)

IzraCun karakteristika popre¢nog presjeka:

A F = 50x120 = 6000 cm?
3
T T ,= 30x1207 _2 500 000 cm*
g -
C vl 9 ya=60cm
B yg= 60 cm
yc=30cm
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Normalna naprezanja

M
o, :&i—lxyA =200, 35000 = 0,033 +0.291 = 0.258 kN/cm?
F 1 6000 7200000
o, = Miy o200 35000 6o 033 -0.291 = - 0.324 kN/cm?
F 1 6000 7200000
O, =&1&Xyc=— 200 _ 35000 5 .9.033-0.145 = - 0.179 kN/cm?
F I 6000 7200000
0.033 0.291 0.258 Oa=0 e =+ 0.258 kN/cm2
A ® ®
+ = o
0.033 0.145 0.179 c=-0.179 kN/cm2
s ©) ORN
soem B 0.033 0.291 0.324 OBg= Onin =- 0.324 kN/cm2

Funkcija promjene normalnog naprezanja o po visini presjeka je linearna funkcija.
Za svaki presjek postoje dvije ekstremne vrijednosti Omin | Omax-

Omin — j€ uvijek na tla¢noj strani

Omax — J€ Uvijek na vla¢noj strani
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Posmiéna naprezanja

A
_[Txs, I T
IS |y
B
+—S0em

S¢ =F.xd. =150x45=6750cm’
F. =50%30 =150cm

d. =60-15=45cm

_ T[S, _ 150%6750
I,xb 7200000 %50

=0.028 kN/cm?

Tg

S;=S>=0 jerje F,=F,=0 > T, =T,=0

Ekstremna vrijednost za T je u tezZistu jer je tamo Sz maksimalan.
S =F__ xd=(50%60)*30 =9000cm*

150 %9000

T, =—————=0.00375 kN/cm?
7200000 % 50

Tirax = 0.0375 kN/cm?2

Tc= 0.028 kN/cm2
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2.) presjek 2-2

Izra¢un unutarnjih sila:

Yx=0  T,-200=0 T,= 200 kN
> y=0 N2+ 150=0; N,= -150 kN
SM=0  -M,-150-200x1=0; M,= - 350 kNm M;=-35000kNcm

(vlak desno)

IzraCun karakteristika poprec¢nog presjeka

430030, F =10%100 + 70x10 = 1700 cm?
E%% y
y1=50cm z
YL y2=105cm (polozaj presjeka u konstrukciji)

_Fxy, +F, xy, _(10x100)x50 +(70x10)x105

=72.6cm
F 1700

Yr

di=y, -y, = 50-72.6 = -22.6 cm
d2=y, -y, = 105-72.6 = 32.4 cm

Smax = 10x72.6x72.6/2 = 26 353.8 cm®
max = 70x10x32.4+10x%(100-72.6)%(100-72.6) / 2 = 26 433.8 cm®
(greSka zaokruzivanja)

_ 70%10°

I,=1,+I,= +700%32.4% +

3
%+ 1000x22.62 = 2 084 758,6 cm*
Izracun maksimalnih normalnih naprezanja

Ymax = 37.4 cm (prema vlaénoj strani)
Ymin = 72.6 cm (prema tla¢noj strani)

o =z Mayey o 150, 35000 a5, 6 0088+0.627 = 0.618 kNJem?
Fooo 1700 ' 20847586

o, =2 Moy DO 3000 00 6 50088-1.21 = - 1.22 kNIem?
Fooo 1700 20847586

Izracun maksimalnog posmi¢nog naprezanja:

_[T*S, _ 200x26353.8
I,xb  2084758,6x10

= 0.25 kN/cm?

max
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ZADATAK 59:

Za djelovanje tlacne sile u tocki C, P.=80kN, potrebno je izracunati naprezanja za tocke A i
B. Potrebno je izraCunati i polozaj neutralne osi.

ﬂt rt
Paogled
2 gore .

|
pogled "= desno 1
— - i X
z ! I
b |
MW o |
-
dole ; B PC
Yy i
PR TR S

«  silu moramo translatirati u teziste poprecnog presjeka i zbog te translacije pojavit
Ce se koncentrirani momenti My i Mz.

* Oko osi x nema momenata jer je sila P paralelna s osi x.

Fogled
gore

2x=0 -N-P=0 - N=-P=-80kN

N I > z, X
; Mz DI ZM(Z)=0

dole vy

-PO0-M,=0 - M, =-PO0=
-8010= -800kNcm
( vlak na gornjoj strani)

2x=0 -N-P=0 - N=-P=-80kN

desno P

SMy=0 -M+P12=0 _ M,=P02=

D y e 80r12= 960kNcm

(vlak je lijevo)

lijevo

+ + ¢ + +
A _ M M
|uevo+ _ desno U:iﬁi‘ z g/i‘ y‘&
+ - F I, [y
7 + -
" Mz
+ -
N - Izradunamo: F= 24[40= 960cm?;
- 3
e — -5 . I = 24140 =128000cm*
3
* 7 =304 c080em?

w Y 12

Ya = Yp = 20Ccm; z5 = z, = 12cm
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g, =504 39 194 20 15— _0083+0,125+0.25 = 0,292kN / em?
960 128000 46080

g, =50 80 5 900 135 - _0083-0.125-025 = ~0.458kN / cm?
960 128000 46080

Izradunavanje polozaja neutralne osi

Uvjet za neutralnu os: g =0

+‘MZ @+‘My‘@:()
T T

z y

=%

Koordinatne osi popre¢nog presjeka orijentirali smo prema vlacnim stranama
presjeka (proizvoljno)

4y =80 800 960
+ + + + + + g/ + =
N _ 960 128000 46080
+ - —0,0833+0,006250) +0,02083[£ =0
: * - 0,00625y =0,0833-0,02083[£/:0,00625
+ : -
. y=13,33-333z
+ jednadzba neutralne osi
By
A ; 1.totka Ty —» 24=0
T y1= 13,33cm
/
/ 2.tocka Ty - zp=4cm
- Tz yo= Ocm
&
Iy
i
A
i B
@ !
UA f -
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Malo pojasnjenje uz zadatak 59:

Pogled

A gore

lijevo desnog

20
Ed

|

dole

Pogled = prije djelovanja sile P nakon djelovanja sile P

fr(a
e
5 /j
1= o
@ /
/ -
Opruga u tocki A Opruga u tocki B

www prije djelovanja sile ~ \WANW
www poslije djelovanja sile Wy

vlaéno naprezanje tlaéno naprezanje
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ZADATAK 60:

Za zadani poprecni presjek i zadanu tlacnu silu u tocki A, P,=100kN, treba izra¢unati normalna
naprezanja u tockama A i B. Treba izrac¢unati i polozaj neutralne osi.

ﬂ tloc
\‘\

Izrac':unamo:
F=6100cm?
l,=4 776 807cm*
l,= 6 363 333cm*

poxled

B

0 A0 it}

yt= 41,52cm = yp
ya=43,48cm
zt=50cm

Sila Pa ne djeluje u tezis

tu popre€nog presjeka pa ju moramo tamo

translatirati. Zbog te translacije pojavit ¢e se momenti My i Mz. Oko osi x nema
momenata jer je sila P paralelna s osi x.

Pogled
gore

dole

Tlocrt
desno

2x=0 -N-P=0 - N=-P=-100kN

SM=0 P[@348-M,=0 -

M, = P[43,48=10043,48= 4348kNcm
( vlak na donjoj strani)
P
>x=0 -N-P=0 - N=-P=-100kN

—* 3IMy=0 -M,+PB0= _ M, = PB0=

=10050= 5000kNcm

( vlak je lijevo)

lijevo

desno

S

B

o=+x— N ‘ I:j; + ‘My‘
Mz ‘I:v }
o _—100 43438 _ 5000
176100 4776807 6363333

=-0,01639-0,0395-0,03929 = —-0,0952kN / cm®

—100 4348 N 5000
6100 4776807 6363333

b

=—0,01639 +0,03779 + 0,03929 = 0,0607kN / cm”
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Izradunavanje polozaja neutralne osi

Uvjet za neutralnu os: =0

z

U:iﬂi‘M g/i"My‘E::O

F 1 I,
Koordinatne osi popre¢nog presjeka orijentirali smo prema viacnim stranama

presjeka (proizvoljno)

.
. 100, 4348 5+ 5000 1 _
2y 6100 4776807 ~ 6363333
. ] —0,0164 +0,000909 3 +0,0007858 2 =0
rrrrT T 0,000909y = 0,0164 —0,0007858 %/ : 0,000909

! y=18,04 0,864z
jednadzba neutralne osi

1.to¢ka T1 - z4=18,04/0,864=20,9cm

y1=0

2.tocka T4 - zo=0cm
y>= 18,04cm

-} A " - T1
IT - . @ UA

T=1-. o,

",
B T Qe
Vi T -
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ZADATAK 61:

Za zadani presjek potrebno je odrediti vrijednosti ekstremnih normalnih naprezanja za
djelovanje sile P=100 kN te odrediti polozaj neutralne osi.

y
B
z,

T

0.2

0.3

, A
I
My
Mx ~
X <"\<N>< -— :r
\J <
I@/‘
z Mz
Postupak:
pogled u projekciji x-y
y
gore
Nx _x L P, g
v J 2}
Mz dole
ZXZO -N-100=0 Nx=-100 kN
> M=0 M,+100x0.05 = 0; M.,= - 5.0 kNm ; M,=-500 kNcm
(vlak dolje)
pogled u projekciji x-z
My nazad P
Nx X ‘ ﬁgj
naprijed
z
2x:0 -N-100=0 Nx=-100 kN
ZM =0 M,+100x0.15 = 0; M,=-15.0 kNm ; M,=-1500 kNcm

(vlak naprijed)

M,= 0.0 kNm ; -zato $to je sila paralelna sa osi
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Izracdun karakteristika popreénog presjeka:

gore

Mz
\ Mz

N Uz

nazad naprijed

Maksimalno naprezanje:
N

+A4y +
g, =—— Xz =X
O F T TR

y z

o, =~
1500 112500

Minimalno naprezanje:

0o, =% —_—
B I I

O =~
1500 112500

100 N 1500 15+

100 1500
x1

_ 30x50°

=312 500 cm*

Iz

3
= 20307 _ 442 500 cm?

ly

F = 30 x50 = 1500cm?

x25=0.534 kN/cm?
00

x25=-0.667 kN/cm?
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lzracunavanje polozaja neutralne osi:

0 =0 - uvjet za neutralnu os

0=+—= LXy

L

z

|z

Ng M
—Xz*
g |

z

(pogled s desna na presjek)

F++++++

++++

®

skici
c:iEiM— 0
F 1
100 1500 500
= - + Xz = Xy =
1500 112500 312500
0 =-0.0667+0.01333%xz-0.0016xy =0
y =8.3z-41.7 v
T4 22z=0 y=-41.7cm °
T, 2y =0 z=ié7=7.32 cm / /n :
’ A

198
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ZADATAK 62:

U tocki A prikazanog popreénog presjeka zadano je vlaéno naprezanje o= 1000kN/m>. Treba
izracunati koliko iznosi sila u toc¢ki B koja odgovara tom naprezanju.

Izraéunamo:
I A F=6100cm?
l,= 4 776 807cm*
l,= 6 363 333cm*
: yi= 41,52cm = yg
ya= 85-41,52= 43,48cm
B zt=50cm

k)
kil A0 0

20

40

N

25

Pretpostavili smo tlacnu silu u toCki B

Pogled 5x=0  -N-P=0 _ N=-P

gore

SM=0 -P3152-M,=0 -

M
M 2 X M, = -P@1,52

( vlak na gornjoj strani)

41,52cm

dole y

>x=0  -N-P=0 _ N=-P
Tlocrt
desno z ZM(y)=0 -My-PEbO:O -
M, = -50P
( vlak je desno)

50cm

50cm

M
J:iﬁi‘Mz g}i‘ y‘&
+ g-ﬁre + j— + + + 4 F IZ [y
L e

- T o 1000 = -P N 0,4152P[0,4348 4 0,50P [0,50 _
S — + 0,61 0,04776807 0,0636333

e 1000 =-1,639P +3,779P +3,9287 P
q//ﬁw 1000 = 6,0687P — P =164.8kN

Kontrola M,= P[2/2= 164,8[0,50= 82,40kNm (vlak desno)
M.= P[0,4152= 164,8[0,4152= 68,42kNm (vlak gore)

:—164,8+ 68,42 4348 + 82,4 ’

40,61 0,04776807 0,0636333
=-270,16+ 623,32 + 647,46 =1000kN / m’
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ZADATAK 63:

U toéki A prikazanog popreénog presjeka zadano je tlaéno naprezanje o= -1000kN/m?. Treba
izracunati koliko iznosi sila u tocki B koja odgovara tom naprezanju.

Izraéunamo:

F= 4400cm?

l,= 2 342 121cm*

T : l,= 3,146 667cm*

yi= 46,82cm = yg

ya= 80-46,82= 33,18cm
za= zg= 40cm

A

33,1%cm

50
y=46,22cm

Y

0 40 0

Pretpostavili smo vlac¢nu silu u toc¢ki B

Pogled
I - § 2x=0 -N+P=0 - N=P
QN—@MZ o X ]

: £ 2M=0 Pi46,82-M,=0 -

| P, ¥ M, = P26,82
dole Y ( vlak na donjoj strani)
e desno 2 2x=0 -N+P=0 - N=P

E My=0 -My+P20=0 -

R Jox M, = 40P
~ My (vlak je lijevo)

lijevo

)
+ : 7] M
‘ \ SN L Ey:‘ y‘&
L I - \\ F IZ ]y
Mz
' ﬁ N L0002 P _0.4682P 3318 0,40P[.40 _
{ o 0,44  0,0234121 0,031467
T w ~1000 = 2,273P - 6,635P — 5,085 P

-1000 = -9,45P - P =105,8kN

Kontrola

_ 1058 0,46821105,8 03318 0,40105,8 .40 =

b

b

g =
40,44 0,0234121 0,031467
=240,45-702,02 -537,96 = —999,53kN / m*
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ZADATAK 64:

Za zadani poprecni presjek i zadanu tlacnu silu P = 300 kN koja djeluje u tocki A, izracunajte
normalna naprezanja u tocki B. (promijenjen koordinatni sustav)

30 190 30

100
-

Mx
B

° g My

Postupak: y

IzraCunamo karakteristike popre¢nog presjeka:
F =14 750 cm®; z,=125cm; y, =64.3cm
1,=35 152 769,2 cm*

1,=118 622 916.67 cm*

- sila izvan teziSta paralelna s osi x, izaziva uzduznu silu Nx i momente oko osi My i
MZ- gore =

X Mz 5 .
/ B pasi
) 710 Yx=0  -N-300=0 Ny = - 300 kN
dole
e ; ZM =0 M_+70.7x300 = 0; M,=-21210 kNcm
(vlak dolje)
X /My g
| ZX =0 -N-300=0 Nx=-300 kN
| ZM =0 M,+125%x300 = 0; My=-37500 kNcm
naprijed (vlak naprijed)
gore A
N vQ/Iz
U =
naprijed nazad
B dole &EMY
Y1
o N M e M
O, =x—% Xzt Xy
\p F Iy IZ
o, =- 300, 370055, 21210, 64 3o 0.0188 kN/Gm?
14750 118622916.67 35152769,2
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ZADATAK 65:

U toéki A prikazanog popreénog presjeka zadano je tlaéno naprezanje g,= - 1000 kN/cm’ .
Potrebno je izracunati koliko iznosi sila P u to€ki B koja izaziva to naprezanje.

»30 )0 30,
(o) S— |zraGunamo:
nazad F=2750 cm?
naprijed - Z =35cm; Yr =57cm
1,= 6273922 cm*

sl | 1,=722 916,67 cm’

Y

v A y

\; d
Vi
X 43 <"NX = A/‘

- pretpostavljamo tlaénu silu u tocki B.

y gore
3 ZXZO -Nx-P =0 Nx=-P
Jsz = | ZM = 0 IVIZ'57XP = 0’ Mz: 57P
dole i
> x=0 -Nx-P=0 Nx=-P
nazad
<1—<7/ o b
p
2 naprijed
Ay
My
gore N M M
A 0, =t—*—-Xzt—tXy
F 1 I
Mz Y ’
nazad "
dole B napried 1000 = -~ PP 55, 2TF

o

+——— X68
2750 722916,67 6273922

P =694 268 kN

3. DIO

202



KOSO SAVIJANJE

ZADATAK 66:

Za zadani poprecni presjek i zadanu tlacnu silu u tocki A, P,=250kN, treba izra¢unati normalna
naprezanja u tockama A i B.

IzZraGunamo:
Karakteristike poprec¢nih presjeka:

F=0,56 m® Y1=48,6 cmili 0,486 m = Ya; Yg= 72,4 cmiili 0,724 m
,=0,09615238 m* 1,=0,03386667 m*

Sile: ++++++++
— i —

N=-P=-250 kN

M, = P*Ya=250%0,486=121,5 kNm (vlak gore)

M,= P* 0,5= 125 kNm (vlak lijevo)

o, = N Mz My

=—- -——z
4T F I, Ya I, 4

_—250 1215 436 125

o,= 486 ———————— 0,5 = —446,4 - 614,1 —1845,5 = =2906kN / m*
0,56 0,09615238 0,03386667

LN M, M,
=— -——z
5T g I, Vs Iy B
=250 + 1215 , 125 0,5 =-446,4+914,9-1845,5=—-1377kN / m*

0' = L —
0,56 0,09615238 0,03386667
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ZADATAK 67:

Za zadani poprecni presjek i zadanu tlacnu silu u tocki A, P,=250kN, treba izra¢unati normalna

naprezanja u tockama A i B.

IzraGunamo:
Karakteristike popre¢nog presjeka:

F=0,6 m? Y1=60 cmili 0,6 m=Ya; Yg=40cmili 0,4 m
,=0,07 m* ,=0,058 m*

++++++++

[ ]

Sile:

N=-P=-250 kN
M, = P*ya=250%0,6=150 kNm (vlak gore)
M,= P* 0,6= 150 kNm (vlak lijevo)

+ + + 4+

U'_N M. M,
= - - Z
= I, Y4 Iy y
=220 150 ¢ 150 6 = —416,7-1285,7 - 1551,7 = ~3254,1kN / m”
0,6 0,07 0,058
o, = N M, M,
= - Z
= I, Vs [y B
=220, 10, IS0 6= —416,7+857,1-1551,7 = =111 1,3kN /m”
0.6 007 0058
3.DIO
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ZADATAK 68:

Za zadani poprecni presjek i zadanu tlacnu silu u tocki A, P,=250kN, treba izra¢unati normalna
naprezanja u tockama A i B.

¥
S 100

N\ IA ..... .
nots

N y

Izraéunamo:

Karakteristike popre¢nog presjeka:
F=1,02m? Y1=53,5cmili 0,535 m = Ya; Yg= 66,5 cm ili 0,665 m
,=0,170929 m* 1,=0,13855 m*

Sile:

N=-P=-250 kN FH++F+++
M, = P*0,YA=250%0,535=133,75 kNm (vlak gore)

+ C—i —1
M,= P* 0,7= 175 kNm (vlak lijevo)

N M M +
UA:F—]ZyA—]—y.ZA + | |
z y

_—250 133,75 35— 175
1,02  0,170929 0,13855

0,7 =-2451-418,6 —884,2 = —1547,9kN / m’

A

N, M. M

=— -—z
5T g I, Vs 1’ B
_ —250+ 133,75 0.665 175

- 1,02 0,170929 _0,13855

y

» , 0,7 =-245,1+520,4 —884.,2 = —608,9kN / m’

3. DIO 205



KOSO SAVIJANJE

ZADATAK 69:

Za zadani poprecni presjek i zadanu tlacnu silu u tocki A, P,=250kN, treba izracunati normalna
naprezanja u tockama A i B.

= W
] 1000 B
N_\}'_E‘ -------- ++++++++
__\| +
g
L 150— z
§ \ DN - +
__\| 4 + |_J
o 1000 P
& | | | [mm
Izracunamo:

Karakteristike popreénog presjeka:
F=0,635m? Y7=64 cmili0,64 m =Y Yg=76 cmili 0,76 m

,=0,172816 m* 1,=0,041979 m*

Sile:

N=-P=-250 kN
M, = P*0,YA=250*0,64=160 kNm (vlak gore)
M,= P* 0,5= 125 kNm (vlak lijevo)

SN M, M,
=—- - Z
AT I, Ya Iy 4
= 250 _ 160 0,64 —12—5.0,5 =—393,7-592.5 —1488,8 = —2475kN / m*
0,635 0,1728126 0,041979
_N M, M,
-z
'F I, 1, 7"
L =— 250, 160 0,76 —ﬁ.o,s =—393,7 +703,6 —1488,8 = —=1178,9kN / m*
0 635 0 1728126 0,041979
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PRIMJERI ISPITNIH ZADATAKA

ZADATAK 70:

Za gredu kvadratnog presjeka optereé¢enu silom od 100kN odredi potrebne dimenzije da
naprezanje uzrokovano savijanjem ne prede dopustenu nosivost o 4o =20N/mm?.

Postupak:
- prvo odredimo M dijagram

- iz njega o€itamo Mmax ,

Mmax= 502= 100kNm= 100010°Nmm

M
o=—0
IZ

-l,=a%12, y=a/2

20=

6
100010 [_g

4
a

12
_10000° 6
et |

3
a

20

ZADATAK 71:

;_100000° (6

100kN

4.0

sokN} }5okN

100kN

=3000° = a=310mm =31cm

Za gredu presjeka (b/h) optereé¢enu kontinuiranim optere¢enjem odredi Sirinu presjeka ako je
h=60cm da normalno naprezanje ne prede dopustenu nosivost

G dop =20N/mm?>.

200KN/m

HEEEEEERRREEN

40

400kN]

odredimo Mnmayx iz uvjeta Ty= 0

T,= 400-gx=0 — q-x=400 — x=2m

ili znamo

Mmax= qIf/8= 400kNm - 400C10°Nmm

20

b= 2000200°

HUUKN

vl
_Z@
_40000°
b 2
12
~2000200°
~ b[00°

> =333,33mm =33,3cm
600~ [20
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ZADATAK 72:

Odredite vrijednost normalnog naprezanje u plohi a.

IzraBunamo:

Fogled

gore

100

=100

F=1,0 (1,8=1,8m?
l,= 1,00,8%12= 0,486m*
l,= 1,81,0%12= 0,15m*

100

y_ 100

)Mz

. s 2x=0

g

-N-100=0 — N=-100kN

2M»=0 -M.,+1000,9-1003,0=0 -
do|930 Y M. = 90-300= -210kNm
Y ( vlak na gornjoj strani)
Tlocrt X
desno z
:>rwy  fe100
=]
M —
o _N M, 9= 100 . 210 ’
. F 1 1,8 0,486
) = —55,56 + 388,89 = 333,33kN / m*
M
F
_N M, _ =100 210 _
O-d()le - [ - 7 =
F 1 1,8 0,486
= —55,56 — 388,89 = —444,45kN / m*
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ZADATAK 73:

Odredite normalno naprezanje u tocki A.

A~ -« 100
\ wo
Izradunamo: F=1,0 (1,8=1,8m?

;= 1,01,8%12= 0,486m*
l,= 1,81,0%12= 0,15m*

Pogled
gore

2x=0 -N-100=0 - N=-100kN

N Mz X
R ) § 2Mz=0 -Mz-1000,9=0 -
a0 M. = -90kNm
dole g ( vlak na gornjoj strani)

30

2My)=0 -M,-1003=0 -
[ioa My = -300kNm
( vlak je desno)

Tlocrt
desno i

100

lijevo

1
++ + + +

~100 90 4 300
" 18 0,486 0,15
= —55,56 —166,67 =1000 = —1222,2kN / m"

A o oo -

0,50 =
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ZADATAK 74:

U tocki A popreénog presjeka zadana je tlaéna sila P=800 kN i moment
savijanja M,=100kNm. Potrebno je odrediti i polozaj neutralne osi. y

y Tz

Mz
‘\ X o,sol

N4 v~
. A
0,60
—>

Postupak rjeSavanja:
y
Mz
Mzuk \‘) X
=,

M, =0,-M_, +M_ -P04=0

M, =M, -PL0,4=100-320 =-220kNm (vlak gore)

+MZ
_] y

IzraGunamo:

ag =

Y| =

F=0,48m?% 1,=0,0256m*

Polozaj neutralne osi iz uvjeta 0 =0

g Ny M. _ 800, 220
Fo I 0,48  0,0256
~1666,67+8593750 =0= y= L666.67 _  194m
y 8593,75

0,60
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RIJESENI ISPITNI ROKOVI
ISPITNI ROK 22. 01. 2002.
TEHNICKA MEHANIKA

(ime i prezime ; mati¢ni broj)

3.) Zadani sustav u ravnini uravnoteziti silom u to¢ki "A" na pravcu "a", silom u
tocki "B" i na pravcu "b", i momentom u tocki "A".

P2=300 kN }
M=50 kNm !
N |
'B
] |
1 |
£ ‘
Z
Z| ]
S o L
T
0-4-
P+=100 kN
| 9:=5.0kN/m
£
= P4
Rl ~
o
N
I
Q
oY a
A

20 20

4.) Za uravnotezeni Stap iz prvog zadatka izracunati i nacrtati dijagrame unutarnjih
sila.

5.) Za zadani popreéni presjek i zadano naprezanje u toéki A g, = -1000 kN/m?(tlak)
izracunati potrebnu silu u toéci B.
VY
A
T
-

¥~

!

0,6 .2 0,6
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1). ODREDIVANJE URAVNOTEZAVAJUCIH SILA

2.y=0

-P;— Q1X2.0— Pg-pX4.O +B=0

-100 -5.0%2.0 - 300 - 20x4.0 + B =0
B =490.0 kN

2 M, =0

M—q1x2.0x1.0 — q2x4.0x6.0 - P1x4.0 + Ma +Bx4.0 = 0
50— 5.0x2.0x1.0 — 10x4.0x6.0 — 100x4.0 + Ms+490%4.0 =0

Mx=1360.0 kNm

Zx =0
q2x4.0+A=0
10x4.0+A=0
A =-40.0 kN
Kontrola :
ZM(X) =0 - suma momenata na bilo koju tocku

2). PRORACUN UNUTARNJIH SILA | DIJAGRAMI

300 kN

&
=
g 32~ 1
o o
L
I
5 7 Fo=
T IB=490KN
Ea
Z L
X
S o
T
T Jo 8 7
T P1=100 kN
] q1=5.0kN/m
6 | TrrT1711
R
£
S Z
X
o
N
1l
Q
10 )
¥ A=40kN
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Presjek 1-1

ZXZO -N4++0 =0 N.=0

Dy=0  +T4+490=0; T1=-490 kN
ZM =0 -M4+0=0; M.=0
Presjek 2-2

ZX =0 -N>+0=0 N,=0

Dy=0  +T+490=0; T,=-490 kN
ZM =0 -M,+490x%2.0=0; M,=980 kNm
Presjek 3-3

ZX =0 -N3;+0=0 N;=0

> y=0  +T3+490=0; T5=-490 kN
ZM =0 -M3+490x%2.0+50=0; M3=1030 kNm
Presjek 4-4

ZX =0 -N4+0=10 N4=0

Zy =0 +T4+490=0 ; T4=-490 kN
ZM =0 -M4+490x4.0+50=0; M4=2010 kNm
Presjek 5-5

ZX =0 -Ts+0=0 Ts5=0

Zy =0 -N5+490-300 =0 N5=190 kN
ZM =0 -M5+490x4.0+50=0; Ms=2010 kNm
Presjek 6-6

ZX =0 -Te+10%x4.0 =0 Te=40 kN

Zy =0 -N6+490-300 =0 Ne=190 kN
ZM =0 -Mg+490x%4.0+50-10%4.0%2.0=0; M=1930 kNm
Presjek 7-7

ZX =0 -N,+0=0 N,=0

z y=0 +T7-100=0 T;=100 kN

ZM =0 -M;+0=0; M;=0

Presjek 8-8

ZX =0 -Ng+0=0 Ng=0

z y=0 +Tg-100=0 Ts=100 kN

ZM =0 -Ms-100%2.0=0 M;s=-200 kN
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Presjek 9-9
Zx =0 -Ng+0=0
Zy =0 +To-100-5%x2.0=0

N9=0
To=110 kN

ZM =0 -Mo-100%4.0 —5.0%2.0x1.0=0 Mo=-410 kN

Presjek 10-10

Zx =0 T10-40=0 ;
Zy =0 N1o+0=0
ZM =0 M10-1360=0;

Presjek 11-11
ZX =0 T44-40=0 ;

Yy=0  Ny1-20%4.0=0
SM=0  Mu-1360-40x4.0=0;

Dijagrami :

T10=40 kN
N1o=0
M10=1360 kNm

T11=40 kN
N11=80 kN
M;1=1520 kNm

2010

2010

1520 1930

1360
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.
° o
o (@]
= 2
¥ o S S
a0ll= & .
40
N
190
i
)

190
80
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3). NAPREZANJA

U to¢ki A zadanog poprec¢nog presjeka zadano je naprezanje o,= - 1000 kN/m? . Potrebno je
izracunati koliko iznosi sila P u tocki B koja izaziva to naprezanje.

e
A
7 naprijed
nazad 3 >
—1—3,
*b
My
w Y e
XADANX : IzraGunamo:
y F=0.72 m?
Mo “ P z, =0.7m; y,=0.6 m
’ ™z 1,=0.1504 m*
1,=0.092 m*
- pretpostavljamo tlacnu silu u tocki B.
y gore
Nx __Xx /
Mz >x=0 Nx-P =0 Ny=-P
P
dole ZM =0 M- 0.6xP = 0; M.=06P
(vlak gore)
nazad
M
Nx X
‘f | Yx=0 -NeP=0 Ny=-P
: e d SM=0  M-0.7xP=0; M,=0.7 P
Ay
My
A
gore K N M M
0, =t—* Xzt —ZXy
Mz F Iy IZ
nazad B naprijed
dole ~1000 = — P 0.6P 5
@VA@ 0.72  0.1504
P =-995 kN
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ISPITNI ROK 14. 2. 2006.
grupa A

(ime i prezime ; matiéni broj)

1.) Zadani sustav u ravnini uravnoteziti silama A, B na pravcima "a"i "b" te

momentom Mg u tocki B b B

it

00°F

L 1.00 L 3.00 |a.00 |-
1 1 1

2.) Za uravnotezeni sustav iz prvog zadatka izracunati i nacrtati dijagrame
unutarnjih sila.

3.) Stup, zadanog popreénog presjeka, visok 3m je optereéen silom P= 400 kN.
Odredi tocku maksimalnog vlaénog naprezanja i izraunaj njegovu vrijednost.

P

0,8

1,0

EREERL

Napomena: Za izlazak na usmeni dio ispita potrebno je sakupiti najmanje 50 bodova na
pismenom dijelu, ali pod uvjetom da u 2. zadatku treba imati dobar M dijagram.
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Rjesenja
Uravnotezavajuce sile

199 .98

A

719 .94

129 .98

M dijagram
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T dijagram
I I
= =
o o
o o
|II:- = (=
o
=
o
]
: P
3 N

Napomena:ako Zelite dijagram moZete zrcaliti oko uzduzne osi svakog elementa
tako da odgovara konvenciji koju smo naucili u Tehnickoj mehanici

N dijagram

199.98

199,98
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3 Ay
P
Y A
Z o E *nazad 0.8
—Y '
lijevo '
: A +
; ’\\d v, +@J
y ! esno l
| sy
napried - Fgr N
/, Z \B
(!
3 3

M, =P*0.4=160kNm (vlak desno)

vk
e
N
M, =P*0.5=200kNm (vlak naprijed)
z < J
e
N
M M, 200
o, =+ VM yr—2z =200, 160 4y T 5= 2490kN /m® = 0.25kN | em?
F 1 I 0.8 0.0427 0.067

o, =2490kN/m’*, tocka B je po dijagonali od tocke A
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