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Uvod Vjezbe su tijekom dugog niza odrzavanja nadopunjavane. Osnovu
vjezbi napravila je Natasa Kapetanovi¢, ing. matematike, a podebljao ih je
mr. Bozidar Ivankovic.

Citanje " Vjezbi iz matematike 17 zahtijeva paralelno koristenje udzbenika
”Matematika 1” kojeg je napisala prof.dr. Sanja Marusi¢ i redovito pohadanje
predavanja i vjezbi kolegija "Matematike 17.

Velik broj zadataka rijesen je postupno, a svaki zadatak trebao bi imati
rjesenje. Slozeniji zadaci imaju i uputu. Skica nema, iako se radi o geometri-
jskim zadacima i one su ostavljene ¢itaocu koji ih moze napraviti prema
uputama za rjeSavanje zadataka.

Koristenje zbirke svodi se na samostalno rjesavanje zadataka. Idealno
vrijeme za rjeSavanje zadataka je na vjezbama i neposredno nakon dolaska s
vjezbi.

Nemojte izbjegavati zadatke koji se ¢ine laganim. Nema laksih i tezih
zadataka, vec¢ se dijele na zadatke koje ste rijesili na one koje jos niste rijesili.

Ako imate poteskoca u rjesavanju novih zadataka, naucite napamet rjesavati
zadatke koji su vam pokazani na vjezbama, predavanjima ili vam ih je pokazala
neka struc¢na osoba.

Ako ste primorani uzimati instrukcije, nastojte na instrukcije odlaziti s
pripremljenim pitanjima i odmah poslije instrukcija rijeSite nove zadatke ili
naucite napamet zadatke koje vam je pokazao instruktor.

Trudili smo se napisati zbirku bez greske. Ukoliko vam se ¢ini da
je negdje greska napravljena, bit ¢emo vam zahvalni ako ¢ete nam
to javiti. Iduce izdanje prosirit ¢emo s jos vise zadataka za samostalno
rjesavanje.
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1 Brojevi brojevnog pravca

1.1 Prirodni brojevi

Peanovi aksiomi zadaju skup prirodnih brojeva:

1eN
neN=n+1eN

Racunske operacije koje se mogu definirati u AV su zbrajanje i i mnozenje.

Zbrajanje prirodnih brojeva je racunska operacija koja ima svojstvo aso-
cijativnosti
a+(b+c)=(a+b)+c

1 komutativnosti
a+b=b+a,

ali nema neutralnog elementa, jer ne postoji prirodan broj e sa svo-
jstvom
at+e=e+a=a.

Kaze se da skup A ima strukturu polugrupe

Zadatak 1.1 Zbrojite prvih 100 prirodnih brojeva.
Rjesenge.

1+424+34...4984+994+100 =
(1+100) + (2 + 99) + (3 + 98) + ...
101 +...101 = 5050.

U rjeSavanju zadatka koristeno je svojstvo komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja prirod-
nih brojeva.

Mnozenje prirodnih brojeva uz asocijativnost i komutativnost ima je-
dini¢ni element. To je broj 1, jer vrijedi



Nemoguée je za prirodni broj a # 1 nadi prirodni broj ¢ tako da vrijedi:
a-c=c-a=1,

pa se kaze da mnozenje prirodnih brojeva nema svojstvo inverza. Tako
prirodni brojevi obzirom na mnozenje imaju strukturu polugrupe s je-
dinicom.

Oduzimanje i dijeljenje ne mogu se definirati u skupu N.

Matematicka indukcija je princip kojim se dokazuju tvrdnje koje vrijede
za prirodne brojeve.

Zadatak 1.2 Dokazite da za prirodne brojeve vrijedi

n(n+1
Rjesengje:
Baza matematicke indukcije dokazuje da tvrdnja vrijedi za n = 1:
1-2
1=—=.
2

Ako je baza dokazana, ostaje za dokazati korak matematicke indukcije:
iz pretpostavke da tvrdnja vrijedi za n

1
1+2+3+...+n:@,

dokazuje se da tvrdnja vrijedi za n + 1:

1 2
1+2+3+...+n+n+1:%.

Koristenje pretpostavke indukcije sastoji se u uvrstavanju koje daje:

n(n +1) _(n+1)(n+2)
T+n+1—fa

a svodenje na zajednicki nazivnik dokazuje tvrdnju.

Dokazite principom matematicke indukcije istinitost slijede¢ih tvrdnji
za svaki prirodni broj n:

LL14+34+5+...+(2n—1)=n>%



4n® — 1
12+32+52+...+(2n—1)2—n(n3 ).
3. , ,
1024234+ (n—1)-n="" )g<”+ ),
4.
L S 1 o
1-3 3.5 777 2n—-12n+1) 2n+1
5. 22
13+23+...+n3:n(n4+).
6. 2 2(9,,2
TN R G i Gl e )
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1.2  Cijeli brojevi

Skup cijelih brojeva, u oznaci Z prirodno je prosirenje skupa prirodnih
brojeva. Skup N moguée je prosiriti nulom kao neutralnim elementom
za zbrajanje:

0O+a=a+0=a, Vae2Z.

Svakom je prirodnom broju n moguce pridruziti suprotan broj u oz-
naci —n, tako da vrijedi:

n+(—n)=-n+n=0.

Skup cijelih brojeva, u oznaci Z prirodno je prosirenje skupa prirodnih
brojeva:
Z=NU0U{-1,-2,...—n,...}.

Zbrajanje u skupu Z definira se kao prirodno prosirenje zbrajanja prirod-
nih brojeva. U Z zbrajanje ima neutralni element i svaki cijeli broj
ima inverz obzirom na zbrajanje:

YVaoeZ d—a€Z, a+(—a)=—-a+a=0,

jer vrijedi —(—a) = a



Oduzimanje u skupu Z kao ra¢unska operacija prelazi u ra¢unsku operaciju
zbrajanja suprotnim brojem.

Mnozenje cijelih brojeva prirodno je proSirenje mnozenja prirodnih brojeva.
Apsolutna vrijednost cijelog broja je funkcija

| [:Z—=>NUO

zadana formulama:

la] = a, a=>0
] —a a<0

1.3 Racionalni brojevi

Skup racionalnih brojeva , u oznaci Q je skup
m
Q:{n, meZ, neN}

brojeva koji se daju zapisati kao razlomci.

Konacni decimalni brojevi mogu se zapisati kao razlomci.

Zadatak 1.3 Napisite u obliku razlomka 3.625

Rjesenje:
3625 145 29 5
3.625 1000 40 8 38

Beskonaéno periodicki decimalni brojevi mogu se napisati u obliku ra-
zlomaka.

Zadatak 1.4 Napisite u obliku razlomka 0.66 ... = 0.6.

Rjesenge:
10-0.66...—066... = 9-0.66...
6.66...—066... = 9-0.66...
6 = 9:066...]:9
6
— = 0.66...
9



Zadatak 1.5 Napisite slijedece periodicko beskonacne decimalne bro-
jeve u obliku razlomaka:

a) 0.55... b) 018
c) 315 d) 23.34

Rjesenja: a) 5/9; b) 2/11 ¢) 3% d) 23%.

Beskonacno decimalni brojevi koji nisu periodicki, ne mogu se napisati
u obliku razlomka.

Postotak je racionalan broj.
Zadatak 1.6 Prepisite i popunite tablicu:
postotak 12%

decimalni  zapis 0.25 23 |
razlomak 1

Rjesenje: prvired: 25%, 100%, 230% i 1007%; drugi red: 0.12, 1; treéi red:

6 1 o3 : < ..
25 7> 275 1 7 se ne moze napisati kao razlomak

Zadatak 1.7 Ako je cijena kruha u ducanu 6,00 kn, a PDV je 22% ,
kolika je porezna osnovica, a koliko je kuna iznos PDV-a?

Rj. Zadatak se rjesava jednadzbom
x+22% -z = 6,

gdje je x iznos porezne osnovice u kunama. Porezna osnovica je 4.92kn a PDV
1.08kn.

Zadatak 1.8 Kolika bi bila porezna osnovica, a koliki PDV u kunama,
ako se stopa PDV-a za kruh iz prethodnog zadatka promijeni na 20%?

Rj. p.o. 5kn, PDV 1kn.



Zadatak 1.9 Ako je piva u pivovari 3,00 kuna, a u gostionici 10,00
kuna, izracunajte marzu na jednoj boci i kunski iznos PDV-a kojeg je
gostionicar duzan platiti?

Rj. Kad gostionic¢ar plati pivo u pivovari, plati PDV 0.54kn. Taj iznos odbija se
od iznosa PDV-a kod pive u gostionici, koji iznosi 1.80kn. Konacno, za pivo i PDV
gostionicar izdvoji 3 + 1.80 — 0.54 = 4.26 kuna. Marza je 5.74kn, a PDV 1.26kn i
vrijedi da je 1.26kn = 22% - 5.74kn. Posljednja jednakost opravdava naziv PDV.

1.4 Realni brojevi. Broj e. Broj .

Zadatak 1.10 Samostalno rijesite slijedece zadatke:

Rj.

1.
2.

Napisite 2% u obliku decimalnog broja.
Napisite decimalne brojeve:

a) 0.3333...
b) 0.353535. ..
¢) 4.532323232. ..

u obliku razlomaka.

Konstruirajte decimalni broj koji se ne bi mogao zapisati u obliku ra-
zlomka. Koja se znamenka nalazi na 1000. mjestu u tom decimalnom
broju?

. 2.66...

(a) 1/3
(b) 4/11

1757
(c) 4%

jedan od mogudéih je 0.12345678910111213141516171819.... Na 1000. mjestu ne
moze dod¢i znamenka iz dopisanog cetveroznamenkastog broja, jer je 94+2-90+ 3 -
900 > 1000. Znaci, na 1000. mjestu je znamenka nekog dopisanog troznamenkastog
broja. Treba otkriti kojeg.

Neka je x posljednji dopisani troznamenkasti broj ¢ije su znamenke ispred 1000.
decimalnog mjesta. Ocito je 9+ 2-90+ 3 -2 < 1000, pa se iz rezultata x < 270
zakljucuje da je dopisano 270 troznamenkastih brojeva koji su zajedno sa jedno i
dvoznamenkastim brojevima popunili 9 + 2 - 90 4 3 - 270 = 999 decimalnih mjesta.
Prvi troznamenkasti broj je 100, drugi je 101, a 270. je 100 + 270 — 1 = 369.
Znamenka dopisana na 1000. mjestu je 3.

10



Broj e

Zadatak 1.11 Netko dobije milijun kuna @ uloZi ih u banku na godinu dana
uz 12% godisnjih kamata. Kojom svotom raspolaZe nakon godine dana?

Rj. Ako se oznaci
Cy = 1,000.000kn glavnica
p = 12% godisnji postotak
C:1 =7 svota nakon godine dana

Ci=Co+Co-p=Cy-(1+p); Co=1,120.000kn

Zadatak 1.12 Netko je dobio milijun kuna, ali ih je uloZio na godinu dana u

banku uz dogovor, da mu se mjesecno {5 = 1% kamata pripisuje glavnici. Kojom

ce svotom raspolagati na kraju godine?
Rj. Neka je

Co = 1,000.000kn - pocetna svota

p = 12% - godisnja kamatna stopa
Koncem prvog mjeseca svota na ra¢unu biti ¢e

p).

— Lo, R
Cl—CO+12 Co=Cy (1+12

Krajem drugog mjeseca:

— P oo—cn. Py_c . Py, Py P2
szcl+12 Cy =04 (1+12) Co (1+12) (1+12) CO(1+12).

Induktivno, krajem treeg mjeseca:

P 3
—C..(1+ 2
C3 Co(+12),

a krajem godine, nakon 12 ukamacivanja:

P 12
= (14 =)
Cia=Cp-( 12)

Uvrstavanjem podataka

0.12
Ch2 = 1,000.000 - (1 + H)12 =1,126.825,03kn.

Uotiti da je povecanje u odnosu na prosli zadatak iznosom od 6.825,03kn vrlo solidna
svota.

11



Zadatak 1.13 Kolika ce biti svota od milijun kuna na kraju godine, ako 355
ukamacujemo svaki dan, uz p = 12% godisnjeq kamatnjaka?

Rj. Analognim razmatranjem dobiva se formula

— P 360
Cs60 =Co- (1 + 360) ;

gdje je Cy = 1,000.000kn, p = 12%, a broj dana u godini se u nagim bankama obracunava
kao 360, po ugledu na Njemacke banke. Konacna svota je czgo = 1,127.474, 31kn Uociti
da povecanje i nije drasti¢no u odnosu na prethodni zadatak

Promatranjem tri prethodna zadatka nasluc¢uje se postojanje granicne
vrijednosti za ukamacivanja koja bi se vrsila svakog trenutka.

Zadatak 1.14 Neka je [ : N — R niz zadan formulom:

fn) = (14 )

Odredite f(100), f(10000), £(1000000), f(10%) zaokruZeno na 5 decimala.

Rjesenge:
f(1) = 2, f(10) = 2.593742, f(100) = 2.704813, f(1000) = 2.716923, f(10000) =
2.718145, £(1000000) = 2.718280, f(10%) = 2.718281

Napomena 1.1 Zadatkom 1.14 pokazano je da zan > 10° vrijednost funkcije
zaokruZena na 5 decimala iznosi 2.71828.

Baza prirodne eksponencijalne progresije e je realni broj ¢ija vrijed-
nost zaokruzena na 5 decimala glasi

e = 2.71828

Zapis tvrdnje da se vrijednost broja e moze po volji to¢no dobiti racunanjem
formule

fn)=(1+ )"

odabirom dovoljno velikih brojeva n je izraz:

1
lim (14 =) =
im ( —i—n) e,

n—oo

12



gdje se oznaka lim,, .., ¢ita kao grani¢na vrijednost izraza u koji se umjesto
n uvrstavaju (beskonacno) veliki brojevi. Dobro je zapisati i drugi, izvedeni
limes:
p
. p . 1.n
nhrglo(qu—): nllrIolo(l_'_W)p =eP.
n P
Ukamacuje li se svota svaki trenutak, to ¢e svota nakon godine dana neprekidnog
ili kontinuiranog ukamacivanja godisnjim kamatnjakom p biti:

lim 00-(1+§)zoo-ep.

Broj m

Broj 7 je omjer opsega kruga i promjera. Broj m ne moze se napisati u obliku
razlomka.
Postoji formula za priblizni ra¢un broja 7:

T

—...+

1
B R U G A
T=Al-gty g om—1

).

Uzimanjem veceg broja pribrojnika postize se ve¢a tocnost za .

13



Problemski zadaci
. U beskonac¢no neperiodickom decimalnom broju
0.112123123412345 . ..

odredite znamenku na 1000. decimalnom mjestu.

. Izracunajte poreznu osnovicu i porez u kunama ako je konac¢na cijena
proizvoda 133 kune, a primjenjuje se porezna osnovica od 18%.

. Odredite poreznu osnovicu i PDV u kunama za prodajnu cijenu od
15kn i stopu PDV-a 22%. Ako je nabavna cijena proizvoda bila 4kn,
izracunajte marzu u kunama i konacni iznos pla¢enog PDV-a

. Cijena automobila u salonu je 14000, dok je cijena u tvornici 8000.
Porez na dodanu vrijednost neka je 25%. Kolika je ¢ista dobit u eurima,
a koliki je iznos poreza koji je trgovac automobilima platio? Provjerite
da li dodana vrijednost (¢ista dobit) i vrijednost poreza zaista oprav-
davaju naziv poreza na dodanu vrijednost.

. Kamata na "minus” kod American Expressa je 22% godisnje. Racun
koji treba platiti ima iznos 4000kn.

(a) Nakoju svotu rac¢un naraste nakon godinu dana neprekidnog ukamacivanja?

(b) Koliki je iznos kamata koje bi platili da smo dva mjeseca duzni
4000 kuna, a ukamacivanje je kontinuirano?

(¢) Koliki bi bio iznos ra¢una, a kolike kamate nakon 5 godina neprekidnog

ukamacivanja?
. Principom matematicke indukcije dokazite:

n(n+1)(2n+1)
G :

12422432 4.2 =

14



Rjesenja.

1.

ot

Prvih 45 decimala popunjeno je tako da je svaki put dopisivana po jedna znamenka:
0,1]12]123]123412345...123456789. ..

U slijede¢em koraku dopunjava se 11 znamenaka, jer se dopisuje prethodni slog s
pripisanim dvoznamenkastim brojem:

0.112123...123456789|12345678910. . ..

Nadalje, sve dok se ne bi dopisalo postepeno svih devedeset dvoznamenkastih bro-
jeva, popunilo bi se:
11+134+15+4+17---+11489-2 =
M+114+24+1142-2411+3-2+---4+11+89-2=
90-114+2-(1+2+3+---+89) =
89 - 90

990 + 2 - > 1000,

$to dovodi do zakljucka da je tisué¢ito dopunjavanje unutar sloga koji zavrsava dopisi-
vanjem dvoznamenkastog broja. Zadatak je naci pretposljednji slog koji se dopisuje
u cijelosti i svodi se na nejednadzbu za n € N:

45+11+13415+---+114+(n—1)-2 < 1000
454+114+11+1-24+11+2-24114+3-2+---11+(n—1)-2 < 1000
454+n-114+2-(1+2+3+---(n—1)) < 1000

454+ 10n+n* < 1000

n < 26,

iz koje se zakljucuje da je s posljednjim slogom koji se upisuje u cijelosti popun-
jeno ukupno 981 decimalno mjesto. Do tisué¢itog mjesta potrebno je upisati jos 19
znamenaka:

1234567891011121314

Prema tome, na 1000. mjestu stoji znamenka 4.
p-o: 112, 71kn; PDV 20, 29kn.
Nakon prodaje, mora se platiti 1,98kn PDV-a, a ¢isti prihod-marza je 9,02kn.
Marza je 4800 Eura, PDV: 1200 Eura.
Odgovori:
(a) 4.984,00kn
(b) 149,39n
(c) 12.016, 66kn.
Dokaz baze: n =1 o¢ito. Dokazati uz pretpostavku treba formulu:
(n+1)(n+2)(2n + 3)

P+22+3+ +n2+(n+1)* = G :
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2 Kompleksni brojevi
Imaginarna jedinica je matematicki objekt u oznaci 4, za koji vrijedi:

i-i=1i%=—1.

Rijesite jednadzbe i obavezno provjerite rjesenja.
1. Rijesite jednadzbu: 2% +1 = 0.
2. Rijesite jednadzbu: z2 +9 = 0.
3. Rijesite: 22 — 6x + 13 = 0.

Rjesenja zadataka 1-3:
1. 22=-1; 21 =1 z9=—i.
Provjera:
i’+1=0 = —-1+1=0.
(=i)?+1=0 = ¥+1=0, —1+1=0.
2. 22=-9; x,=3i, x9=—3i.
Provjera:
(31 +9=0 = 9?+9=0 9-(-1)+9=0.
(=3)°+9=0 = 92+9=0, —-9+9=0.

3. Kvadratna jednadzba

az? + bz +c
rjeSava se algoritmom:
—b+ Vb2 —4dac
S12= ————F(F
2a
koji primjenjen na zadanu jednadzbu daje:
6+ /36 — 52
T2 = T
6++v—16
T2 = ——(F
2
Ako je po dogovoru i? = —1, tada je 4i> = —16, pa se u algoritam smije uvrstiti:
6+ 4i
x =
1,2 5
1,2 = 3+ Qi,

16



$to daje rjesenja:

1 = 3+
xg = 3—2i.
Provjera rjeSenja provodi se u duhu algebre tako da se s imaginarnom jedinicom
racuna kao sa bilo kojim opéim brojem uz uvazavanje i = —1 :
(34+2)*-6(3+2i)+13 = 0
9+12i + 4> —18 —12i+13 = 0
22— 18+4i* = 0
44+4-(-1) = 0.

Analogno se provjeri i drugo rjesenje sto je ostavljeno kao obavezna zadaca ¢itaocu

Zadaci:

1. Pokazite da je neprimjereno algebri zapisivati ”alternativnu” definiciju:
1 =+—1L
Rjesenje: tada je i-i=+/—1-y/—=/—1-(-1) =+/1=1.

2. Izracunajte potencije imaginarne jedinice .

Rjesenje: i® =1,i' =i,i2 = —1,3=i-i2=—§,i* =422 =1

3. Izracunajte
2.83 4 Z'61 4 27:123 . i64.

Rjesenje: —i+1i—2i—1=—1—24.

2.1 Standardni zapis kompleksnog broja
Skup kompleksnih brojeva je

C={a+bi, abeR,i’*=—-1}.
Zapis z = a + tb naziva se standardnim zapisom kompleksnog broja.

Gaussova ili kompleksna ravnina je ravnina u kojoj se kompleksni bro-
jevi poistovjecuju s tockama pravokutnog koordinatnog sustava u ravnini:

a+ bi — T(a,b),

gdje je T'(a,b) tocka u XOY ravnini. Imaginarnoj jedinici pripada
tocka (0, 1) standardnog koodinatnog sustava.
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Realni i imaginarni dio kompleksnog broja realni su brojevi:

Ako je z = a + bi, onda je

Re(z) =
Im(z) = b

i vrijedi
z = Re(z) + iIm(z).

Operacije u C su:

1. zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje
2. potenciranje
3. konjugiranje

4. racunanje modula ili apsolutne vrijednosti
Jednakost kompleksnih brojeva:
a+bi=c+di & a=c, b=d

ili
21 = 2y & Re(z1) = Re(z), Im(z1) = Im(2o).

U skupu kompleksnih brojeva gubi se uredaj u smislu usporedivanja
svaka dva kompleksna broja.

Osnovne racunske operacije izvode se u duhu algebre, uvazavajuéi defini-
ciju i potenciranje imaginarne jedinice:

1) zbrajanje ili oduzimanje

(1) zbrajanj j
(a+bi)E£(c+di)=(axc)+i(bxd)

(2) mnozenje

(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + i(ac + be)
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(3) dijeljenje

(a+bi) : ( +d.)_a+bi c—dz’_ac+bd+ibc—ad
arh)iera Cce4di oe—di A+ d? 2 +d?’

a posebno:
1 1 a . b
—_ = = — 1
z a+bi a4+ b2 a? + b2
Zadatak 2.1 Neka su z = 2+ 4i, w = —3 + i zadani kompleksni

brojevi. U kompleksnoj ravnini istaknite brojeve z,w i z - w

Rj. z-w = —10+ 10:.
Zadatak 2.2 Neka je 2 =2+ 31 1 w =3 — 41. lzracunagte:

z
Z-w, Z4+w, w-—z, —.
w
Prikazite brojeve u Gaussovoj ravnini C.

Rj:18 41435 —i; 1 — Ti, 52 + 4%i

Potenciranje kompleksnog broja zadaje se iterativno, svaku je potenciju
moguce definirati preko prethodne:

2L =1
Zn+1 — M.

Konjugirano kompleksni brojevi analogon su suprotnih realnih brojeva.
Za brojeve:

z=a+ bi, Z=a—bi

se kaze da su konjugirano kompleksni brojevi. U kompleksnoj ravnini
z 1 Z smjeSteni su simetricno obzirom na realnu os. O¢ito je:

Re(zZ) = Re(z)

Im(z) = —Im(z)

i vrijedi:
Re(z) = ;(2 + 2)
Im(z) = 212(2 —2)



Zadatak 2.3 Dokazite da vrijedi:

I.z1i+2=21+2

2. 21— =717

3. 212 =717

4 -
1 1
=3

g Z Z
y_ =1
(ZQ)—Z_2

6. f(2) = f(2) za svaki polinom.
Dokazivanje se ostavlja ¢itaocima koji imaju dovoljno algebarskog predznanja.

Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja definira se formulom

lz| =Vz-Z.

Bududi je
z-Z=(a+bi)(a—bi)=a*+V?

tada |z| = Va? + b? ima u kompleksnoj ravnini geometrijsko tumacenje
udaljenosti tocke broja z do 0 kompleksne ravnine. Nadalje, vrijedi:

|Zl : Z2| = |Zlf : \22’-

2.2 Zadaci

Zadatak 2.4 Odredite z € C ako je4z+ 2+ 9i € R i |z — 3| = 5.

Rjesavanje pocinje pretpostavkom z = x + iy i svodi se na nalazenje nepoznanica
x 1 y koje zadovoljavaju uvjete zadatka. Prvi uvjet

4z2+2z+9% R
uz pretpostavku za z prelazi u uvjet

dx—iy)+r+iy+9i=5x+i(9—-3y) €R
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koji je ispunjen samo ako je 9 — 3¢ = 0, odakle se doznaje da jey =3,a z =2+ 3¢
se uvrstava u drugi uvjet:

lz—3] = 5
|t —3+3i] = 5
(x—3)2+3> = 5
(r—3)2 = 25-9
r—3=4 ili r—3=-4
=7 To = —1
z1 = T4+ 3
T = —1+3

Zadatak 2.5 Neka je f(z) = 2+ 2 + 322, Lzracunagte (2) i f(2), ako
je z =3+ 2i.
Rjesavanje se provodi uvrstavanjem:

f(342i) =2+3+2 +3((3+2i)% =5+ 2i+3(9+ 12i — 4) = 20 + 38i.
Buduéi za svaki polinom vrijedi f(Z) = f(2), ti je f(3 — 2i) = 20 — 38i. Ostavlja se
Citaocu obavezno provjeriti posljednju jednakost

Zadatak 2.6 Odredite sve kompleksne brojeve za koje vrijedi: 2> = Z.
Rjesenje se ponovo trazi u obliku z = = 4 iy. uvjet
2222 4+ 2izy — P =2 —y? +i- 2oy =x — iy
daje sistem dvije jednadzbe za x i y:
{ 22—yt =z

20y = —y
Druga jednadzba ima dvije moguénosti. Ako je y = 0, tada je

2

xT = T
T =0
T = 1

i prva dva rjeSenja su z; = 01 zo = 1. Druga jednadzba sistema zadovoljena je i za
x = —1/2. Tada prva jednadzba daje

1 9 1
1TV T T2
1
_2 — -
4 4

1

Yy = 5
1
Y2 = —5

21



i ostala dva rjesenja su

L1 1 1.
23 = ——+ =1 Z4=—— — —1i.
3 2 97 4 2 2

Zadatak 2.7 Naéi geometrijsko mjesto tocaka u C za koje vrijedi:
a) =3 < Re(z) <1
b) z-z=1
c)|lz—2—-1<9
d) |z| < Rez +1
e) Rez+1Imz =1

Rjesenja podzadataka:

1. Pruga omedena pravcima x = —3 iz = 1.
2. Kruznica sa sredistem u ishodistu i polumjerom 1, jer je
zZ-zZ = Jj‘z + y2 =1

zadani uvjet.

3. KruZnica sa sredistem u tocki T'(2,1) polumjera 3, sto slijedi iz zapisa z =
r + 1y uvrStenog u uvjet:

lz—2—14 = 9
|z — 2+ iy — i
ViE=22+@F-1?2 = 9 |
(x-22+@y-1°* = 9,

koji prelazi u eksplicitnu jednadzbu navedene kruznice.

4. Tocke ravnine unutar parabole okrenute prema pozitivhom kraju osi OX, s
tjemenom u (—3,0), koja os OY sijece u (0,1) i (0,—1). Rjesenje izlazi iz

uvjeta:
|z| < Re(z)+1
Vrz+y2 < x+1
22 +y? < 22+42z+1
v < 2z 41

RjeSenje nejednadzbe s dvije nepoznanice moguce je jedino geometrijski predociti.
Transformacijom nejednakosti u jednakost dobiva se jednadzba krivulje u ko-
ordinatnoj ravnini

y? =2x +1.
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2.3

Krivulja u ovom slu¢aju je parabola. Parabola dijeli ravninu na dva podrucja.
Jedno podrucje sadrzi tocke koje zadovoljavaju nejednadzbu. Provjera se
izvodi izabirom tocke koja se nalazi na jednom od podrucja i uvrstavanjem
koordinata odabrane tocke u nejednadzbu. Ovdje se moze odabrati T'(3,0),
§to daje 02 < 2-3 4 1, istinitu tvrdnju. Tako je rjeSenje navedeno na pocetku
opravdano.

. Tocke ravnine omedene pravcem y + x = 1 koje se nalaze s one strane pravca

s koje je ishodiste:
Re(z)+1Im(z) < 1
r+y < L

Rjesavanje nejednadzbe svodi se na crtanje pravca y = —z + 1 i uvrstavanjem
ishodista (0, 0) u nejednadzbu.

Zadatak 2.8 Pokazati da je |z| = 1, ako je

T+
r—1’

gdje jer € R.

Dokaz se provodi algebarski uvrstavanjem r = a + bi:

. |r+i| Ir+i]  Vr2+1 )
Zl = S| = - = =
r—i  |r—i 241

Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Trigonometrijske funkcije racunaju se za vrijednosti kuteva. Kutevi se

mogu mjeriti u stupnjevima, u radijanima ili u gradima.

Stupnjevi su najstarija mjera za kuteve. Poticu iz Mezopotamije i vezani

su za mjerenje vremena. Najstariji na¢in mjerenja vremena je suncem.
Na pijesku se nacrta jednakostranican trokut u ¢ijem je vrhu zaboden
Stap. Smatra se da je prva jedinica za vrijeme bio interval potreban
sjeni Stapa da se pomakne s jedne stranice na drugu. Stupnjevi su
neprikladni, jer se racunaju u heksagezimalnom sustavu u kojem je
za prvi okrugli broj veéi od 10 izabran broj 60. Primjer mjere: o =
36924'40".
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Radijani mjere kut duljinom luka jedini¢ne kruznice sa sredistem u vrhu
kuta. Kutevi se zato u matematici predocavaju kao tocke jedinic¢ne
kruznice sa sredistem u ishodistu. Kruznica se naziva trigonometri-
jskom. Primjer mjere i oznake kuta: z = 2 ukazuje da se taj kut
mjeri u radijanima. Vrijednosti kuta u radijanima mogu se nanositi na
brojevni pravac.

Preracunavanje u stupnjeve vazno je samo iz pedagosko-psiholoskih ra-

zloga proizaslih iz skolskih trauma koje su prouzrocili kutevi od /4, 3mw/2....

Tako je
180°
r=2=2-— =114°35'30"
T
Gradi se upotrebljavaju u gradevinarstvu. Nalaze se na prometnim znakovima
ispred uzbrdica i nizbrdica. Mjere kuteve izmedu 0 i pravog kuta i jed-

naki su sinusu kuta. Izrazavaju se u postocima: k = 12%.

Sinus kuta x je ordinata tocke koja je na trigonometrijskoj kruznici pridruzena
kutu x i vrijedi:
—1 <sginx < 1.

Kosinus kuta je apscisa tocke koja pripada kutu x na trigonometrijskoj
kruznici i vrijedi:
—1 <cosz <1.

Po Pitagorinom poucku:

sin? z + cos?z = 1.

Tangens kuta definira se formulom:

Modul kompleksnog broja u oznaci r ra¢una se po formuli:
r=|z| = Va®+ b,
gdje je z = a + bi standardni oblik kompleksnog broja.

Argument kompleksnog broja je kut u oznaci ¢ koji spojnica 0z zatvara s
pozitivnim smjerom Realne osi.
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Zapis u trigonometrijskom obliku sada je:
z =r(cosp+isiny).
Vrijedi i da je
b
thO =
a
ali radi postojanja vise rjesenja:
¢ = o+ kmp = @o + k- 180°,

treba nacrtati kompleksan broj u kompleksnoj ravnini.

Zadatak 2.9 Prikazite kompleksne brojeve:

21

zZ9

21:1+4Z, 22:—2+3'L, 21t 29,
u trigonometrijskom obliku.

Rjesenje. Modul broja z1:

ro=/12 +42 = /17 = 4.12.

Iz odnosa

ooy
9901—3

dobiva se
o1 =tg Y4+ k- 180° = 76°,

za k = 0, jer se z; nalazi se u prvom kvadrantu, pa je
0 <1 <90°.
i konacéno z; = 4.1(cos 76° + i sin 76°).

Analogno,
o = /(=2)2 + 32 = V13 = 3.60.

Slijedi racun za @s:

tgps = 3
-2

0o = tg ' (—1.5)+k-180°
—56° + k - 180°

25



Broj z; nalazi se u drugom kvadrantu. pa je
90° < g < 180°
i postize se za k = 1:
2 = —b6° + 180° = 124°,
§to daje zo = 3.6(cos 124° + i sin 124°)

Uobicajenim algebarskim racunanjem dobiva se z7 - 2o = —14 — 5¢. Modul umnoska

r=+/(—14)2 4 (=5)2 = V221 = 14.87,

a zbog polozaja umnoska u tre¢em kvadrantu, dobiva se:

lgp = -
—14
¢ = tg 10.35714 + k- 180°
= 20°+k-180° = 200°,

za izbor k = 1.
Potrebno je iz zapisa

z1 - 2o = 14.87(cos 200° + i sin 200°)

uociti da je

14.87 ~ 4.12 - 3.60
do na desetinku i da je

200° = 76° + 124°.
Koli¢énik . . .

2 1+4i —2-3i 10—-117i LO E

2 243 —2-3 13 13 13"
Modul koli¢nika,

100 121
==+ =114
?=\ 160 " 160 ’
dok je argument
¢ = tg H(=1.1)+k-180°

—48° + k - 180° = —48°,

jer je koli¢nik u cetvrtom kvadrantu. Zapis koli¢nika
2l 1.14(cos(—48°) + i sin(—48°)
L)

pokazuje da je
1.14 =4.12 : 3.60

na desetinku i da je
—48°% = 76° — 124°.
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2.4 Operacije s kompleksnim brojevima u trigonometri-
jskom obliku

Mnozenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku:

z1 = ri(cos¢y + singy)
zg = 1a(cos Py + sin o)
2129 = T1-T2[COS Q1 COSpa — sin ¢y sin g + 1(Cos ¢ Sin o + cos @y sin )]

= 71 - 1[cos(p1 + p2) + isin(pr + )]

Dijeljenje kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku izvodi se pomocu

mnozenja:
21
— =2 < 21=Z'2 = rL=T-T9
22
p1 =@+ P2
™
= r=—
T2
Y =1 — P2.

Konaé¢na formula koja opisuje dijeljenje z; : 25 je:

21 T1

= — - [cos(p1 — p2) +isin(p1 — p2)].
22 (]

Primjer 2.1 Napisati u trigonometrijgskom obliku

(1+1iv3)(cosp +ising) =
1+ ’

gdje je ¢ kut u radijanima.

Rjesavanje zadatka mora uvaziti radijane kao mjeru za kuteve. Zato:

21:1—0—@' 3 T1:\/1+3:2
tg301:§:\/§ = ¢o1=1% (I kvadrant)
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z = 2(cosg+isinz)

3

29 = (cosp+ising)
T
zg = 1414, r3:\/§, tgps =1 :><,03:Z

2 = V2(cos % +isinmd)
21 29 2(cos 3 +isin % )(cos ¢ +isingp)
23 V2(cos T +isinT)
2[cos( + @) +isin(§ + )]
V2(cos T +isinT)

= V2(cos(p + 112) + isin(p +

™

15

2.4.1 Potenciranje kompleksnog broja u trigonometrijskom obliku

Neka je
z =r(cosp+isiny).

Tada je
2" =r"(cosnp + isin ).

Formula se naziva Moivreovom i izlazi iz definicije potenciranja:

= g

n|7 n

|z

Arg(z") = n-Arg(z)
Zadatak 2.10 Izracunajte
1. (1+4V/3)°
2. (V3 —1i)*

Rjesenja:

1. Koristedi se rezultatima prethodnog zadatka:

(14iV3)5 = [Q(Cosg + ising)]6 =25 (cos 5% + ésin 6%)6 =64
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2. Iz trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja:

1 T
V3—i=[tgp = ——, =——, IV kvadrant
[tge 75 ¢ 5 ]
slijedi, jer je r = 2:
(V3-i)2 = [2(005(_%) n isin(—%))]m
21 21
= 221 (cos(— 1) +isin(— =)
6 6
= 2%

2.4.2 Korjenovanje ili radiciranje

Korjenovanje kompleksnog broja u oznaci {/z je nalazenje svih onih
kompleksnih brojeva w za koje vrijedi

w" = z.

Rjesavanje problema koristi trigonometrijski zapis zadanog komplek-
snog broja:
z =r(cosp +isinp)

i svodi se na nalazenje modula p = |w| i argumenta 1 nepoznatog
kompleksnog broja koji bi zadovoljio jednakost:

p"(cosny +isinniy) = r(cos p + isiny).
Ocito je jednakost zadovoljena ako vrijedi:

prt=r = p=3r
@ + 2km
n

mh =+ 2%kr = =

Postoji tocno n kompleksnih brojeva w za koje vrijedi navedeno svo-
jstvo, a oni se dobivaju po drugoj Moivreovoj formuli:

w = (2) = V/r(cos

uvrstavanjem vrijednosti za k =1,2,...n — 1.

o +2kr . @+ 2km
—— +isin ——
n

),

Geometrijska mjesta svih n-tih korijena su u vrhovima pravilnog n-
terokuta upisanog u kruznicu polumjera /7, u kompleksnoj ravnini.
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Zadatak 2.11 Izracunajte /—1 i rjeSenja prikazite u standardnom obliku.

Rjesenja je moguce napisati iz trigonometrijskog zapisa:

z = -1
T =
p =T
2k 2k
V-1 = \/I(cosﬂ—i_ T +isin7r+3 7r)
1 3
k=0 = zlzcosg—kising:Q—ki\g
k=1 = zgzcos?ﬁ—i—ising—wz—l
3 3
5 1 3
k=2 = zg—cos;—i—isin;—Q—i\Qf

Zadatak 2.12 Odredite v/1
Rjesenja: 1,4, —1, —1.

Zadatak 2.13 Rijesite jednadzbu: 2% + 64 = 0 i rjeSenja napisite u stan-
dardnom obliku.

Rjesavange:
% = —64
—64 = 64(cosm +isinm)
2k 2k
rp = 664((3087T+ 7r+isir17rJr 7T)
X1 = 2
To = —\/g +1
r3 = —\/g —1
Ty = -2
5 = V3—i

Zadatak 2.14 Skicirajte sva rijesenja | —8 + 8iv/3.
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Rjesenje se trazi u trigonometrijskom obliku

z = —8+8iV3
r = 16
T 21
tgp = —V3, p=—g+m="r
gp \[’ P 3+7T 3
27 27
2 4 9ok =4 2k
vz o= 416(c05%+isin%)7 k=11,23
20 = \/g—i-l
zZ1 = _1+7z\/§
V) = 7\/572‘

Zadatak 2.15 Naci geometrijsko mjesto tocaka:

a)

2 < |z < 3; <p<

™ m
4 3
b)
|z] > 1; % <b< g
Rjesenja: nisu nacrtana, veé¢ su opisana kao dijelovi koordinatne XOY ravnine:
a) dio omeden kruznicama 22 4+ y%> =41 2% +y> = 9, te pravcima y = 2 i y = /3.

b) neograniceni dio izvan 2 + y? =1 i izmedu y =x iz = 0.

Zadatak 2.16 Ako je z1 = /3 —1i, a 2 = —% ! napisite

2
(2
%)
u standardnom obliku.
Rjesenje:
= 2 Ty = 1
tger = 1—% tgp2 =4\/§
L= vre

Slijedi:

2 2(cosm + isinm)

22

(47 = 128(cos Tm + isinTr) = —128i.
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Zadatak 2.17 Nadéi realni i imaginarni dio kompleksnog broja

=
ako je
T .. .
21 = 32(cos 3 + i sin 5);22 = —V3+1.
Rjesenje:
22| = 2
V3 o
tgp = —g=o=75
1
29 = 2%cos on + ﬁ) =2%(cos — + z'sin3—7r)
6 2 2
2 1
% = z—g(cos(g =3y L isin(—n)) = T

1

ukazuje da je realni dio — ¢,

dok je imaginarni dio jednak 0
Zadatak 2.18 ILzracunajte 2°, ako je |z +i| = /3, a arg(z +1i) = .

Rjesenje zadatka moguce je kad se uoci da podaci zadaju kompleksni broj z+: u trigonometri-
jskom obliku:
z+i=V3(cosm +isinm) = —V/3,

odakle slijedi:

z = —/3-1
z = 2(cos %T + isin %r)
7 7
AR 26(cos%~6+isin§-6):—64

Zadatak 2.19 U standardnom obliku napisite sve vrijednosti kompleksnog
broja

, : L=
z=\J(1+2i)2+—— —i® +416.
141
Rjesenje: pocinje tako da se sa z; oznaéi izraz ispod korjena:

1— )2 1-2i—1
o = 1+4i—4+(TZ):—2+3i+7Z=—2+2i

2
1] = V224+22=2V2
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tgp = —l=p=-"1

3 3

z1 = 2\@(008% + isin Zﬂ)
3T 3T
3T 4 2k 3 4+ 2k

2=z = \/i(cos% + isin %)

20 = \/i(cos%—i—isin%) =1+1
11 11

2 = V2(cos —& 4isin——) &~ —1.37 + 0.37i
12 12
19 19

2 = V2(cos 1—; +isin 1—277) = 0.37 — 1.37i.

Algebra: Vo2 = m = \/%

Zadatak 2.20 Odredite kompleksne brojeve zy i 23 ako je argzy = 7, argz, =
%, az1+z2:\/§+i.

Rjesavanje je mudro zapoceti idejom o trazenju nepoznanica u trigonometrijskom obliku
i koristiti podatke:

+ (cos = +isin =) + ra(cos ~ +isin )
= — — S — 781N —
21+ 29 o] cos4 251114 ro(co 5 5
V2 V2 V3 .
= 27"14'Z 2T1+72 7"2""657"2

2 3 2
V34i = ‘[“;fr%r\[rl;r?.i.

Kompleksni su brojevi jednaki ako se podudaraju u realnom i imaginarnom dijelu:

V2r1 +V/3rs - 3

2
V2ry + 1o A
2
%(\/3—1)442 = V3-1
ro = 2
rn = 0

Konacno rjesenje: 21 =0, 29 = V3 +i.

Zadatak 2.21 Izracunajte vrijednost 26 za k = 3, ako je

1
z= 8(5 — 2i)% — 46i*° + 527
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Rjesenge:

1
z = 8(§—gi+6i2—8i3)—461'2+52i3:
= 1—12 — 48+ 64i + 46 — 52i = —1
z = —1=1-(cosm+isinm)
A6 = 11/6(COSM zsmw+62kﬁ), k=01,
k = 3
7 7 3 1
z,i/zﬁg = 1(cosg+isin%):%+%

Zadatak 2.22 Odredite realni i imaginarni dio kompleksnog broja

ako je z = 14 iV/3.

= 2
Z—Z
Tk

Rjesenje. Neposrednim uvrStavanjem:

1—iv3 = (14iv3)?

1—iv3—(1+2iv3-3)

Transformacijom u trigonometrijski oblik:
n=lal = 3
1= %1 = D)
0
tgp = —V3 =p=-3
27
z2=2 = g(cos(—ﬂ) + isin(—))
o
= <

27

pa je realni dio —%-,

a imaginarni je 0.

Zadatak 2.23 U Gaussovoj ravnini C prikaZite z° ako je

z =
Rjesenje: 2° =4 —4i

Zadatak 2.24

(Vo 22z =

2 1 1
21

=i 2" 73

V2

21 = —

V2
2

Rjesenje: cos15° 4+ isin15° = —0.97 + 0.26.
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2.5 Problemski zadaci

1. Izracunajte:
(—1+Z\/§)15 (_1_2\/§)15 B
(1—1)20 (1+i)20

2. Nadite sva rjesenja jednadzbe

(=2 —5i)2° —2i+5=0

3. Izracunajte sve vrijednosti izraza

3 2
3 s 2
\/(1—2' i+

4. Odredite sve one kompleksne brojeve z koji zadovoljavaju uvjete:

11
Arg(z* +4) = ?ﬂ
|2t +4)? = 48

5. Izracunajte
(1+1+1+1+1+1)15
i 92 3 g4 5

6. Nadite kocku ¢iji je volumen brojcano za cetiri manji od poluzbroja

duljina njenih bridova.
(Uputa: jednadzba z3 + px + g = 0 rjesava se Cardanovom formulom:

-

7. Izracunati 2% ako je |z + 4\/§| =4, aarg(z+ 4\/5) = %ﬂ‘

8. Izracunajte 2 ako je z kompleksan broj za koji vrijedi 9i—|z| = 2—3v/3

9. Odrediti kompleksne brojeve z; i z5 ako je

7:34_2'71 2 6
2’1:( 9 +(1—Z')3>’

Arg(z) = 7, a Im(z — 22) = 4.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

Odredite sve vrijednosti kompleksnog broja

—
z:\?’/(l—Qi)2—1+Z_—l—i5—i16.
— 1

Rijesite jednadzbu z* + 8 = 8iv/3.

Odredite sve kompleksne brojeve z, sa svojstvima: arg(v/2 - 23) =
|z| = 1.

INE

Rijesite jednadzbu
1=
1+

(z+1i)°
Ako je z kompleksan broj za koji vrijedi da je z — 8iv/3 € R i da je
|z] = 16. Koji sve kompleksni brojevi mogu biti /.

Rijesite jednadzbu z* + 22 + 1 = 0. Skicirajte dobivena rijeSenja u
Gaussovoj ravnini.

Upotrebom Moivreove formule izracunajte

(1+ cos% + ¢sin 2)6.

Skicirajte sve vrijednosti

u kompleksnoj ravnini.

Rjesenja problemskih zadataka

1.

Koristiti trigonometrijski zapis:

s

z1 = 1—i:\/§(cos%r+isinf)
zo = 1+i:\/§(cos%+isin%)

2 2
z3 = —1+i\/§:2(cos§+isin§)

4
2y = —1—1iV3=2(cos % +1sin473)

20 - .

220 = \/520 cos 0-m + isin 20 Tm = 2'%cos 357 + isin 357) = —21°
1
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20 - 20
20 = \@QO(COS Tﬁ +isin 7T) = 2'(cos 57 4 isin 5r) = —21°
15-2 15-2
25 = 91(cos T T 4 jsin ——) = 21%(cos 10 + i sin 107) = 215
Zif} —_ 215
215 215
— - =64
210 910
. Nastavak jednadzbe:
(-2 —5i)2> = —542i
5 —54+2i —2+5i
27 = -
—2—5i —2+5i
5 10 — 10 — 4i — 25i
z =
4+ 25
—29i
3
T T
3 3
2 = —i= ~(cos§+isin7ﬂ-)
3T 4 2k 37 4 9k
o = %(CosgjLising)’
3 3
=i z2=—-%+3i; =% —3i
. Izraz se sreduje algebarski:
J 3 144 2 1—i
g . _ . 2
\/(1—1' AR Pl )
3430 2—2i2§/2+3i+2—4i2
- \/( ; it )= 2 )
§/24 — 104 \3/6 5.
SAT I sl 2
4 2"
25 V169 13
ro= 4[36+ " =-"—"=—
4 2 2
_5 5
tgp = —2=-= = —22.6°
9p 6 o= % 6
—22.6° + k - 360° —22.6° + k - 360°
21, = V/6.5(cos J; + isin Jg ), k=0,1,2,

zo = 1.85 —0.247; 23 = —0.86 + 1.667; 2z = —1.26 — 1.38s.

. Podaci daju u trigonometrijskom obliku broj

11 11
244 = \/48(COSTW—|—Z'SinT7r
1

4\/§-§+¢.4\/§~%
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= 6-2iV3
A= 2 2B = deon(-T) +isin L D))
-5 +2km

\ Y
2k \/éi(cos%—l—isin ); k=0,1,2,3;
20 = 14— 040 2 = 0.4+ 140 29— —1.4+0.4i; 25 = —1.4 — 0.4i.

. Nakon potenciranja imaginarne jedinice dobiva se:

1 1 1 1 1
(I+-+—+—+7+7)°=0-9"=
= cos_fw—&-zsm_—7T
\/5 .. 15
4 4
—157

15
= 128V/2(cos +isin Tﬂ) =128 — 128;

. Uvjet da je volumen jednak poluzbroju bridova umanjenom za 4, uz nepoznatu
duljinu brida z daje:
¥ = 6r—4
?—6z+4 = 0
v o= {24 vTas {2 v
= V-2+2i+vV-2-2i

z = —2+2i:\/§(cos%+isin%)

wo = —2—2i:\/§(cos%+isin%)

2 = ﬁ(cos@—i—isin%%m), k=0,1,2
wg = \/§<COST+32k‘7r —i—isin547r+32k7r)7 k=0,1,2

§to daje
x =z, +wy, €{2,-1+V3=0.732,-1-V3=-28}.
U obzir za duljinu brida ne moze do¢i —2.8.
. 28 = —4096i
. Pretpostaviti z = z +iy. Odmah jey =9, z = —18v/3 + 9i. Trigonometrijski oblik:

r=1+v3-3244+81 =9v13 = 3245

9
tgp = ——— = —0.28867
9 —18v3

o =164°
z = 32.45(cos 164° + i sin 164°
215 =94-.10%2 — 44 - 10?2
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2 =80, 29 = 22+ 2iV/2
.20 =046 + 1.72; 2 = —1.72 — 0.46; 2o = 1.26 — 1.26i
VB4 —140V3 =B —i; 1—iv3.

. Iz

V2. 23 = \@(cos% + isinmd)
rjeSenja su

zo = 0.97 4 0.26¢
z1 = —0.7140.71%
zg = —0.26 — 0.97¢

= - 3
. 20:0,21—7%7

V3 _ 3,
) 7.

W

1,0 5
5 22 =

. Dva su moguca kompleksna broja z koja zadovoljavaju uvjete:

2 =8+ 8iV3
Yz € {2.37 +0.86i, —1.93+1.62, —0.44—2.48i}
29 = —8 + 8iV3

Yz € {1.93 4+ 1.62i, —2.37+40.86i, 0.44 —2.48:}

15.
16.
17.

14 ,v3. 14 V3
§i277 —§i7
—28 + 28i.

—-0.21 - 0.20¢, 0.14-0.10;, -0.10—0.21.
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3 Determinante

Determinante su funkcije koje kolekciji od n? brojeva zapisanih u tablicu
s n redaka i n stupaca pridruze broj. Postupak racunanja je induktivan.

Za n =1 govorimo o determinanti prvog reda u oznaci
’CL11| =an
gdje je tesko oznaku ne zamijeniti s funkcijom apsolutne vrijednosti,

no determinante prvog reda se ne proucavaju.

3.1 Determinante drugog reda

Determinante drugog reda racunaju se po formuli:

a11 Aa12

= a11Q22 — A12Q21.
Q21 Q22

Zadatak 3.1 Izracunajte vrijednost determinante
3 4
5 6

3 4
’5 6 ‘—18—20_—2.

Rjesengje: po definiciji

Zadatak 3.2 Rijesite jednadzbu:

sinz coszx

_4 1 =3.

Rjesenje se dobiva nakon razrjeSenja determinante, kada se jednadzba:
sinx +4cosx =3
rjeSava univerzalnom trigonometrijskom supstitucijom:

2t 1—¢2
cost =

tgt =t int—_—-_
g St= T 1+¢2

40



nakon koje se dobiva jednadzba:

T -2t—1 = 0
14+2V2
1o =
7
Lo 1422 iz _1-2V2
979 7 9 T
% = 0.50047 + kr % — 0.2612 + kr,
gdje su rjesenja dana u radijanima.
Rijesite samostalno slijedece zadatke:
1. Izracunajte determinantu:
1 2
3 4
Rjesenje: -2
2. Izracunajte vrijednost determinanti:
(a)
3 2
8 5
(b)
n+1 n
n n—1
()
1 log,a
log,b 1
Rjesenja: a)-1, b)-1, ¢)0
3. Odredite nepoznati broj = ako je
9:c+1 3a:+2
=381
| 1 1 810

Rjesenje: x = 2
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4. Rijesite jednadzbu:
logx log10x
2 log =

1

Rjesenja: x1 = 10%; 29 = 106

5. Odredite x u radijanima tako da jednadzba bude zadovoljena:

sinx coszx

r=75+2kn, keZ

Determinante viSeg reda racunaju se Laplaceovim razvojem po i-tom retku:

DetA = ZCLU . (—1)i+jMij
J

gdje je
- a;j - element i-tog retka determinante

- minora M;; determinanta za jedan manjeg reda koja nastaje kad
iz zadane determinante isklju¢imo -ti redak i j-ti stupac.

3.2 Determinante treceg reda

Determinanta treéeg reda racuna se pomocu determinanti drugog reda:

e
h

Q Q.
> 0 o
T O

fl_, 1df .
k:bgk+c

>

1. Izracunajte vrijednost determinante:

-2 4 1
3 -1 2
-1 3 5

Rjesenje: -38
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2. Rijesite determinantu

3 2 1
2 5 3
3 4 2
Rj: -3
3. Izracunati
1 2z 1
1 22 1],
21z
gdje je
2 V3 1, V3 1,
2=—, H=——=1, Z=———=1
) 6 6 6 6
Rjesenje: Z = cos %’T + 4 sin %’T, vrijednost determinante iznosi 3

4. Koliki je x?

Rjesenge: (x1 = 3,22 = 1)

Sarrusovim pravilom mogu se rjesavati iskljucivo determinante treceg reda.
Nadopisu se prva dva stupca zadane determinante:

o Q2
> 00 o
T O
Q Q. 2
ESECIS S

Zbroju umnozaka trojki brojeva smjestenih dijagonalno u smjeru sjeverozapad-
jugoistok:
aek +bfg+ cdk

pribroje se brojevi suprotni umnoscima trojki uzetih sa suprotnih di-
jagonala:

=aek +bfg+ cdk — gec — hfa — kdb

Q@ Q.
> o
T O
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Zadatak 3.3 Nadite sva rjesenja jednadzbe

203 1 4
3 1 2|=-2
1 223 1
Rjesenge.
Sarrusovim pravilom:
263 1 4223 1
z3 1 2] a8 1 =-2
1 223 1| 1 223
20 +24+82° —4 8% — 2% = -2
-2 = -2
? = 2-2
z = 2-2i
2l = V8
i
tgp = —l=p=-"1

T s
=+ 2k 42k
z =z =v2(cos 2 3 7T—l—isin4 3 7r), k=0,1,2

3.3 Zadaci za samostalno rjeSavanje

1. Izracunajte vrijednost determinanti:

2 3
@) ’46‘_ b) ’6—10’_
3 -2 va -1 |
Na s ‘_ ) ‘ a Val|
2. Rijesite determinante:
2 3 4 1 2 5
a) |5 —2 1|= by | 3 -4 T |=
1 2 3 -3 12 —-15
12 6 —4
¢) |6 4 4 |=
3 2 8



3. Rijesite jednadzbe:

(a) | x 2 3|=0
1 11

2 3 2
(by | = =1 1|=0
0O 1 3
r—3 z+2 x—1
(¢) |z+2 z—4 =z |=0

r—1 z+4 -5

sin(x + %) sinz cosz N
sin(z +7 cosx sinz |=

1 a l—a 4
4. Rijesite jednadzbu:
2 1 -3
r+1 -3 =1
2 1 —x -2
Rjesenja:
1. (a) 26
(b) -38
(c) 7
(d) 2a
2. (a) -10
(b) 144
(c) 72
3. (a) xr1 = T = 3
(b) z = xo = —2
(c) z= 2/3
(d) =7n/6+4+2kr, keZ

4. x1 =141 x3=1—1
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3.4 Determinante ¢etvrtog reda

Determinante cetvrtog reda rjesavaju se iskljucivo razvojem po odabra-
nom retku ili stupcu. U [1] su detaljno dokazana svojstva determinanti

- ako se jedan redak ili stupac u determinanti pomnozi ili podijeli
brojem A, tada se vrijednost determinante poveca ili smanji A puta

- vrijednost determinante se ne mijenja ako se jedan redak pomnozen
nekim brojem doda drugom retku ili oduzme od njega

- vrijednost determinante se ne mijenja ako se jedan od stupaca
pomnozen nekim brojem doda drugom stupcu ili oduzme od njega

Navedena svojstva mogu pojednostaviti rué¢no rac¢unanje vec¢ih deter-
minanti.

Zadatak 3.4 Odredite vrijednost determinante

-3 9 3 6
-5 8 2 7
4 -5 =3 =2
7 -8 —4 =5

A:

Rjesavanje zadatka moze se pojednostaviti izlucivanjem faktora -3 iz prvog retka:

1 -3 -1 -2
-5 8 2 7
4 -5 -3 -2
7T -8 —4 =5

Ako se prvi redak pomnozi brojem 5 i doda drugom retku, vrijednost determinante neée
se promijeniti, no determinanta ¢e imati manje elemente:

1 -3 -1 =2
0 -7 -3 -3
A= 4 -5 -3 -2
7T -8 —4 =5

Ako se, nadalje, prvi redak najprije pomnozi s -4 i doda tre¢em retku, a onda se opet prvi
redak pomnozi sa -7 i doda ¢etvrtom, dobiva se determinanta

1 -3 -1 =2
0 -7 -3 -3

A==3-1g 7 1 6 |’
0 13 3 9
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podatna za razvoj po prvom stupcu, jer se dobiva samo jedan pribrojnik u razvoju:

-7 -3 -3
A=-3-1-(-)"*. | 7 1 6
3 3 9

Mudro je drugi redak pomnozen s 3 dodati prvom i oduzeti od treéeg retka

14 0 15
A=-3.7 1 6 |,
-8 0 -9

a zatim novo dobivenu determinantu razviti po drugom retku:

14 15

A:—3-(—1)2+2-1~‘ 5 g

‘ = —3- (=126 + 120) = 18.

3.5 Razni zadaci izracunavanja determinanti

1. Izracunajte:

2 -5 1 2
-3 7 -1 4
5 -9 2 7
4 -6 1 2
2. Odredite:
3 -3 =5 8
-3 2 4 -6
2 -5 -7 5
-4 3 5 -6
3. Rijesite:
6 3
7T 4

4. Koliko ima prirodnih brojeva z i y za koje vrijedi:

r+y r—y — 790
rT—y T+Yy
5. Dokazite
a—i_bl C+dZ . 2 2 2 2
et di a—bi =a"+b"+c+d
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10.

Izracunajte Ay, Ay i Ag:

21
Ay 5 3
1 4

w N W

Odredite nepoznanicu z za koju vrijedi

Rijesite jednadzbu:

4 2
r xr—2
3 2

1

Dokazite da za svaki n € N vrijedi:

1
-1
-1

—1

Jos jedan zadatak

Rjesenja:

1.

-9

2. 18
3.
4

3

. 18 uredenih parova

2 3
0 3
-2 0

-2 =3

SIS

o

48

n
n
n

—1
-2
—1

log,, % log,, 2
logz4

o

)

=1.

o

N

1 1 1

4 5 9

16 25 81
n =n!



10.

© »®» N o oo

samostalno se uvjerite
A; =40, Ay=-68;, A3=20
T=25
T =2; X9 = i

Uputa: dodavati prvi redak drugom, tre¢em, ...i napokon posljednjem. Dobije se
determinanta koja na glavnoj dijagonali ima brojeve 1,2,3,... n.

Razviti po prvom stupcu. Rjesenje: z™ — (—y").
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4 Vektori u ravnini i prostoru

4.1 Usmjerena duzina. Vektor

Usmjerena duzina AB predstavlja vektor @
- svojom duljinom ili modulom: |d]
- smjerom - pravcem kojem pripada AB i

- orijentacijom - okrenutosti na tom pravcu.

Jednakost vektora definira kao podudarnost u duljini, smjeru i orijentaciji.
Dvije usmjerene duzine predstavljaju jedan te isti vektor

AB=CD=a

ako su paralelne, iste duljine i iste orijentacije. Karakterizira ih za-
jednicko poloviste spojnoca zavrSetaka i pocetaka takovih duzina. Uobicajeno
je reci da se vektor ne mijenja paralelnim pomakom.

Kolinearni vektori su paralelni.
Suprotni vektoria i b imaju istu duljinu i smjer, ali su suprotne orijentacije:

a= —b.

Ocito je

AB = —BA.

Nul-vektor je vektor kojem je modul jednak nuli.

Jedinicéni vektor je vektor kojem je duljina jednaka 1. Reprezentanti nul

vektora su tocke
A4, TT...
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4.2 Zbrajanje vektora i mnozenje vektora skalarom

Zbrajati se mogu vektori ako su ulancani (preko B):
AB + BC = AC.

Mnozenje vektora a skalarom A daje vektor Ad koji je kolinearan pocetnom
vektoru, orijentacije suprotne za A < 0 i iznosa

[A-af = |l -a].

Zadatak 4.1

Neka je S sjeciste dijagonala paralelograma ABCD. Izracunajte

AB + SD + AS.

Rjesenje: je mnogo lakSse ako se nacrta paralelogram. Tada iz ¢injenice da se
dijagonale raspolavljaju slijedi da je

SD = BS

ida je
A8 = 5C.

Suma iz zadatka uvrstavanjem prelazi u izraz
AB + BS + SC,

podesan za zbrajanje ulancavanjem. Rjesenje:

AC.

Mnozenje vektora @ koji je zadan svojom duljinom |d|, svojim smjerom i
orijentacijom sa zadanim skalarom o € R definira se opisom modula,
smjera i orijentacije vektora aa:

- duljina novog vektora
|ad] = |af - |a],
gdje su |a| i |@| poznati nenegativni brojevi

- smjer novog vektora ad podudara se sa smjerom zadanog vektora

a
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- orijentacija novog vektora jednaka je orijentaciji zadanog vektora
a za slucaj a > 0, dok je suprotna orijentaciji @ za o < 0.

Jedinicni vektor dy u smjeru vektora @ dobiva se mnozenjem vektora a

skalarom % :
[

—_

Ei[) == ja
[
Zadatak 4.2 Duzina AM je simetrala kuta o trokuta ABC, sa strani-
cama |AB| = 6, |BC| =9 i |[AC| = 11 jedinic¢nih duljina. Odredite
skalar X\, tako da je BM = \BC i skalar v za koji je OB = vMC.

Rjesenje:
Iz geometrije srednje i osnovne skole poznato je i dostupno u boljim logaritamskim
tablicama:

|BM|: |MC|=|AB| : |AC|,

iz cega slijedi:

|BM|:|MC| = 6:11
6
BM| = |BC)
Bl - Spe
17
6
A= 7
Analogno,

11
W:ﬁc_é
Ton =B
oM = B¢

radi suprotne orijentacije.

4.3 Linearna kombinacija i linearna nezavisnost vek-
tora

Neka su a, b i & vektori zadane duljine, smjera i orijentacije. Neka su «, 3 i
v zadani realni brojevi - skalari.
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Linearnom kombinacijom vektora a, bi ¢ naziva se vektor dobiven mnozenjem
svakog od vektora nekim skalarom i zbrajanjem tako dobivenih vektora:

ad@ + b+ @
Rezultat linearne kombinacije opet je vektor.

Linearno nezavisna kolekcija vektora je ona koja rezultira nul-vektorom
samo trivijalnim odabirom skalara.

Primjer linearno zavisnih vektora su vektori A@, AC i AD paralelograma
ABCD.

Primjer linearno nezavisnih vektora su

- vektor i kojeg reprezentira orijentirana duzina O F,

- vektor j kojeg reprezentira orijentirana duzina O FEs,
gdje je
O-ishodiste
E-tocka (1,0)
Es-tocka (0, 1)

pravokutnog koordinatnog sustava u ravnini.

Zadatak 4.3 Nacrtajte pravokutnik ABC'D tako da je |AB| =2, a |BC| =
3. Neka je L poloviste duzine AB, P poloviste duZine CD M polomste AD
a tocke N i K su na treéinama duzine BC. Ako je AB = a, a AD = b
izrazite slijedece vektore kao linearne kombinacije vektora a i b:

AL= BN= AC= MN=

AM= BK= AK= LM-=

PD= KN= PA= MK=

CD= PC= AN= KP=

Rjesenja redom:
la, 1b aer a—
l; 1z

2@

W= w\

Zadatak 4.4 TockaT je sjeciste dijagonala paralelograma ABCD AB =
AD =b. Irrazite vektore T—fi ﬁ TC i TD preko vektora a 1 b.
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(Rjesenje: TA = —i(@ l; TC = i@ ﬁ (@ 5),77)) —3(@-»)

L\.’)\»—A

Zadatak 4.5 Neka je T teziste tezisnica ABC. Odredite zbroj vektora
TA+TB+TC.

Rjesenge: 0.

Zadatak 4.6 Stranica AB trokuta ABC podijeljena je tockama M i N na
tri jednaka dijela: |AM| = |MN| = |NB|. Napisite vektor CM kao linearnu

kombinaciju vektora d = CAib=CH

Rjesenge:
Ako se nacrta pregledna slika trokuta sa navedenim tockama nije tesko zakljuciti da je:
CA+4AB = CB
i+AB = b
AB b—a

Buduéi je po uvjetima zadatka tocka M na prvoj treéini duzine AB vrijedi vektorski zapis:
1 1 1
ng'ﬁzgng(b_a).

Konacno, koristeéi jo§ jednom zbrajanje vektora, izlazi rjeSenje:

CA+AM = CM
1=
i+gb-a) = oM
1. 1
i+-b—-a = OM
at+30—3
2 1
Zi+-b = OM
3013

4.4 Koordinate vektora u koordinatnom sustavu rav-
nine

Zadatak 4.7 Neka je i vektor predstavljen pocetkom u ishodistu, a krajem u

tocki na apscisi s koordinatom 1. Neka je j vektor ¢igi je reprezentant orijen-

tirana duZina s istim pocetkom i zavrsetkom u tocki na ordinati s koordinatom
1. Izrazite:

1. Vektor 0A gdje je 0 ishodiste koordinatnog sustava, a tocka A = (4,5).
Vektor OA naziva se radijus vektorom tocke A.
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2. Vektor f@, gdje je tocka A = (2,1), a tocka B = (3,6).

Rjesenja zadatka
1. 07 =74 = 4;—1— 55.
2. Zakljucivanje:
OA+ 4B = OB

AB=0B-0A4
AB=3i+6j—(2i+j)=i+5]

Vektori i i j ¢ine bazu linearnog prostora V2, kojeg ¢ine svi vektori u ko-
ordinatnoj ravnini obzirom na operaciju zbrajanja vektora i mnozenja
vektora skalarom.

Zadatak 4.8 Vektor ¢ = 2i + 6] rastavite u smjerovima vektora @ = 2i i
b= 3+ 3j.

Rjesenje se svodi na nalazenje skalara A, v € R koji zadovoljavaju jednakost:

¢ = \-d+v-b
2+6] = 2Xi+v(3i+3))
2 4+6] = (2A+3v)i+3v].

Radi linearne nezavisnosti vektora ¢ i j dobiva se izjednacavanjem koeficijanata iz kompo-
nenti sustav:

20+ 3v =
3v
v
A= =2

¢ija rjeSenja daju trazenu linearnu kombinaciju
= 2b —2d
Zadaci

1. Za zadane tocke A = (=3,3), B = (4,—1), C = (-1,0) odredlte
koordinate vektora: a) AB; b) BA; c) AB + Ei d) /@ + BC; e

BC _ A¢ 1) 2AC — 3BC; g) 248 — 3BC + 404,
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. Zadan je cetverokut s vrhovima A = (=3,—1), B = (3,-3), C = (5,1)

i D = (—1,3). Dokazite da je AB = ? i AD = B?, dakle da je taj

¢etverokut paralelogram.

Tocke A = (—1,—-4), B = (6,1) i C' = (4,1) tri su uzastopna vrha
paralelograma. Koriste¢i koordinatizaciju vektora u ravnini odredite
koordinate ¢etvrtog vrha D tog parelelograma.

Tocke A = (2,1) i B = (5,7) dva su susjedna vrha paralelograma
ABCD. Tocka S = (3,4) sjeciste je njegovih dijagonala. Odredite
koordinate vektora AC' i ﬁ, pa pomoc¢u njih koordinate vrhova C' i
D tog paralelograma.

Zadani su vektori @ = i + 27, b= —30— jié@=3i+5j. Izracunajte
slijedece linearne kombinacije:
a)d+b;b)d—b;c)a+b+é d)a+b—ce) ia

+
N
S
Y
N~—
I
N
ST
+
Wl
S
I

Zadani su vektori @ = —27 —|—j, b=1 —j ié="Ti— 5] Prikazite vektor ¢
kao linearnu kombinaciju vektora @ i b u obliku €= ad + ﬂb a, finR.

Zadane su tocke A = (—1,—-1), B = (0,2), C = (1,6) i D = (5,3).
Prikazite vektor AD kao linearnu kombinaciju vektora AB i AC

. Vektor &= 2i + 65 rastavite u smjeru vektora @ = 27 i b=3i+ 37.

1 rezultati 1-7. zadatka

a) Ti —4j; b) —=7i +47; ¢) 0; d) 2i — 37; e) —%f—&— %5, £) 197 — 95; g) 21i + J.
Vektori su jednaki ako su im jednaki koordinatni zapisi

D =(-3,-4)

AS = i+37, AC =248 = 2i+67. Akoje C' = (z,y), onda je AC = (x—2)?—|—(y—1)5',
pa je C'= (4,7). Analogno se dobije D = (1,1)

a) —2i + 7 b) 47 + 37 c) i+ 65; d) —5i — 47 e) 47 — %5, f) féz - 3j

Iz 7i—5] = a(—=2i+7)+ (i —j) = (=2a+B)i+ (a— 3)] izlazi sustav: —2a+ 0 =7,
a— (0 =-5,dakle a = -2, f = 3, pa je ¢ = —2a + 3b.

AD = 34AB — 14AC.

&=2b—2a
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4.5 Duljina vektora u koordinatnoj ravnini

Duljina vektora zapisanog u pravokutnim koordinatama kao

- —

a= Oél’i + CYQj
racuna se po Pitagorinom poucku:
ld] = /a2 + a3
Zadatak 4.9 Za zadane vektore @ = —3i + 4} ib=5i— 12} 1zracunagte:
a) |dl; b) |bl; ¢) |@+bl; d) |a—b].
Rjesenja . B .
a) |@|=5; b) |b| ¢) |@+ b| = 2/17 d) |@ — b| = 8v/5.
Zadaci za samostalno rjesavanje:

1. Zadan je trokut s vrhovima A = (—2,2), B = (2,1) i C = (5,3). Neka
je AB = c, BC = . Odredite vektore:
a) |d|c'+|cla;  b) |cla — |ale.

2. Zadana je tocka A = (2,—3). Odredite ordinatu y tocke B = (3,vy)

tako da je ]1@ = /5.
3. Zadani su vektori @ = 27 — ), b= \i+ 5j. Odredite realan broj A zako
da bude |@ — 2b] = V97.
Rjesenja 1,2,3:
1. a) 35i+57; b) —5i + 357.
2. By = (3,-1), By = (3,-5).
3 =-1xn=-1

4.6 Pravokutne koordinate u prostoru

Pravokutni Kartezijev koordinatni sistem u prostoru Ozyz zadan je s
ishodistem O i s tri okomita brojevna pravca: z-osi ili osi apscisa, y-osi
ili osi ordinata i z-osi ili osi aplikata.
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Svakoj tocki M jednoznacno je pridruzena uredena trojka:

M = (z,y,2).

Udaljenost tocke M od ishodista koordinatnog sustava racuna se po Pitagori-

nom poucku:
d(OM = /2% + y? + 22

Zadatak 4.10 Skicirajte tocku M = (5,—3,4) u pravokutnom koordinat-
nom sustavu. Odredite njezinu udaljenost od sredista koordinatnog sustava,
udaljenost do osi OZ i udaljenost do ravnine XOY .

Rjesenje:
|OM|=17,d(M,z —0s) = /34 id(M,z =0) = 4.

4.7 Vektori u pravokutnom koordinatnom sustavu pros-
tora

Koordinatni vektori i, 7 i £ su jedini¢ni vektori usmjereni prema pozi-
tivnim smjerovima koordinatnih osi.

Vektor a jednoznacno se moze prikazati u obliku
a= ax;—l— ayj+ azl;,

nge SU g,y 1 4 pl"OJekClJe vektora @ na odgovarajuce koordinatne

. Vektore amz ay j i azk nazivaju se komponentama vektora a u
smjerovima koordinatnih osi.

Vektori 4, j i k ¢ine ortonormiranu bazu prostora svih vektora

prostora u oznaci V3.

Duljina ili modul |d@| racuna se po formuli:

7 — 2 2 2
|d = /a2 + a2 + a2.

Smjer vektora a zadan je kosinusima kuteva koje vektor @ zatvara s koor-
dinatnim osima:

G
COS Uy = 757, COS Oy, = 77, COS Yy = 7.
|d |dl |dl
Kosinusi smjerova zadovoljavaju jednakost
cos? o + cos? oy + cos? o, = 1.
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Ako su vektori @ i b zadani svojim rastavom po komponentama:

= ax;%—ayj%—azl;
— byl +byj + b.k,

S QU

onda su komponente sume i razlike vektora zadane formulama:

Q+b = (ag+by)i+ (ay+0b))j+ (a.+b.)k
i—b = (a,—by)i+(a,—b,)j+ (as—b.)k

Mnozenje vektora d skalarom )\ odredeno je formulom:

X-@ = A0 = Aagi + Aa,j + Aazk.

Jedini¢ni vektor vektora d u oznaci dy dobiva se mnozenjem vektora @

skalarom 1/|a:
1

A== -a

al
u smislu navedenog mnozenja. Komponente jedini¢nog vektora @, po-
dudaraju se s kosinusima smjera vektora d.

Vektor AD s pocetkom ili hvatistem u tocki A = (x4, ya, 24) i zavrsetkom
ili ciljem u tocki B = (zp, yp, 2p) po komponentama ima zapis:

AB = (xp — xA);—i— (yp — yA)f—l— (2 — ZA)E.
Radijus vektor tocke M = (xpr, yar, 2a) U 0znaci 7y, ima komponente:

™™ = Tt + Z/Mj*’ ZME

vrijedi:

AB = 75 — 7.

Zadatak 4.11 Radijus vektori vrhova trokuta ABC' su redom: 7v),7p,7¢.
Napisite radijus vektor tezZista trokuta.
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Rjesenge:
Teziste trokuta je tocka u kojoj se sijeku tezi$nice trokuta. Tezisnica trokuta je duzina
koja spaja vrh s polovistem nasuprotne stranice. Teziste dijeli svaku od tezisnica u omjeru
2 : 1 gledano od vrha trokuta. Navedene ¢injenice nalaze se u svakim boljim logaritam-
skim tablicama, odnosno matemati¢kom priruéniku [7]. Ako se pregledno nacrta trokut i
ishodiste koordinatnog sustava, tada je jasno da vrijedi:

OB+BC = OC
BC = re —rg.

Ako je P, poloviste stranice a, tada je

—— 1 1
BPa = 53?: i(r_éfr_é)

i vrijedi
AB+BP, = AP,
1 —
rB—1ra+ 5(7’(} —rg) = AP,
1 1 —
57“} + 57’(’; -4 = AP,

Teziste T trokuta ABC nalazi se na 2/3 tezisnice AP, iz vrha A. Vektorski zapis te
¢injenice izgleda:
2
ﬁ = 514—)_&,

odakle slijedi slijedeéi racun:

OT = OA+ AT

2——
rr = r‘A+§APa
= w21
re = TA+§<§ B+§TC_7"A)
= DS DRSO -
rr = TA+§7“B+§T(J—§TA
- r. 1. 1.
rp = grA—i—gTB—Fgrc

Zadatak 4.12 Odredite komponente vektora d = AB ako je A(1,3,2) i
B(5,8,—1).

Rjesenje slijedi neposredno iz definicije radijus vektora i definicije zbrajanja vektora:

OA+AB = OB
AB = g —7a
47+ 57 — 3k
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Zadatak 4.13 Izracunajte duljinu vektora a = 207 + 30;'— 60k i kosinuse
smjera zadanog vektora.

Rjesenje se dobiva neposrednim uvritavanjem u formulu navedenu u uvodu:

@ = /2024302 +602="70

o = 0_2

cosa = 0= 7

30 3

cosff = =7
cosy = —60__¢
7T 0 T 7

Zadatak 4.14 Tocke A(2,2,0) ¢ B(0,—2,5) zadane su svojim pravokutnim
koordinatama. Raspisite vektor AB po komponentama u smjeru vektora baze
1 odredite duljinu vektora.

Rjesenje se dobiva neposrednim uvrStavanjem:
AB=(0—-2)i+(-2—-2)j+ (5—0)k = —2 — 4] + 5k,

kao i duljina vektora:

|AB| = \VAB = vi+16+25 =6.71

Zadatak 4.15 Vektorr zatvara s koordinatnim osima jednake Siljaste kuteve.
Odredite kuteve i komponente vektora 7, ako je |F] = 2+/3.

Rjesenje.
Jednakost kuteva povlaci jednakost kosinusa:

COS (t, = COS Qyyy = COS (1.
Uvjet siljatih kuteva povlaci pozitivnost kosinusa:
cosa; > 0.
Kosinusi kuteva zadovoljavaju jednakost

cosa? —|—cosa§+cosa =1

2
z
3cosal =1

1
CoOSQy = —&—\/g =0.57735

ay = ay = a, = 54°44'8"

61



Jedini¢ni vektor u smjeru vektora 7 ima komponente:
70 = COS 0zt + COS oy J + cos ak

a za vektor 7 vrijedi

Fo= 2V3-7
. 15 .
23 = 2 e R X
G = a5 g
= 2 +2j+2k

Zadatak 4.16 Zadana su tri uzastopna vrha paralelograma ABCD: A =
(1,-2,3),B = (3,2,1) i C = (6,4,4). Odredite cetvrti vrh i opseg paralelo-
grama.

Rjesenje je lakse naci nakon dobre skice na kojoj se istakne ishodiste i tri zadane tocke.
Po definiciji zbrajanja vektora ulancavanjem

OD = OA + AD.
Iz definicije paralelograma
AD = BC.
Slijedi racun:
OD = OA+BC

Fp = i—2]+3k+3i+2j+3k

Fp = 4i+6k

D = (4,0,6).

Opseg je zbroj duljina svih stranica. Koristeéi se rijeénikom vektorskog ra¢una, opseg
paralelograma ce biti:

— 2.|AB|+2-|BC

= 2020+ 4] — 2k| + 2|37 + 27 + 3k|

= 2V4+16+4+2V9+4+9
4v6 +2v/22 = 19.18

S 0 O O

jedini¢nih duljina.
Zadaci za samostalno rjesavanje.

1. Izrazite u bazi V3 vektor AB, gdje je A = (2,1,0)1 B = (=2,3,3).
Izracunajte duljinu vektora i kosinuse kuteva koje zatvara s koordinat-
nim osima.
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Zadan je vektor a = AB svojim komponentama a, = 2,a, = 4,a, = —1
i hvatistem u A = (0,4,2). Nadite kraj B vektora AB.

Zadani su radijus vektori vrhova trokuta ABCD: 74 = i+ 2]+ 312,
rg = 3i+27+kirc = i+4j+k. Dokazite da je trokut jednakostranican.

Odredite projekcije vektora @ na koordinatne osi, ako je @ = AB + C'—D),
a zadane su tocke: A(0,0,1),B(3,2,11),C = (4,6,5) 1 D = (1,6, 3).

[zracunajte modul vektora

—

— - ]_ — — —
G=i+2]+k—=(4i +8] + 3k

5
i odredite kosinuse smjerova.

Zadane su tocke M;(1,2,3) i My(3,—4,6). Nadite duljinu i jedini¢ni
. —_—
vektor u smjeru M M.

Zadan je vektor @ = 47 — 2j + 3k. Odredite vektor l;, ako je ]5|:|&'\,
by =a, ib, =0.

Radijus vektor tocke M zatvara kut od 60° prema y-osi i kut od 45°
prema z-osi. Duljina vektora jednaka je 8 jedini¢nih duljina. Izrac¢unajte
koordinate tocke M ako je apscisa tocke M negativna.

Rjesenja zadataka 1-7.

© NS ok W e

AB = —4i + 2] + 3k, |AB| = 3v/3, (—0.77,0.38,0.58).

B:(Q,S,l)
AB = 7' — 'a = 2 — 2K, [AB| = |BC| = |AC| = 2v2
ax:(),ay:27az:72

|@| = 3/5,cosa =1/3,cos 8 = cosy=2/3.
\My M| = 7; (M, M) = 2/Ti — 6/75 + 3/7Tk.
Dva su rjesenja: b= —2;—1— 5kib= —2;— 5k.
M = (—4,4,4/2)
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4.8 Skalarni produkt

Neka je |d@| duljina vektora @. Skalarni produkt definira se formulom:
@-b=|al-|b|-cosep
gdje je ¢ kut medu vektorima. Svojstva skalarnog produkta su:

komutativnost: @-b=b-a

distributivnost @- (b+¢7) =a@-b+a- ¢

kvaziasocijativnost: ad - ﬁg = afa - b
@ = |ap
- @-b =0 ako su vektori okomiti ili ako je jedan od njih 0 nulvektor.

Skalarna projekcija vektora @ na smjer vektora b je broj:

Predznak projekcije je negativan ako vektori zatvaraju tupi kut.

Vektorska projekcija vektora @ na smjer vektora b je vektor

QL
S

b

l‘.

a=

S
[e}

kolinearan vektoru b.

Zadatak 4.17 Vektori p i ¢ su jedinicni vektori koji zatvaraju kut od /3.
Vektori @ = 3p — 24, b= —20+ G i ¢ = Tp — 4q dobiveni su kao linearne
kombinacije vektora p i ¢. Izracunajte zbroj duljina vektora @, bic Odredite
kutove koje zatvaraju vektori d, bic.

Rjesenje se dobiva koristenjem definicije skalarnog produkta.
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- duljina vektora @ dobiva se iz svojstva

@ = @ = (37— 29)°

koristeéi se svojstvima kvaziasocijativnosti i komutativnosti:

(Bp—29)% = 9" —125-¢+47
- 9-1—12-1-1-cos§+4.1
- 7
@i = V7=265

- duljine vektora bic dobivaju se analogno:
B = = (-2
4 — 4G+ 7
1
= 4—4cos=+1
COS 5 +
b = V3=173
el = V51="7.14,
pa je zbroj dobivenih duljina vektora u iznosu 11.52 jedini¢ne duljine.
- kut izmedu vektora @ i b dobiva se kao jedina nepoznanica u jednadzbi iz definicije
skalarnog produkta:
@-b=|a-|b|-cos~
(35 —29) - (=2 +q) = VT7-V3-cosy
—6p% + 4475 + 3p7 — 2¢° = V21 - cosy

—6+2—|—g—2 = V21-cosy|: V21
4.5
7 cosy
—0.98198 = cosvy
N = 169°6'23"

gdje je v kut izmedu vektora a i b.
- kut se moze dobiti uvr§tavanjem u formulu koja je u nekim priru¢nicima izvedena:
_ 0.7
cos(b,@) = °
|b] - |cl
(=27 + Q7P — 49)
V3 -/51

—14p® + 8pq + 74P — 44°

V153
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—14+4+4+2 -4
- U — —(.84887
/153

a = 148°5'22",
- bilo kako rac¢unali kut izmedu vektora @ i ¢ iznosi 32°8'11".

Zadatak 4.18 Nadite skalarnu i vektorsku projekciju vektora @ = 2p — 3¢
na smjer vektora b = p'+ ¢, ako je |p] =2, |q] =3 i /(p,q) = 60°.

Rjesenja izlaze iz definicije. Skalarna projekcija

ab
Cll‘; = —
0]
dobiva se nakon ra¢unanja:
g = 171 oy
= 2-3 L
- 2
ab = (2p=39FE+q)

= 20" — 3pq + 257 — 3¢
= 8-9+6-27=-22

P°+200+ ¢

= 44+6+9=19

b = V109.
—22
19

Vektorska projekcija dobiva se jednim zahvatom vise. Uvazavajuéi dobivene rezultate:

. ab -

FT

22

= o 7D

zadatak je priveden zavrSetku.

4.9 Zadaci za samostalno rjesavanje

enja za bazicne vektore.

1. Napisite tablicu skalarnog mn
| = ;- E :J . k =

- - - =

Rjesenje: i-i=j-j=k-k=1;1%-
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2. Izracunajte duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima a =
i+jib=k-3j

Rjesenje: duljine dijagonala iznose 2.4 i 4.2 jedini¢nih duljina.

3. Odredite kut izmedu vektora @ = —i + j i b =1 — 2j + 2k.

Rjesenge: kut ima 3 /4 radijana.

4. Odredite X tako da vektori 27 — 37 i Ai 4+ 4] budu okomiti.
Rjesenje: A = 6.

5. Nadite duljine stranica i kuteve trokuta s vrhovima A(—1,2,3), B =
(2,1,2)i C' = (0,3,0).
Rjesenje: dvije su stranice po 3.3, jedna je 3.5 jedini¢ne duljine, kutevi: dva po
58.5%, jedan od 63°.

- -

6. Odredite skalarnu projekciju vektora @ = ;+j + 2k na smjer vektora
b=1—7+4k.
Rjesenje: ap = 1.86

7. Naci duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima @ = 2m-+i,

b =m — 21 ako su m i 7 jedini¢ni vektori koji zatvaraju kut 60.
Rjesenje: duljine dijagonala su 2.6 i 3.6 jedini¢nih duljina.

8. Izracunajte duljine dijagonala paralelograma razapetog vektorima a =
QM +itib = m— 27, ako su m i it jedinicni vektori, a kut koji zatvaraju

L(m, 1) = 3

Rje§enje: @+ b| = 2.19, |@ — b| = 3.90.
Zadatak 4.19 Odredite parametar \ tako da moduli vektora @(2a*, \, A — 1)
ib=(A+1,\—2,0) budu jednaki i odredite kut izmedu njih.

Rjesenje zadatka moguce je tek nakon pravilne interpretacije nac¢ina na koji su zadani
vektori. U razli¢itim knjigam i zbirkama moguce je naié¢i na razli¢ite nacine zapisivanja
vektora u pravokutnoj bazi:

a2 A —1) = 22+ A + (A =1k
b=MA+1,A—20) = A+1i+\-2)]
Nakon toga, jednakost modula vodi na racun:
@ = bl
VAP X2+ X2 —20+1 = /A2 420+ 1422 — 4\ + 42
4a® = 4
A= 0
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Nakon nalazenja komponenti vektora i zapisa u ekonomi¢nom obliku @ = (2,0,—1) i
b= (1,-2,0), neposrednim uvrstavanjem dobiva se
ab 2

@ -o  V5v5

cosp = 0.4,

iz ¢ega slijedi ¢ = 66°25'19”

Zadatak 4.20 Zadani su vrhovi paralelograma: A(—3,—2,0), B(3,-3,1),C(5,0,2)
i D(—1,1,1). Izracunajte kut medu dijagonalama.

Rjesavanje zadatka treba poceti provjerom vektora koji razapinju paralelogram:

AB = (6,-1,1)
CD = (-6,1,-1)
i daju poredak tocaka u paralelogramu: ABCD. Tada su dijagonale:
AC = (8,2,2)
BD = (—4,4,0).

Konacno je trazeni kut:

—32+8+0 24
6v24v/2 48

2

3

cosp =

(p:

no kako se za kut izmedu pravaca opcéenito uzima manji od dva vrina kuta, to je u ovom

slucaju kut medu dijagonalama % = 60°

Zadatak 4.21 Zadane su tocke A(3,3,—-2), B(0,—-3,4),C(0,—3,0) i D(0,2,—4).
Izracunajte vektorsku projekciju

D

Rjesavanje zadatka pocinje nalazenjem komponenti vektora

AB = (-3,-6,6)
CD = (0,5, —4)
a zavrSava uvrstavanjem u formulu:
AB-CD , .- .~ .-
AB = = . (—3i—6] +6k
CD |AB|2 ( J )
—-30 —24 - = -
= = " (=3i—6] k
9136436 (N T0IH6R)

—9 . . 5
= 5 (=376 + 6k)

= 20447 —4k
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4.10 Vektorski produkt

Vektorski produkt u R?® binarna je operacija
x:R*x R* = R?

definiran opisom vektora

—

c=axb
koji ima smjer, orijentaciju i iznos opisane tvrdnjama:
1) ¢ je okomit na ravninu odredenu vektorima @ i b

2) d, bi ¢ u navedenom poretku ¢ine desnu bazu

3) |l = |@ x b| = |@||b] - sin ¢ odgovara povrsini paralelograma razapetog
vektorima @ i b.

Svojstva vektorskog produkta su

a) antikomutativnost @ x b= —b x @

— —

b) distributivnost @ x (b+¢7) =@ x b+ @ x ¢
c¢) kvaziasocijativnost \a@ x vb = \vd x b

1. mnozenje jednakih vektora @ x @ = 0

Zadatak 4.22 Nadile duljinu krace visine i povrsinu paralelograma raza-
petog vektorima 2b — d i 3d + 2b, ako je |d| =5, |b| = 4 i kut /(ad,b) = 7.

Rjesavanje zadatka dobro je poceti nalazenjem formule koja pokazuje odnos povrsine,
duljine stranice i visine na tu stranicu. Formula se moze naéi u boljem matematickom
priruc¢niku i glasi:
P=a-v,,
gdje je a duljina jedne od stranica, a v, visina paralelograma okomita na tu stranicu.
Vektorski racun povrsinu paralelograma racuna kao duljinu vektora dobivenog vek-
torskim produktom vektora odredenih stranicama paralelograma:

P =|(2b— @) x (3d@ + 2b)|.

Distributivnost omogucéava mnozenje zagrada ”svaki sa svakim”, no buduéi da komuta-
tivnost ne vrijedi, vazno je pisati produkt u pravilnom poretku. Vrijedi kvaziasocijativnost.

P=1[6bxad-+4bxb—3dxad—2axb|
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Mnozenje jednake vektore ponistava, a antikomutativnost daje:
P = [6bxd+2bxd|
= |8 x d

=, s
— 18] 18] - 1| - sin &~
8] 1b] - | - sin 7
2
— 8-4-5~—\2[:80\/§

Za izracunavanje duljine visine nedostaje duljina stranice. Bududi se iz podataka ne otkriva
koja je dulja stranica, treba izrac¢unati duljine obje stranice. Skalarno mnozenje jednakih
vektora daje

(26— @)% = [2b6—a)?
A —4ab-a+a> = |2b—af?
2 -
4.16—4-5 4-§+25 — |126—a]?
89 —40vV2 = |2b—a

duljinu prve stranice, dok racun:

-,

133+ 20> = (3@ + 2b)>
= 9G24+ 123 b+ 4b?
225 + 120V/2 + 64

3G 428 = /2894 120v2

daje duljinu druge stranice paralelograma. Po formuli koja povezuje povr§inu i visinu
paralelograma sa duljinom stranice, dobivaju se dvije visine:

80v/2
V] = ——
V/89 — 40v/2

2
vy = L — 598

/289 + 120+/2

Trazena je duljina krace i ona iznosi 5.28 jedini¢nih duljina.
Zadaci

= 19.87

1. Izracunajte povrsinu paralelograma cije dijagonale odreduju vektori

3m + 31 i m — i, gdje su m i 7 jediniéni vektori koji zatvaraju kut

SHE]

Rjesenje. Za dijagonale paralelograma vrijedi @ + b= 3m + 31, a— b =1 —
gdje su @ u b vektori koji odreduju stranice paralelograma. Rijesiti sustav po a i
i povrsina je 1.5 kvadratnih jedinica.

7
b
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2. Napisite tablicu vektorskog produkta za bazi¢ne vektore.
Rjesenje je tablica:

il 0 kK -7
il-k 0 7
k| j - 0

3. Pokazite da je vektorsko mnozenje koordinatno zapisanih vektora moze
racunati formalno kvazideterminantom:

A"
axb=|a, a, a,
by b, b,
4. Nekasud@=1i+ji b= —i+ 2j. Izracunajte @ x b.

Rjesenje: 3k

5. Nadite povrsinu i visinu paralelograma razapetog vektorima a = 2;4— k
ib=1+2k.
Rjesenje: P = 4.6, v = 2.05, a radi se o rombu.

6. Odredite povrsinu trokuta ¢iji su vrhovi A(1,1,1), B(2,3,4)iC(4,3,2).
Rjesenje P = 4.9 kvadratnih jedinica

7. Odredite jedinicni vektor okomit na vektore @ = ;+j+2lg ib= 25+f+/¥.
Rjesenje: g = :I:\/%(—f—l— 3] —k

Zadatak 4.23 Odredite skalarnu i vektorsku projekciju vektom i=bxb na

vektord—zﬁ ako je A= (2,—2,—1),B = (0,—1,-3),b = —2i — ] + 3k i
c=2i+ ] + k.
Rjesengje. Potrebno je naéi zapise vektora a i AB:
ik o
a -2 -1 3 |=-4i+8j.
2 1 1

AB = —2i + j — 2k.

Skalarna projekcija:
8+8+0 16

BT Vitivd 3

a vektorska projekcija:

S 6, - - 7
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Zadatak 4.24 Zadani su vektori @ = (1,1,1), b= (1,1,0) i &= (1, —1,0).
Odredite nepoznati vektor ¥ koji zadovoljava uvjete:

= 3
= C
Rjesenje. Nepoznati vektor & treba traziti po komponentama pretpostavkom da je

Z=ai+ 0] ++k

i zadatak se svodi na nalazenje nepoznanica «, # i v . Jednadzbe izlaze iz uvjeta:

Z-d=a+0+y = 3
|k .
Ixb=|a B ~v| = t—J
1 10
a+pB+y = 3
—yi+vj+ (a— Bk i— 7.

Koristeéi se nezavisnosti vektora baze trodimenzionalnog prostora, dobiva se

y=-1
a=p,
§to uvrstavanjem u prvi uvjet daje
20 —1=3
a=2
p=2
i trazeni vektor viSe nije nepoznat:
Z=(2,2,-1).

4.11 MjeSoviti produkt

Definicija i racunanje mjesovitog produkta u koordinatnom zapisu vektora
dani su relacijom:

zy Gy Q
(@xb)-¢=1|b, b, b,
Cx Cy Cs

Geometrijski, apsolutna vrijednost mjesovitog produkta je volumen paralelepipeda
razapetog vetorima a,b i C.
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Volumen tetraedra odradenog vektorima a, biCracuna se po formuli:
1 -
‘/;fetraedra = 6’(a X b) : 5‘

Komplanarni vektori su oni vektori koji leze u jednoj ravnini.

Svojstva mjesovitog produkta:

a) Ciklickom zamjenom poretka vektora mjesoviti se produkt ne mi-
jenja. Zamjena bilo koja dva vektora u mjeSovitom produktu
povlaci promjenu predznaka.

b) Zamjenom vektorskog i skalarnog produkta mjesoviti produkt se
ne mijenja
¢) Mjesoviti produkt jednak je nuli kod komplanarnih vektora.
Zadaci

1. Nadi volumen i visinu paralelepipeda razapetog vektorima

(rj: V =133, v=4.4)

2. Koliki je volumen tetraedra razapetog vektorima iz prvog zadatka? (rj:
V =5.5)

3. Pokazite da su vektori @ = —i + 3] + 21_5, b = 20 — 37 — 4k i ¢ =
—3i+12j+06k komplanarni i rastavite vektor ¢ na komponente u smjeru
vektora @i b. (rj: V =0, ¢=5d + b)

4. Zadani su vektori @ = (1,1,1) i b = (1,—2,0). Nadite takav vektor &
koji je komplanaran s @ i b, okomit na @i c-b=14. (rj: ¢= (4,—-5,1))

Zadatak 4.25 Dokazite da tocke A(2,—1,-2), B(1,2,1), C(2,3,0) i D(5,0,—6)

pripadaju jednoj ravnini.
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Rjesenge. Istinita je Cinjenica da je volumen tetraedra s vrhovima ABCD jednak nuli
samo u slucaju da sve cetiri tocke leze u jednoj ravnini. Dokaz tvrdnje slijedi iz jednakosti

%(ﬂa’xfd).ﬁ:o
(AB x AC)-AD = 0.

Vektorski produkt racuna se pomocéu determinante tek kad se vektori raspisu po kompo-
nentam ortonormirane baze:

AD =3i+j — 4k
AB = —i+3j+3k

AC = 45 +2k.
Racunanjem determinante

3 1 —4
-1 3 3 = 3(6—-12) —(-2) —4(—-4)
0 4 2

= 3(-6)+2+16

= —18+18

0

dokazuje se tvrdnja zadatka.

Zadatak 4.26 Odredite onaj od jedinicnih vektora okomitih na vektore @ =
(—2,—6,—1) i b = (1,2,0), koji s vektorom & = (2,—1,0) zatvara Siljasti
kut. U smjeru tog vektora odredite vektor d tako da vektori 5,5 id razapingu
paralelepiped volumena 18 kubicnih jedinica.

Rjesenje zadatka slijedi nakon nekoliko etapa. Prvi korak je nalazenje jednog od vektora
koji su okomiti na vektore a i b:

I A A
Axb=| -2 —6 —1|=2—j+2k
1 2 0

Postoji beskona¢no mnogo vektora koji su okomiti na @ i na 5, jer vektor 2 — j—i— 2k
pomnozen bilo kojim skalarom, ponovo ¢e biti vektor okomit na @ i b.

Slijedeci uvjet je siljastost kuta koji dobiveni vektor zatvara sa zadanim vektorom
¢=(2,-1,0):
b)-¢ 2+1 3
bleg VATLI+4-VA+1 35

odakle je

1

—1 o

p=cos ~ — =63,
V5
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pa slijedi da dobiveni vektor 2 — f—|— 2k zatvara siljasti kut s vektorom €.

Bududi je .
@ xb=v44+1+4=3,

jediniéni vektor okomit na vektore @ = (—2,—6,—1) i b = (1,2,0), koji s vektorom & =
(2,—1,0) zatvara siljasti kut je vektor

1 - - -
(@ x B)o = (27— J + 2F).

Vektor d koji se u zadatku trazi ima isti smjer, pa je

—_

d=X\- (20— j+2K).

w

Zahtjev da d s vektorima @ i b razapinje paralelepiped volumena 18 kubic¢nih jedinica daje
jednadzbu za A:

2 A A
3 3 3
Il =2 <6 1] = 18
1 2 0
2 -1 1
A
I3l -2 =6 -1} = 18
1 2 0
1Al _
5(22+1+2) = 18
18-3
A= ==
A =6 Ay = —6.

Zadatak ima dva vektora kao kona¢no rjesenje:

dy =47 — 2] + 2k
dy = —4i — 27 + 2k.

Zadatak 4.27 Izracunajte volumen paralelepipeda ¢igi su bridovi odredeni
vektorimam =d+b+c, n=a+b—ci1p=a—b+c, ako je poznato samo
to da vektori @, b i ¢ razapinju paralelepiped volumena 3/4 kubicne jedinice.

Rjesenje. Bududéi vektori @,b i ¢ nisu ortonormirani, ne moze se koristiti determinanta u
nalazenju mjesovitog produkta. Ostaje samo definicija:

Vo= |(mx
= [(@+b+d)x @+b—2a)-(@—b+2)l.
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Buduéi je vektorsko mmnozenje distributivno glede zbrajanja smije se vektorski mnoziti
zagrade po nacelu ”svaki sa svakim” uz obavezan oprez postivanja poretka u vektorskom
umnosku:

V = [(@xb—axc+bxa—bxc+éxa+cxb)-(@—b+0a)
= |(28xa+2exb)-(@—b+a),
jer je mnozenje antikomutativno, pa svaka zamjena mjesta vektora u vektorskom produktu
povlac¢i promjenu predznaka.

Skalarno mnozenje je distributivno, pa se zagrade ponovo mnoze po nacelu ”svaki sa
svakim”. Izostavljeni su monomi u kojima se dvaput javlja isti vektor, jer imaju vrijednost
nula.

V o= |—2@xa)-b+2ExDb) -l
= |2(¢xb)-d+2(Exb)-a,
jer svaka zamjena vektora u mjeSovitom produktu povlaci promjenu predznaka produkta.
Konaéno:

Vo= [4@Exb)-a)

po uvjetu u zadatku.

Problemski zadaci

U slijede¢im zadacima pokusajte dokazati tvrdnje. Zadaci nemaju rjesenja.
Ispravnost dokaza sastoji se u logi¢nom slijedu tvrdnji koje proizlaze iz defini-
cija i teorema koji su dokazani i prethodnom dijelu zbirke.

-
—

1. Dokazite da su za svaka tri po volji odabrana vektora a,b i ¢ vektori
a—b,b—Ccic— akomplanarni.

2. Dokazite da za vektore napisane po komponentama ortonormirane baze
trodimenzionalnog sustava

a= az;+ aﬁ—i— aZE
b= byi+byj +b.k
c= cJ+ cyf+ CZE
vrijedi
B ag ay a,
(@xb)-¢=| b, b, b,
Cx Cy Cs



3. Dokazati da za bilo koja 4 trodimenzionalna vektora vrijedi

ac ad
bc bd

-

(@xb)-(¢xd)=

Uputa: Svaki se trodimenzionalni vektor moze raspisati po komponentama ortogo-
nalne baze. Algebarska razrada lijeve i desne strane vodi na podudarnost.

4.12 Ispitni zadaci s vektorima

Na ispitu dolaze zadaci kojima se provjerava razumijevanje vektorskog racuna
u sto veéem opsegu. Zadaci se u pravilu ne ponavljaju.

Zadatak 4.28 Vektor ii komplanaran je s vektorima p i q, pri cemu je |p| =
2, gl =41 /(p,q) =n/4. Akojen-p=8 in-q= 16 odredite

a) jedinic¢ni vektor vektora 1 kao linearnu kombinaciju vektora p'i g,

b) |7+ ql
c) (1, p).

Rjesenje.
Komplanarnost vektora 7, p’ i ¢ podrazumijeva da se vektor 77 moZze napisati kao lin-
earna kombinacija vektora p'i ¢:
= ap+ (4.
Nepoznati skalari « i § dobivaju se iz uvjeta koji prelaze u jednadzbe. Prvi uvjet daje

prvu jednadzbu za «a i 3:

n-p=8
(ap'+5q)-p=8
ap® + 67§ =8
da+ (-2 4-%:8
da+ 45 =38,
a drugi uvjet drugu jednadzbu:
n-q=16
(ap'+ Bq) - =16
ap - q+ B =16
4o+ 160 = 16.
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Sustav

{ da+43 =38

da+ 168 =16

ima rjesenje o = 4/3, 8 = 2/3, pa je vektor 7 linearna kombinacija
n=4/3p+ 2/3q.

Sada se mogu rjesavati zahtjevi zadatka.

a) Vektor 77 = 4/3p + 2/3¢ nije jedini¢ni:

71| = \/(4/3p'+ 2/39)*
= V16/9524+16/9 -5 - 7+ 4/9¢2
= 3T T 7
= 2/3V16 +16 + 16 = 8V/3/3.

Jedini¢ni vektor u smjeru 77 dobiva se nakon mnozenja

~, 1 3 2

n :7.5:7.72“+
i daje rjesenje pod a):
L VB VB,
o = g Pt 5T

b) Racunanjem

i+q¢ = 4/35+2/3¢+7

4/3p5+5/37.

1/3v/162 + 405 - { + 25
1/3v/64 + 160 + 400 = 1/3v/624 = 4v/39/3

i+ d

dolazi se do rjesenja.

¢) Analogno, koristedi rezultat b) dijela zadatka i uvjet zadatka,

COS Y = ﬁﬁ = 8 _é
Al P B 2
. ™

Zadatak 4.29 Nadite vektor ¢, kolinearan vektoru a + I;, ako je @ - b = 5,
¢-b=18 i |b| = 2. Napisite vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora @ i b.
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Rjesenje. Kolinearnost vektora ¢ i vektora d + b algebarski se zapisuje:
= \a+b),
gdje A € R treba otkriti. Jednadzba koja otkriva A izlazi iz uvjeta:
Z-b=a(@+b)-b=18,

koji zbog a - b =5 prelazi u

a@ b+’ = 18

a(b+4) = 18

a = 2,
pa je vektor .
c=2a+2b.

Zadatak 4.30 Nadite vektor ¥ okomit na vektore

a= (3, 2, 1)
b=(2,—1,3)
5(1, 1, —1)
Rjesenje. Nepoznati vektor trazimo u opéenitom zapisu
= (o,f,7)

uz uvjete da skalarni produkt ponistava okomite vektore:

Z-a=3a+20—-v = 0
Z-b=2a—B+4+3y = 0
Z-c=a+p—-—v = 0

Sustav jednadzbi ima samo jedno rjesenje:
a=0=v=0
pa je jedini vektor okomit na tri oito nekomplanarna vektora nuzno jedino nulvektor:
#=0.
Zadatak 4.31 Zadani su vektori OA = (1,1,1), OB = (4,4,4), OC =
(3,5,5), OD = (2,2m, 3m + 1) i vektor @ = 3i — 5] + 2k.

a) Odredite m tako da AD bude okomit na vektor d.
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b) Izracunagte volumen tetraedra ABCD.

Rjesenje.
a) Vektor:
AD = 0D — OA =i+ (2m — 1)j + 3mk

i uz uvjet okomitosti koji ponistava skalarni produkt:

AD l@a=AD-ad = 0

3-52m—-1)+6m = 0

3—10m+5+6m = 0
8 = 4dm

m = 2

b) Za nadenu vrijednost m = 2 vektori koji razapinju tetraedar su:

AB = (3,3,3)
AC = (2,4,4)
AD = (1,3,6)
i volumen tetraedra

1 3 3 3

V = 6' 2 4 4]

1 3 6

1

V = 6|(3~12—3~8+3~2)|
1

V = 6|(36724+6)|

iznosi 3 kubicne jedinice.

Zadatak 4.32 Izracunajte velicinu kuta sto ga zatvaraju jedinicni vektori m
i i, ako su vektori § =1 + 27 i t = 5m — 47 okomiti.

Rjesenje. Postupak nije dugacak, ali je zahtjevan za razumijevanje:

Flt=351 =
(1 4 2) (57 — 4i)

5m? + 10ma — 4mi — 8i> =

6mi =

[mil|7i[cos o =

WL O O O

wl
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Zadatak 4.33 1ri jedzmcna ali ne 1 ortogonalna vektora 1, j ik zatvaraju
kuteve: Z(z j) = /4, Z(] ky=m/2i/(k,i)=2r/3. Akojed=i—j+k, a
b=1+ 7, nadite |@ x b|.

Rjesenje. Poznata svojstva distributivnosti i antikomutativnosti redom daju

xb = ([(—j+k)x(@+7)
= —jXZ—FkXZ—FZX]—FE ;
= 22><]+k:><z+k;><j
l@x b = y/(d@xb)?

jer je, primjerice:
(i x 3)% = [0 x §J* = [i]*|j] sin®(7/4) = 1/2,

dok je po 3. problemskom zadatku:

T, Kk ki
(kx j)(k x i) = | -2 =2
ik ji

a skalarne produkte valja rac¢unati po definiciji:

= |k|[i] cos(27/3) = —1/2.

Zadatak 4.34 Tocke A(2,0,0), B(0,3,0), C(0,0,6) i D(2,3,8) vrhovi su
piramide. Izracunajte

a) volumen piramide
b) wisinu na stranicu ABC

Rjesenje.

a) Vektori koji odreduju trostranu piramidu su:

AB = -2 +3j
AC = —2i + 6k
AD =37 + 8k
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a volumen piramide dobiva se racunom:

Vo= |5| -

1
~| -84 =14
| -84

b) Visina na stranicu ABC' kao na osnovicu dobiva se iz srednjoskolske formule

_B-v

Vv
3 )

gdje je V' - volumen piramide, B - povr§ina osnovice i v - visina piramide mjerena od
osnovice povrsine B. Povrsina osnovice dobiva se kao polovica apsolutne vrijednosti
vektorskog produkta:

B = %|Ex@|

g

!

S WS
S O =

}| 2
2| o
1 - e P
= §|181+12j+6k|
= 3|37+ 2] + K|
= 3V9+4+1=3/14

Sada ostaje izracunati duljinu visine v:

3V 42
= =_=_=14=37
"B 314

i zadatak je rijeSen.

Zadatak 4.35 Zadani su vektori @ = (2A\,1,1 — \), b = (—=1,3,0) i ¢ =
(5,—1,8). Odredite parametar \ tako da vektor @ zatvara jednake kutove s
veltorima b i &. Za takav \ odredite nagib vektora a prema ravnini odredenoj
vektorima b i €. Za isti A odredite volumen 1 jednu od visina paralelepipeda
konstruiranog nad vektorima 6,5 1C.

Rjesenje. Buduéi se kut izmedu vektora nalazi u intervalu [0, 7], to ée jednakost kosinusa
povlaciti jednakost kutova:

Sl
S

_d-é
\alp| lallel
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Mnozenje modulom vektora @ i uvrStavanje koordinata vektora @, b i ¢ daje:

—2\+3 2A+T7
= -3v10
V10 ol
—6A+9 = 2\+7
-8\ = =2
1
A=y

i prvi dio zahtjeva je zadovoljen.

Nagib vektora @ prema ravnini odredenoj vektorima bicu stvari je kut pravca koji
ima smjer vektora @ i jedne od ravnina paralelnih vektorima bié Taj kut definira se
kao siljasi kut pravca i njegove vertikalne projekcije (sjene) u ravnini. Vektorski racun
omogucava nalazenje kuta koji zatvaraju vektor @ i vektor okomit na vektore bic

B} T A .
bxcé=| -1 3 0 |=24i+8j— 14k.
5 -1 8
Kut se ra¢una po standardnoj formuli:
= (L
cosy = 279 (_, x )
|a@l[b x €]
21
_ 12482
/1 9
1 +1+57-v836
B 9.5
Vv1.8125+/836
= 0.24405
p = T6°

i daje komplement kuta kojeg zatvara smjer vektora @ i ravnina odredena vektorima bic
Trazeni kut:

1 = 14°.
Volumen paralelepipeda kojeg zatvaraju vektori @, bi ¢ racuna se pomocu determinante:
1 1 3
2 4 1 3
V=] -1 3 0 25-24+8+1~(—14):9.5,
5 -1 8

Sto je bilo i za ocekivati iz prethodnog racunanja kuta.
Ako se za visinu odabere upravo visina na bazu - paralelogram razapet vektorima b i
¢, koristeéi rezultat

B=|bxd =836

i srednjeskolsku formulu
V=B-v
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dobiva se

i zadatak je u potpunosti rijesen.

4.13 Zadaci za vjezbu

Zadaci su namijenjeni samostalnom rjesavanju. Zadatke koje ne mozete
rijesiti sami, rijesite u suradnji s demonstratorom, asistentom, profesorom
ili instruktorom. Ipak, prije no §to potrazite strué¢nu pomoc¢, bilo bi dobro
kad bi samostalno rijesili barem tri postavljena zadatka.

Zadaci

1.

Pokazite da su vektori @ = —i+3k, b = 2i—3j)—4kic = —3i+125+6k
komplanarni, pa rastavite vektor ¢ na linearnu kombinaciju druga dva
vektora.

Rjesengje: ¢ = 5d + b.

. Vektori @ i b zadani su tako, da je ld| = 3, ]5\ = 4, a kut medu njima

je 120°. Kolika je duljina vektora &= 2a — 1.5b7
Rjesenge: |¢] = 10.4 jedini¢ne duljine.

Odredite volumen i oplosje trostrane piramide ¢iji su vrhovi tocke
A(0,0,1), B(2,3,5), C(6,2,3) 1 C(3,7,2).

Rjesenje: V = 20 kubiénih, a O = 56.2 kvadratne jedinice (Oplogje tijela je ukupna
povrsina ploha koje omeduju tijelo).

Tocke A(—3,—2,0), B(3,—3,1) 1 C(5,0,2) tri su uzastopna vrha par-
alelograma ABC'D. Odredite opseg i povrsinu tog paralelograma. Nadite
koordinate ¢etvrtog vrha D.

Rjesenje. O = 20 jedini¢nih duljina, P = 21 kvadratna jedinica, D = (—1,1,1).

Zadani su vrhovi trokuta A(2,1,1), B(3,1,4) i C(0,2,1). Izracunajte
povrsinu zadanog trokuta i duljinu visine spustene iz vrha C:
Rjesenje. P = 3.4 kvadratne jedinice, h = 2.1 jedini¢ne duzine.

Odredite parametar t tako da tocke A(t+2,7, —2), B(3,2,—1), C(9,4,4)
i D(1,5,0) leze u istoj ravnini. Odredite povrsinu ¢etverokuta ABCD.

Rjesenje: t = f%, P = 24.3 kvadratne jedinice.
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10.

11.

12.

13.

14.

Zadani su vektori @ = i — f+ 3E, b= —i+ 3] i 2k. Prikazite

ic=
vektor ¢ kao linearnu kombinaciju vektora a@, b i a@ X
25 121 )

Rjesenje: komponente vektora ¢ su redom (—42, & ,—94

5) —
b.

Na osi OZ nadite tocku A, tako da tocka A zajedno s tockama: B =
(2,3,5), C = (6,2,3) 1 D = (3,7,2) odreduje trostranu piramidu vol-
umena 20 kubi¢nih jedinica. Odredite duljinu visine zadane piramide
koja je spustena iz vrha A.

Rjesenja: z4 = 257/17, h = 5.3 jedini¢ne duljine.

Zadani su Vektorl a=1i +], b=1i— jic=—j+ 2k. Odrediti vektor d
iz uvjeta ¢ - d=1idxad= b a zatim naci skalarnu projekciju vektora

d na smjer vektora c.
Rjesenge: d = (—3,-3,-1), dz = (0,—1/5,2/5).

Koordinate tocke D tri su uzastopna prirodna broja. Nadite koordinate
tocke D tako da tocka D zajedno s tockama A = (1,-2,4), B =
(0,—-2,-3) 1 C = (4,5, —1) zatvara tetraedar volumena 35/3 kubi¢nih
jedinica.

Rjesenje provjerite sami.

—

Nadlte skalarnu i vektorsku pI“OJekCIJu vektora @ = b x ¢ na vektor

A_B>ak03eb —2z—j+3k c:2z+j+k A(2,-2,-1),
B(O, —1,-3).
Rjesenje: skalarna projekcija 12, vektorska: @y = —%(25— j+ 21_5)

Zadani su vektori @ = i+ j + 4k, b = i —2j i & = 37 +mj + 4k.
Odredite m tako da vektori @,b i ¢ budu komplanarni i izrazi ¢ kao
ib.

linearnu kombinaciju vektora a@
Rjesenje: m = =3, ¢ = a + 2b.

Zadane su tocke A(l 1,1), B(4,4,4), C(3,5,5) i D(2,2m,3m + 1), te
vektor @ = 3i — 55 + 2k. Odredite:

(a) m, tako da vektor AD bude okomit na @
(b) volumen tetraedra ABC'D
rjesenje: m =2,V = 3.

Izracunajte veli¢inu kuta Sto ga zatvaraju jedini¢ni vektori m i 7 ako
su vektori §=m + 217 i t = 5m — 41 medusobno okomiti.
Rjesengje: kut je 60.
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15. Odrediti m tako da vektor a = %Z%— mf+ %E zatvaraju jednake kutove

s vektorima b = —i + 3;1 ¢=b5i— j+ 8k.

Rjesenje: m = 1.

4.14 Zadaci isklju¢ivo za samostalno rjesavanje

Slijedeé¢i zadaci bili su ispitni na rokovima prijasnjih godina. RjeSenja su
dana u slijedec¢oj tocki. Ne gledajte prerano rjesenja. U sluc¢aju da neki od
zadataka ne znate rijesiti, pronadite slican zadatak rijesen uz stru¢nu pomoc,
naucite ga napamet i onda probajte rijesiti zadatak s kojim imate problema.

Zadaci:

1. Zadani su vektori: m = 2a + b—¢Cii = —3ad —l—qg— ¢, gdje su a,
bi Ejsdiniéni vektori koji zatvaraju kuteve: /(d,b) = %, /(d,C) =
21 /(b,¢) = §. Izracunajte duljine dijagonala paralelograma kojeg

razapinju vektori i 7.

Tri uzastopna vrha paralelograma su A(—1, -1, 2), B(0,1, —3), C(—4,0,
Nadite ¢etvrti vrh i odredite duljinu krace visine paralelograma.

Pokazite da tocke A(2,3,4), B(1,3,—-2), C(—1,0,2) i D(3,—3,4) ne
leze u jednoj ravnini. Koliko bi visok bio tetraedar odreden tim tockama,
kad bi ga postavili na plohu odredenu tockama ABC?

. Vektori a, bic razapinju paralelepiped volumena V' = 8 kubic¢nih je-

dinica. Koliki volumen ¢e imati paralelepiped koji ¢e razapinjati vektori
20 +b+c¢ d+2b+Ci3da—2b—c?

Neka su @ i b vektori za koje vrijedi: |@| = 4, [b] = 5, a kut izmedu
vektora @i biznosi 60°. Nadite veci kut u paralelogramu kojeg razapinju
vektori 3@ 4 2b i 2a — 3b.

. Pokazite da su vektori @ = —i + 3j + 2]2, b = 20 — 37 — 4k i ¢ =

—3i + 12]4— 6k komplanarni, po rastavite vektor ¢ na komponente u
smjerovima druga dva vektora.

Zadane su tocke: A = (2,-3,3), B=(0,2,1)iC = (—3,—2,t). Odred-
ite parametar ¢, pa da trokut AABC ima povrSinu 16 kvadratnih je-
dinica.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Zadane su tocke: A = (t,—2,1), B=(0,2,0)iC = (—1,2,—-3). Odred-
ite parametar t, pa da trokut AABC' ima povrsinu 18 kvadratnih je-
dinica.

Odredite volumen i oplo§je trostrane piramide (tetraetdra) ¢iji su vrhovi
A(0,0,1), B=1(2,3,5), C(6,2,3)1 D(3,7,2).

Odredite prvu koordinatu = =? tocke D, ako tocke A = (2,3,1), B =
(4,0,3), C = (5,5,—-2) i D = (x,1,2) odreduju tetraedar u kojem
visina spustena iz vrha D ima duljinu v = 18 jedini¢nih duljina.

Odredite drugu koordinatu y =7 tocke C, ako tocke A = (5,1,4),
B=(-1,-1,-1), C = (2,4,3) i D = (3,2,1) odreduju tetraedar u
kojem visina spustena iz vrha C' ima duljinu v = 15 jedini¢nih duljina.

Da li tocke A(—2,1,-3, B(1,1,0), C(3,6,9), i D(1,8,2) leze u istoj
ravnini. Ako leze, 1zraZ1te vektor AB kao linearnu kombinaciju vektora
AC i AD. Ako ne leze, izracunajte volumen tetraedra ¢iji su to vrhovi.

Izracunajte skalarnu projekciju vektora @ = (3, —12,4) na vektor b=
cqtimesd, ako je ¢ = (—1,0,2)1d = (1,3, —4).

Tetraedar ABC'D ima V = 12.5 kubic¢nih jedinica. Ako su poznata tri
vrha tetredra: A(2,0,—1), B(3,—1,5) i C(4,4,4), odredite koordinate
cetvrtog vrha D, ako je vektor AD u smjeru vektora 31 + 2;'—1— k.

Izracunajte duljine stranica i povrsinu paralelograma razapetog vek-
torima @ = 2m + i i b = m — 27, ako je M| = 2, |7| = 4, dok je kut
/(m, ) = w/3. Vektori m i 7 su takvi da je |m| = 2, |fi]| = 3, a kut
/(m, i) = 7/4. Kakav kut zatvaraju vektori = 37 — 27 i b = 417 4 5ii
koji predstavljaju linearne kombinacije vektora m i 77?7

Napisite komponente vektora 7 za koji je

4,7-b
ako su zadani vektori @ = 2i — 3], b= =i

er =214
—J - +J—k
Odredlte Vektor duljine 7, koji je okomit na vektore d = 21 + 3] — 4k i
b=3i— j + k.

Tocke A(1,0,2), B(—3,-2,1),C(2,1,1)i D(—1,—1, 1) vrhovi su tetrae-
dra. Odredite volumen tetraedra i duljinu visine spustene iz vrha D.
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19.

Tocke A(3,2,0), B(—3,3,—1) i D(1,—1,—1) vrhovi su paralelograma
ABCD. Odredite opseg, povrsinu i koordinate vrha C' u zadanom
poretku vrhova paralelograma.

Rjesenja zadataka iskljucivo za samostalno rjesavanje

1.

no

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.
18.

19.
20.

© o NS o e w

Kraca dijagonala ima 0.78 i dulja 5 jedini¢nih duljina.

Cetvrti vrth D = (=5,—2,—3), a kra¢a visina je ona na stranicu AB i iznosi 3.4
jedini¢ne duljine.

V =24 #0, a visina na ABC iznosi 5.9 jedini¢nih duljina.

V' = 16 kubi¢nih jedinica.

Vedi kut je 180° — 71° = 129°.

&= 9d + 3b.

Dva su rjeSenja: t; = 2.36, to = 1.78.

Analogno: t; = 11.57, to = —10.90

V = 20 kubiénih, a O = 11.292 + 12.247 + 13.693 + 18.974 = 56.2 kvadratnih
jedinica.

x1 = 63.99, o = 68.39.

y1 = —17.46, yo = 19.50.

Ne leze, V' = 19.5 kubi¢nih jedinica.

Skalarna projekcija: —6/7.

D = (11,6,2).

Duljine stranica: |@| = 4v/3 ~ 7, |b| = 2v/13 ~ 7.2 jedini¢nih duljina. P = 20v/3 ~
34.6 jedini¢nih duljina.
Tupi kut, jer je kosinus negativan.
Rjesenje: ¥ = (—1,—2,4).
Trazeni vektor je
L(?f— 14f — 11K).

V366

V = 7/6 kubiéne jedinice, a visina iznosi h = 722

~ 0.6 jedini¢ne duljine.

O = 2v/38 4 2v/14 = 19.8 jedini¢nih duljina, P = /432 = 20.8 kvadratnih jedinica,
C = (-5,0,-2).
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5 Funkcije jedne realne varijable

U ovom poglavlju zadaci su vezani uz proucavanje osobina funkcija jedne
realne varijable.

Realni brojevi su racionalni ili iracionalni. Svi realni brojevi mogu se
predociti kao polozaji tocaka na brojevnom pravcu.

Apsolutna vrijednost realnog broja x je nenegativni broj |a| definiran
formulama:

a za a>0
—a za a<0

Neka su X i1 Y neprazni skupovi. Ako postoji pravilo koje svakom
elementu skupa X pridruzuje jedan i samo jedan element skupa Y, govori
se o funkcijskom preslikavanju skupa X u skup Y ili funkciji:

f-X—=Y.
Uobicajen je zapis
y = [f(z)
gdje je
xr € R - varijabla

y € R - vrijednost funkcije

f(x) - pravilo koje svakom elementu x pridruzi element y € Y.

Zadatak 5.1 Izracunajte izraz

f(b) — f(a)
b—a
za funkciju f : R — R zadanu formulom f(x) = x*.

Rjesenje. Najprije se izracunaju vrijednosti funkcije za x = a iz = b:

Nakon toga slijedi:
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Zadatak 5.2 Neka je f : Z = R funkcija zadana formulom:
1 z
=(14+-) .
o= (1+3)

Popunite tablicu:

z | =10] =1000 | =100, 000 | —1.000,000 | —100.000, 000

f&1 | | |

Rjesenje: 2.86797, 2.71964, 2.71829, 2.71828, 2.71828

5.1 Ponavljanje elementarnih funkcija

Za studente koji su propustili nauciti u srednjoj skoli detalje vazne za nas-

tavak skolovanja na tehnickim fakultetima.

Elementarne funkcije su funkcije koje se ne mogu napisati kao kompozicije

jednostavnijih funkcija.

Polinomi su funkcije oblika

f(l’) = a,z" + CLn—lxn_l + ...+ a1x + ap.

Polinomi se dijele prema stupnju. Polinom je normiran, ako je a, = 1.
Polinomi su definirani na cijelom R. Grafovi polinoma nultog, prvog i
drugog stupnja trebali bi biti poznati iz dosadasnjeg skolovanja. Ostali

polinomi crtaju se prema orijentirima:

- nultockama, za ¢ije nalazenje nema algoritma u slucaju da stupanj

polinoma prelazi ¢etiri.

- vrijednostima za x = 0 koje predstavljaju ordinatu sjecista s osi

oY

Nacrtati grafove slijede¢ih funkcija:
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4. y=a2*—2+2

5. y=—a>+x—2

6. y=a%—2%—4x+4
7. f(z) =2 -3z +2

8. f(z) =a®+32% + 2z
9. f(z) = (2*+x)(xz —2)
10. f(z) =23 — 322

11. y = 2%(2* - 1)
12. y = 22* — 2% — 162 — 32 + 18

Uputa. Orijentiri za grafove polinoma su nultocke. Ako su racionalne, nultocke
su medusobni omjeri djelitelja koeficijenta uz ¢lan najveceg eksponenta i djelitelja
slobodnog ¢lana.

Racionalna funkcija omjer je dvaju polinoma. Funkcija nije definirana u
nultockama nazivnika.

Prikazite graficki slijedec¢e racionalne funkcije:
2. f(r) = 35

2248z+15
z2(z22-9)

3. y=

Linearna kombinacija Racionalnih funkcija f(x) i g(z) i realnih brojeva
A1 B je funkcija
h(z) = Af(x) + Bg(x).

Rastav na parcijalne razlomke je prikaz racionalne funkcije kao lin-

earne kombinacije racionalnih funkcija ¢iji je nazivnik najvise polinom
drugog stupnja.
Zadatak 5.3 Rastavite na parcijalne racionalne funkcije funkciju:

_ 242
a3+ 522 + 6z

()
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Resenje. Prvi korak je rastav nazivnika na proste faktore:

2 +2
f@) = z(x+2)(z+3)
Postupak je obratan svadanju na zajednicki nazivnik:
A B C 2% +2
) = " x+2 + r+3 w(z+2)(z+3)

Nepoznati brojevi A, B,C i D dobivaju se nakon mnozenja posljednje jednakosti
zajednickim nazivnikom, pozivajuéi se na teorem o jednakosti polinoma:

Az +2)(z +3) + Br(z + 3) + Ca(x + 2) = 2° + 2

iz ¢ega izlazi sistem od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

A+B+C = 1
6A+3B+20 =
6A 2,

Cije rjeSenje je:A = %, B =-3iC =1 Rastav je

1 11 1

z2 42
+ — .
r+2 3xr+3

1
3 +522+ 6z 3

Odredite slijedece rastave racionalnih funkcija na parcijalne razlomke:

2x+1
34

2
(z—1)(z—2)(z—3) "

2

(z—1)%(z+1)"
_4
LS
_1
zd—1"
s
(z2+z+1)2°
2441
z3(z2+1) "
_8
zi44

S B A T o e

Rastave provjerite algebarskim zbrajanjem racionalnih funkcija na desnim
stranama rastava.

Upute.
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1. Rastav ide sli¢no kao u zadatku:

2r+1 A  Bax+C
B4z =z x2+1°

a treba uociti da je stupanj brojnika za jedan manji od stupnja nazivnika.

2. Klasika:
2 A B C

(1’71)(1’72)(9373):1771 r—2 x-3

3. Zbog dvostrukog prostog faktora x — 1 u nazivniku:

x? A B C

C—1P@+D) @—12 e—1 g1

Brojnik prve racionalne funkcije polinom je za jedan manji od polinoma koji
se u nazivniku kvadrira.

4. Slucaj dva dvostruka prosta faktora:

4 A n B n C n C
(x2-1)2 (z—12 2—-1 (z+1)2 z+1

5. Sjetiti se algebarskih izraza:

1 _Aa?+B+ C L D
-1 2241 r—1 x+1

6. Rastav
2 +1 Ar+ B Cx+D

(24+2+1)2  (2242+1)2 22+z+1

7. Slucaj trostrukog prostog faktora x:
zt 41 A B C Dz+FE

B2 +1) 28 22z 2241
8. Konacno, vrlo slozen rastav koji moze malo tko pogoditi:

8  Arx+B Cx+D
+4 224204+2  22—2x+2

izlazi iz rjesavanja jednadzbe
t44=0
u polju kompleksnih brojeva.

Rjesenja: Rastavi zadanih racionalnih funkcija u zadacima 1-8:

1 2—x
L. T + 241
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2. xil o 132 + wi?)

3. st T Ay + 1D

4. (le)z o ﬁ + (ac+11)2 + %ﬂ
5. _2(x21+1) + 4(m171) - 4(r1+1)
6. m2+1x+1 - (m2+i+1)2

7. %3 _% ng-l

g _a+2 )

22422+2  12—2x+2

Funkcije opée potencije zadaju se formulom
flz) =a*,

gdje je a # 1 fiksan pozitivan realan broj. Definirane su za nenegativne
brojeve. Funkcije obuhvacaju razlicite korjene. Graf je dio parabole iz
ishodista.

Eksponencijalna funkcija je oblika
f(z) =a",

gdje je a > 0, a # 1. Domenu funkcije ¢ine svi realni brojevi, dok
slici funkcije pripadaju samo pozitivni brojevi

R(f) =< 0,400 > .
Istice se prirodna eksponencijalna funkcija
f(z) =€".
Primjer 5.1 Nacrtajte graf funkcije
y=2"
uzimajuci za istaknute vrijednosti argumenta {—2,—1,0,1,2}.

Logaritamska funkcija inverz je eksponencijalne funkcije. Zadana je for-
mulom

f(z) =log, x
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i rjeSava jednadzbu

po y:

y = log,y.
Efektivno racunanje dzepnom rac¢unaljkom izvodi se pomoc¢u (uglavnom)
zaboravljenog srednjoskolskog identiteta:

logz  Inz

! _ —
%8a® loga Ina’

gdje su

- logx = log;, x: Briggsov logaritam po bazi 10, poznat iz logarita-
mskih tablica i

- Inx = log, x: prirodni logaritam koji za bazu ima e

logaritmi koji imaju u racunaljkama programe po kojima se rac¢unaju.
Primjer 5.2 Nacrtajte graf funkcije

y = log,
uzimajuci istaknute vrijednosti iz domene: {1,2,4,8,16,1/2,1/4,1/8,1/16}
Trigonometrijske funkcije primjenjuju se u opisu periodickih pojava. Tri

su osnovne trigonometrijske funkcije ¢iji se programi nalaze u dzepnim
racunalima.

Domene funkcija y = sinz i y = cos x su cjeli skupovi realnih brojeva,
dok funkcija y = tgx ima prekide:

D(tg) =R\ {g +km, k€ Z},
kao i funkcija y = ctgx:
D(ctg) = R\ {km,k € Z},

koja nema program racunanja u racunaljkama radi jednostavne kom-
pozicije:
1
ctgr = —.
tgx
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Ciklometrijske funkcije inverzi su posebno definiranih glavnih vrijednosti
trigonometrijskih funkcija.

Arkus-sinus inverz je bijektivne funkcije

T T
S |——=, = —-1,1
m [ 27 2] - [ ? ]
i predstavlja preslikavanje:
. T
arcsin : [—1,1] — [—=, =]
2°2

definirano opisno:
Yy = arcsinx < r = siny.

Graf funkcije konstruirajte na milimetarskom papiru uzimajudéi
istaknute vrijednosti za argumente:

(L VB VR 11V B

Y 2 ) 2 Y 2 Y 7 2 ) 2 Y 2 )
Posljedica definicije je raspon kutova koji se na dzepnoj racunaljci
mogu dobiti programom sin™*: od —90° do 90°. Vrijednosti kutova

racunajte u radijanimal!!

0

Arkus-kosinus inverz je bijektivne funkcije
Cos : [0,7] — [—1,1]
i predstavlja preslikavanje
arccos : [—1,1] — [0, 7]
definirano opisno
Y = arccosx < T = Cos Y.

Graf funkcije konstruirajte na milimetarskom papiru uzimajudi
istaknute vrijednosti za argumente:
V3 V2 1 1 V23
{_17 T T 0T T 0 o 07 a9’ o ) o 1}
2 2 277227 2
i racunajuci vrijednosti funkcije u radijanima! Posljedica definicije
je i raspon kutova od 0 do 180° koji se moze dobiti na dzepnoj

racunaljci pritiskom na Shift cos™!.
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Arkus-tangens definiran je na cijelom R, no ogranicen je vrijednos-
tima —7 i § koje su mu nedostizne. Inverz je bijektivne funkcije

Tg:(—

koja pokazuje da polukruznica ima dvije tocke vise od cijelog
pravca. Na milimetarskom papiru nacrtajte graf funkcije

Yy = arctgx

uzimajuéi za argumente:

V3 V3

{—100, —10, —V/3, —1, 3,0,?,1,&,10,100}.

Dzepnu rac¢unaljku prebacite obavezno na radijane.

Arkus-kotangens nema programa na racunalu, jer je

arctg%, x>0
oL z=0
T+ arctgi, <0

arcctgr =

5.2 Domena, slika, parnost funkcije

Domena funkcije je skup X iz definicije pojma funkcije. Ogranicavanje

proucavanja funkcija na funkcije realne varijable, znaci

X CR.

Zadatak 5.4 Odredite domenu funkcije

fla) = o2

Rjesenje. Dijeljenje nulom nije definirano, pa iz uvjeta

20 —1#0

1

slijedi da je se u formulu mogu uvrstavati svi realni brojevi osim 5. Domena funkcije
zapisuje se skupovno:

D(f):R\{%}:< C00,1/2> U< 1/2,400 > .
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Zadatak 5.5 Odredite domenu definicije funkcije zadane formulom

~In(1+2)
=1

f()

Rjesenje. Funkcija je definirana za x — 1 # 0 i za 1 + = > 0 Domena je unija intervala:

D=<-1,1>U<1,00>

Zadatak 5.6 Nadite domenu funkcije

3r—1

f(z) = V1 —2x + 3arcsin

Rjesenje. Prvi pribrojnik definiran je u slucaju 1 — 2z > 0, $to povlaci 1 > 2z i x < %
Drugi pribrojnik definiran je za

Ssoma o<y
2< 3z-1 <2[+1
-1< 3z <3:3
1

3

IN

€T <1.

Domena funkcije je skup realnih brojeva koji su veéi od f% i manji od 11iod % Slijedi da
je domena interval

Zadatak 5.7 Odredite podrucje definicije funkcije

Viz —5x+6

y= rz—1

Rjesenje. Nazivnik ne smije biti jednak nuli, pa je o¢ito da mora biti x # 0.
Drugi korjeni mogu se vaditi samo iz nenegativnih brojeva:
2? =52 +6>0.

. Izraz pod korjenom moze biti pozitivan, negativan ili nula. Prvo se izracunaju vrijednosti
x za koje je

22 —524+6=0
5++25—-24
mas T
2131:3, 1’2:2.
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Predznak trinoma 22 — 5z + 6 analizira se pomoéu nulto¢aka na brojevnom pravcu:

T —0 < —-00,2> 2 <2,3> 3 <3,+o0> +4o0
2 —5r+6 + 0 - 0 +

Ako se na brojevni pravac nanesu nultocke 2 i 3, tada je skup realnih brojeva, koji je
pravcem predocen, podijeljen na tri intervala:

(—00,2) U (2,3) U (3, +00).

Neki od intervala sadrze rjeSenja nejednadzbe, a neki ne.
Testiranje intervala (—oo, 2) sastoji se u tome, da se jedna vrijednost unutar intervala,
primjerice x = —10 uvrsti u nejednadzbu

22 =52 +6>0.

Iz ¢injenice da tvrdnja
100+ 50+6 > 0.

vrijedi, zakljuc¢uje se da je nejednadzba
2> =52 +6>0

zadovoljena za svaki broj iz (—o0, 2).
Analogno, iz intervala (2,3) nasumice odabran broj 2.5 daje

6.25—-1254+6 >0

kao neistinitu tvrdnju i zakljuéak da (2, 3) nije dio domene.
Posljednji interval provjerava se testiranjem

2> =52 +6>0
za x = 10 koji se nalazi unutar intervala (3, +00). Test

100 -50+6 >0
daje istinitu tvrdnju i rjeSenje nejednadzbe

> —bz+6>0

u zapisu
(_007 2) U (37 +OO)

Ako se uvazi zahtjev x # 1, dobiva se domena
D = (—00,1)U(1,2] U [3,400),

gdje obi¢na zagrada uz granicu intervala zna¢i da domena ne sadrzi rubnu tocku, dok
uglata zagrada potvrduje da rubna tocka smije biti uvrstena u formulu funkcije.
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Zadatak 5.8 Nadite domenu funkcije
y=In(1+e".
Rjesenje. Prirodni logaritam rac¢una se samo za pozitivne brojeve:
1+e*>0

$to je ispunjeno za svaki realan broj z, pa je

D="R.
Zadatak 5.9 Napisite domenu funkcije zadane formulom
y = arcsin(In z)

Rjesenje. Prvi je uvjet x > 0 radi racunanja logaritma.
Drugi je uvjet
—1<lhz<l1

zbog domene arkus sinusa. Buduéi je eksponencijalna funkcija f(z) = e* monotono
rastuca, vrijedi
e—l < elnx < e,

odakle slijedi

1
-<z<e
e
Domena funkcije tako je
1
D(f) =

bududi su svi brojevi iz intervala pozitivni.
Zadatak 5.10 Nadite podrucje definicije funkcije
y = log[1 — log(2* — 52 + 16)]
Rjesenje. Prvi je uvjet:

22— 5z +16 > 0.

Realnih nultocaka
5++5—064
2
nema, pa ili svi brojevi zadovoljavaju nejednadzbu ili niti jedan. Provjera za x = 0 daje

T12 =

02—5-04+16>0

stoga nejednadzbu zadovoljava svaki realan broj.
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Drugi uvjet je
1 —log(z? — 5z +16) > 0
radi racunanja logaritma. RjeSavanje nejednadzbe
1 —log(x* — 5z +16) > 0
log(z? — 5z +16) < 1
log(z? — 5z +16) < log10
uz uvazavanje logaritma kao rastuée funkcije,
2® — 5z 416 < 10
2> —5x4+6<0
svodi se na nalazenje nultocaka
22 —5x4+6=0
T = 2, To = 3

i testiranje intervala
(—00,2),(2,3),(3,00)

od kojih jedino tocke
x € (2,3)

zadovoljavaju nejednadzbu i to ujedno domena.

Zadatak 5.11 Odrediti podrucje definicije funkcije

+1In(2® — ).

y:_4—x2

Rjesenje. Prvi pribrojnik definiran je za
T # 2.
drugi pribrojnik je definiran na rjeSenju nejednadzbe
22—z >0.

Rjesavanje nejednadzbe svodi se na rjeSavanje jednadzbe
3

0 —x =0

z(2® —1)=0
z(x—1)(x+1)=0

1 =01 =120 = —1

i ispitivanje podobnosti intervala:
(—OO,—l) (—1,0) (071) (17—|—OO)
Konaécno, uz uvazavanje uvjeta prvog pribrojnika, domena je

D = (—1,0)U(1,2) U(2,+00)
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Zadatak 5.12 Ispitajte domenu definiranosti funkcije
y = Insin(z — 3) + V16 — a2
Rjesenje. Drugi pribrojnik moze se ra¢unati za
x € [—4,4].

Prvi pribrojnik definiran je za rjeSenja nejednadzbe
sin(z —3) >0
0+ 2kr <x—3 <7+ 2km|+ 3, ke Z
34 2kn <x <3+ 7+ 2km, ke Z.

Beskonacno mnogo intervala realnih brojeva zadovoljava nejednadzbu, no samo za k = 0
interval
(3,3+7)
iza k= —1 interval
(3-2m,3—m)
imaju zajednickih elemenata sa segmentom
[_47 4]

iz prvog zadatka.
Konaéno rjesenje je unija intervala:

x € (3—=2m3—m)U(3,4].
Zadatak 5.13 Treba istraZiti podrucje u kojem je definirana funkcija
Y= \/3 —logy(z — 1).

Rjesenje. Logaritam je definiran samo za pozitivne brojeve pa

r—1>0
povlaci prvi uvjet na varijablu x:
x € (1,400).
Drugi je zahtjev na racunanje parnih korjena:
3—logy(x—1)>0
logy(z —1) <3
logy(z — 1) < log, 8
r—1<8
r<9.
Oba uvjeta zadovoljavaju tocke poluotvorenog intervala
(1,9]

i to je podrucje na kojem je funkcija definirana.
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Zadatak 5.14 Istrazite domenu
1
y = x* + arctgln(z? + 1).
Rjesenje. Prvi pribrojnik je moguée racunati kao
Ling

ezx

i stoga je potrebno da x bude pozitivan broj.
Logaritam u drugom pribrojniku moguce je racunati za svaki realan broj bududi je

z24+1>0, Vo € R.

Arkus-tangens moguce je definirati na cijelom R
Konacno
D(y) = (0,00).

Zadatak 5.15 Odredite domenu funkcije

) \/(x—l)Q(:U—i—l).

2 —4x+3

Rjesenje. Domena se, radi drugog korjena, podudara s rjeSenjem nejednadzbe:

(z =12 +1)

> 0.
x?2—4x+3 =
Rjesavanje se svodi na nalazenje nultocaka brojnika: x1 = 1129 = —1, a zatim i nazivnika:
4+ V16 -12

T1.2 l‘3:1,l‘4:3.

’ 2 )

Ispitivanjem intervala

(=o0,-1) (-1,1) (1,3) (3,4)

dolazi se do domene:

-zax =—2 (& - 12 + 1)
P-4+ U
pa interval (—oo, —1) nije u domeni
-zaxz=0 (- 1)z + 1)
—F=>0

2 —4x +3

i interval [—1,1) dio je domene, a vrijednost = 1 iskljucena je radi nazivnika,
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-zax =2
(z —1)%*(@@ +1)

0
2 —4x +3 <

i interval otpada kao dio domene
Konaéno
D=1[-1,1).

Slika funkcije je skup vrijednosti koje funkcija moze posti¢i. Oznaka za
kodomenu:

R(f) = {f(x) :x € D(f)}

Zadatak 5.16 Nadite sliku funkcija
1. f(xr) =2 —6x+5
2. f(x) =24 3sinz
Rjesenge.
1. Tzluéivanjem potpunog kvadrata iz formule
flx)=2>-62+5=(x—-3)*-9+5=(r—3)*—4

dobiva se izraz u kojem se od uvijek pozitivne vrijednosti (z — 3)? oduzima 4.
Najmanja vrijednost funkcije moze biti —4, dok najveca nije ogranicena:

R(f) =[—4,4+00 >.
2. Bududi je
—1<sinzx <1,
mnozenjem s tri i dodavanjem 2 svakoj strani slozene nejednakosti dobiva se :
—1<2+3sinx <5
i konacno
R(f) = [-1,5].
Periodicka funkcija.

Funkcija f(z) naziva se periodickom , ako postoji pozitivni realni
broj T' zvani pertod funkcije, koji ima svojstvo da za svaki broj z iz
domene vrijedi

fle+T) = f(x).
Najmanji pozitivni realni broj 7 s navedenim svojstvom naziva se temeljni
period funkcije.
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Trigonometrijske funkcije primjeri su periodickih funkcija. Funkcije sin i
cos imaju period 2km, k € Z, a tg i ctg imaju period km, k € Z.

Zadatak 5.17 Odredite osnovni period funkcija
1. f(z) = cos8x
2. f(z) =sinx + tgdx

Rjesenje
1. Period T nalazi se po definiciji:
cos8(x + T') = cos 8z

8(x+T)=8x+2m
8r + 8T = 8x + 2w

2
r=""
8
2. Temeljni period prvog pribrojnika je %’“ = % a drugog 7, pa je temeljni period
funkcije najmanji zajednicki visekratnik % i 7, $to ispada 7.

Parnost funkcije.
Funkcija f(x) je parna ako ne mijenja vrijednost uvrstavanjem suprot-
nih brojeva:
f(=z) = f(z),
neparna je ako pri uvrstavanju suprotnih varijabli vrijednost funkcije

mijenja predznak:

fl=z) = =f(z).

Veéina funkcija nije niti parna, niti neparna, no svaku je funkciju
moguce napisati kao zbroj parne i neparne funkcije:

() = f(z) +2f(—x) L f@) —2f(—l’).

Zadatak 5.18 Ispitajte parnost © neparnost slijedecih funkcija:
1. f(z) =2*Yx + 2sinz

2. flz)=2% 427"
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3. f(z) = |z| — 5e*”
4. f(z) =22+ 5z
_ z+3
5. f(z) = log o
Rjesenge.
1. Uvrstiti —x na mjesto x i koristiti se srednjoskolskim znanjem:
f(=x) = (—2)*¢—x + 2sin(—x)
= 2. (—¥x) —2sinzx
= —2?¥r—2sinz
= —(2*¥x +2sinx)
_f(x)a
pa je funkcija neparna.

2. Ponovo se ra¢una

flea) =27 427 =07 o ()
i funkcija je parna po definiciji.

3. Racun , .
fl=a) = | — x| =57 = [a| — 5" = f(x)

dokazuje da je funkcija parna.

4. U ovom slucaju
J(=2) = (~2)? +5(~2) = ® — 5z,

pa funkcija nije niti parna, jer je f(z) # f(—z), a niti neparna: f(z—) # f(x).

5. Koristeci srednjoskolsku matematiku:

—x+3 —(z—3)
J(=) ® 3 ®T(z+r3)
z—3 T+3,_4
0gz—|—3 Og(a:—?))
— o z+3
N gm—3
= _f(m)u

pokazuje se neparnost funkcije.
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5.3 Uvodni zadaci o funkcijama

Zadaci su vezani uz osnovne pojmove o funkcijama i korisni su za prijelaz
iz srednjoskolske elementarne matematike prema ciljevima vise matematike.
Ako naucite rjesavati slijedec¢e zadatke, savladat ¢ete osnove algebre elemen-
tarnih funkcija.

1. Odredite domene slijede¢im funkcijama:

8

) f(x) z
(b) f(x) = arccos(j — 1)
(c) fz) =
(d) fo) = 55
(¢) flz) = 2
(f) f(z) =log(3z — 1)+ 2log(x + 1)
(&) f(x)= /3% — Vsinz
(h) y=ctglnz
)y

w/lni—:zl—i-\/él—?)x—a:?

2. Odredite slike slijedec¢ih funkcijskih preslikavanja:
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(e) f(x) = |z +2|
(f) f(z) =logcosz
(8) fla) =&

4. Odredite temeljne perione funkcija zadanih formulama:

2 1 iz cega slijedi < ; —1 >0, a svodenjem

na zajednicki nazwmk w+6 > O =x+2<0, a ZaJedno s uvjetom drugog

(a) f(x)=sinbz

(b) f(x) = —2cos(z/3)+1

(¢) f(z) =logcos2x

(d) f(z) =tg3x + cosdx
Rjesenja uvodnih zadataka
1. Domene:

(a) [-2,0)U(0,2]

(b) [0,4]

(c) (~50,0) U (0,50)

(d) x;é%“ﬂ keZ

(&) (—o0,—2] U[2, +o0)

(f) (1/3,00)

(g) [0,2]

(h) z#ef™, keZ

(i) [-4,-2), jer 111—4 > 0= =

pribrojnika slijedi predlozeno rjesenje.

2. Slike

(a) [1,400)

(b) (=00,0) U (0,00)

(c) [-4,4]

(d) (=00,3)

(e) [=2,4]

(f) (0,1]
3. Parnost

(a) neparna
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5.4 Grafovi elementarnih funkcija
Graf funkcije y = f(x) je skup uredenih parova
I'={(z,y):y=f(x)}.

Ako su uredeni parovi interpretirani kao koordinate tocaka, dobiva se krivulja
u koordinatnoj ravnini iz koje se zorno mogu uociti osobine funkcije.

Parna funkcija ima graf simetrican u odnosu na os 0Y. Primjeri su: y = 22,
y = |z|, y = cosx.

Neparnoj funkciji graf je centralno simetrican preko ishodista. Primjeri:
y=a3 y=a3+a,y=a°—x,y=-sinz, y = tgx.

Rastuéa je ona funkcija za koju vrijedi:
x1 <o = f(x1) < f(x2)

Iz grafa se vidi da je y = €* primjer rastuce funkcije. Rastuée su jos
y=lnz,y=32r+1iy=x

Padajuca je funkcija za koju vrijedi suprotna tvrdnja:

11 < x9 = f(21) > f(702).

Primjer padajuce funkcije je y = ctgx, ali i y = —%m + 2,y =e "

_ 12
y="7-
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Ogranic¢ena je ona funkcija kojoj je slika

{f(z),z € D}

ogranicen skup:
dm,M € R, VxeD(f)m< f(z) <M.

Primjer ogranicene funkcije je y = arcsinz. Ogranicene funkcije su i
Yy = arccosz, y = arctgxr i y = arcctgze.

Injekcija je epitet funkcije za koju vrijedi:

Ty # 19 = f(11) # f(712).

Primjer injektivne funkcije je funkcija zadana formulom y = 2x 4+ 1 +
cos z. Graf injektivne funkcije ima osobinu da ga pravac paralelan s osi
Oz sijece u najvise jednoj tocki.

Surjekcija je ona funkcija kod koje se podudaraju slika i kodomena. Za

takve funkcije
f: X—=Y

uobicajeno je govoriti da predstavljaju preslikavanja skupa X na skup
Y. Primjer surjektivne funkcije je y = log x. Funkcija y = tgx takoder
je surjektivna. Graf surjektivne funkcije uvijek ima presjek s pravcima
paralelnima osi apscisa.

Bijekcija je funkcija koja ima svojstvo injektivnosti i surjektivnost. Bijek-
cija je funkcija
ta : (_E E
7179779
Bijekcije su moguce samo u slucaju da domena i kodomena imaju jed-
nak broj elemenata.

) — R.

5.5 Zadaci konstrukcije grafova

Konstrukcija grafova na pocetnoj razini oslanja se na predznanje iz srednje
skole. Grafovi linearnih funkcija su pravci i njihovo crtanje spada u opéu kul-
turu. Grafovi polinoma su parabole. Grafovi racionalnih funkcija su hiper-
bole. Crtaju se nalazenjem karakteristicnih tocaka: sjecista s koordinatnim
tockama, rubova domene...
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Zadatak 5.19 Konstruirajte graf funkcije

) 2—2, <3
Y71 0122, 2>3

Rjesenje. Lijevo od x = 3 graf funkcije je pravac i tocka (3, —1) pripada pravcu. Desni
dio grafa je dio parabole. Ova funkcija ima prekid prve vrste.

Sinusoida je krivulja koja opisuje pojave koje se periodicki mijenjaju, a
karakteristicnog je valnog izgleda. Karakterizira je pocetak periode,
zavrSetak periode i sredina periode u kojima je vrijednost funkcije nula.
Prva cetvrtina periode poprima prvu vrijednost amplitude, a posljed-
nja cetvrtina drugu, suprotnu vrijednost periode. Uvrijezeno je jednu
vrijednost amplitude zvati brijegom, a drugu dolom vala. Jedan period
obi¢ni ljudi nazivaju jednim valom.

Zadatak 5.20 Konstruirajte graf funkcije
y = 3sin(2x — g)

Rjesenje. Sinusoida ima amplitudu A = 3. Period sinusoide je

_27r
T2

Pocetak jedne od perioda sinusoide je rjesenje jednadzbe

T

= T.

™
2$0—§:O

E

ZavrSetak periode tada je

Sredina periode je

Prva amplituda dostize se u tocki

i iznosi 3. Druga amplituda je u




iiznosi —3. Ostaje nacrtati pravokutni koordinatni sustav u ravnini i istaknuti na ordinati
tocke 0,1,2,3,—1,—2, -3, a na apscisi 0,7, 27, —m, vodedi ra¢una da je m ~ 3. Zatim

ucrtati tocke
™ 2 s 5m 117

(E’O); (?,0); (F,O); (573% (37—3)
i provuéi jednu periodu. Zatim nastaviti po potrebi na jednu, odnosno drugu stranu.
Crtanje grafova pretpostavlja i umjetnicku crtu. Obzirom na toc¢nost i
pouzdanost, crtezi se u matematici smatraju netocnim i nepouzdanim i sluze
samo kao izvor kvalitativnih informacija.
Svejedno, okusajte se u crtanju grafova u slijede¢im zadacima. Danas
grafove crtaju i bolje dzepne racunaljke. Doduse, tocku po tocku.

1. U istom koordinatnom sustavu nacrtajte redom grafove: y = 22, y =
(x—1)% y=2%—4.

2. Nacrtajte u istom koordinatnom sustavu grafove funkcija: y = a2,
y=(r—13 y=a2%+2, y=|23

3. Odredite domenu i nacrtajte graf funkcije

_2-z

1+

Y

4. Kostruirajte grafove slijedec¢ih funkcija:

z3—x
3

—
&

na zatvorenom intervalu [—4, 4].

=

= 2%(2 — x)? na zatvorenom intervalu [—3, 3].
= /& + v/4 — x na podrucju definicije funkcije.

= 0.5z + 27% na zatvorenom intervalu [0, 5].

1
244

)y
)y
)y
)y
)y
) y =2t
)y
)y
)y
)y
)y

=sin(3r — 3) +1

= —2cos(2z + 1)

= arcsin(z — 2)

=z +1+sin(z —1)

=sinx + cosx
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—2%, <0
(Dy—{ 3r x>0

4 —z, r<—1
(m) y = 5 —-1<z<0

x> +5 x>0

5. Nacrtajte graf funkcije y = sinz, graf funkcije y = sin2x i graf y =

N |
S1n 2ZL‘.

6. Koriste¢i se identitetom cosa = sin(a 4 7), nacrtajte graf funkcije

y = cos(z — %)

Slike rjesenja bit ¢e u slijede¢em izdanju vjezbi. Provjeru korektnosti grafa
trazite na konzultacijama ili na vjezbama.

5.6 Operacije s funkcijama. Kompozicija funkcija.

Funkcije jedne realne varijable zadane formulama f(z) i g(z) mogu se zbra-
jati:
(f +9)(z) = f(z) + 9(2),

oduzimati:
(f —9)(@) = f(z) — g(x),
mnoziti
(f-g)(x) = f(z) g(z)
i dijeliti ; fa)
((;)( ) 7(2) g(z) #0

Kompozicija funkcija f(x) i g(z) u oznaci

(g o f)(x) = g(f(x))

moguca je samo u slucaju da je slika funkcije f(x) sadrzana u domeni
funkcije g(z).

Identiteta je funkcija zadana formulom
i(r)=x
i ima svojstvo da je

iof=foi=f.

113



Inverzna funkcija funkcije f(x) je funkcija u oznaci f~!(z) sa svojstvom
foft=fTof=4
gdje je ¢ identiteta. Samo bijekcije imaju inverzne funkcije. I inverzne
funkcije su bijekcije.

Funkcije y = Inz, (n:(0,400) - Riy =¢* eV :R — (0,400)
primjeri su inverznih funkcija.

Definiciji funkcije arcsinz prethodi definicija funkcije glavnih vrijed-
nosti sinusa:

Si S !
m [ 272} —)[ ’ ]
Sin(x) = sinz,
pa je
T m
in:[—1,1] — [—=, =]
arcsin : [—1,1] — | 2,2]

Analogno se definiraju funkcije arccos, arctg ¢ije programe koristimo u
racunalima.

Zadatak 5.21 Ako je f(z) = cos 5, g(x) = —mx, koliko je fog)(x)(—113)7?

Rjesenje. Uvrstavanjem u formulu za ra¢unanje

1137

(fog)x) = flg(x)) = f(=m - (=113) = f(1137) = cos =0.

Zadatak 5.22 Odredite kompozicije fogqg, go f, fo f i gog za funkcije
1. f(x)=22-3, glx)=x+3
2. flx)=—-tz+1, g(z)=32z-2
3. flx)y=2z+1, glx)=2*>-1

Rjesenge.

)=flx+3)=2(zx+3)—-3=22x+3
2)=g2x—-3)=2r—-3+4+3=2x

)= f(22—3)=2(22—3)-3=22-9
= g(g(z))=g9(x+3)=2+3+3=2+6

114



)

D=

2. analogno: (£ 0 g)(@) = —}a+ 4, (90 N@) = ~do — 1, (fo N@) = ko +
9

(gog)(z) =
3. (fog)(x) =227 —1, (go f)(z) = 4a® +4a, (fo f)(x) = 4z +3, (gog)(z) = z* — 227,

Zadatak 5.23 Za realne funkcije f(x) = |x| i g(x) = logy x odredite kom-
pozicije fogqg i go f. Nacrtajte grafove funkcija.

Rjesenje. Kompozicija (f o g)(x) = |log, x| ima graf funkcije y = |log, 2| smjesten u
prvom kvadrantu. Nultocka je (1,0). Izmedu y-osi i nultocke, funkcija pada po krivulji
slicnoj grafu kvadratne funkcije, dok od nultocke raste po krivulji slicnoj grafu drugog
korjena. U tocki (1,0) ima ”siljak”.

5.7 Dekompozicija funkcije. Inverz funkcije

Nakon ponavljanja osnovnih elementarnih funkcija, ¢italac kroz niz zadataka
stice vrlo vaznu vjestinu razlucivanja formula slozenih funkcija bitnih za
savladavanje tehnike deriviranja slozenih funkcija.

Zadatak 5.24 Slijedece funkcije napisite u obliku kompozicije niza elemen-
tarnih funkcija:

1. y=log’z
2.y = Vsin? z
3y = 5(3x+1)2
4. y=In(22% - 3)
5.y=Inv2zx -1
6. f(x) = sinlnarccos(z? + 2)
Rjesengje.
1. o g)(x), gdje sw: f(x) = 22, g(z) = log .

y=(f

. y=(fogoh)(x), gdje su: f(x) = ¥z, g(xr) = 2?1 h(z) = sinx.
y=(fogoh)(x), gdje su: f(z) =57, g(x)=221ih(x)=3x+1
y=(f

2

3

4. o g)(z), gdje je g(x) = 22% — 3 polinom, a f(x) =Inx

5.y = (fogoh)(z), gdje je h(x) = 22 — 1 linearna funkcija, g(z) = /z = z7 opla
potencija i f(z) =Inx
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6. f(z) = (f10 f20 f30 fa)(@), gdje su fi(x) = sinz, f2(z) =Inw, fs(x) = arccosz i
f4($) :$2+2

trazene elementarne funkcije koje se ne mogu vise rastaviti na kompoziciju funkcija.
Zadatak 5.25 Odredite formulu funkcije inverzne funkciji

x—2
v r+1

Rjesenje. Algebarskim metodama transformira se jednakost tako da na jednoj strani
ostane sam z. Mnozenjem jednakost nazivnikom z + 1 dobiva se:

ylx+1)=y—2.

Mnozenje zagrade i prebacivanje pribrojnika koji sadrze x na desnu stranu daju novu
jednakost:
Ty —T=—-2—y.
Izlucivanje x:
zy—1)=-y—2
i dijeljenje s y — 1:
—y—2 —-(y+2

Tr =

y-1  —(1-y)
daju formulu inverzne funkcije koja se obi¢no zapisuje kao:
1 T+2
C1—2

radi isticanja da se radi o inverznoj funkciji.

Zadatak 5.26 Napisite formulu inverzne funkcije i odredite domenu inverzne
funkcije za funkciju zadanu formulom:

e’ —2e™"
Y= —T - T2
Rjesenje. Algebarskim metodama doci do eksplicitne formule za x:
e’ —2e7 "
— 2 . xT —x
yo= S e e
(e"+e™™) = €e"—2e 7+ 2"+ 277
ey = e"B-y)
(e y) = (e (3-y)
—z+Ilny = z+1In3—y)
Iny—In(3—-y) = 2z
1 y
r = —In—
2 33—y
1 T
-1
=-1
O R g
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Domena inverzne funkcije podudara se s rjeSenjem nejednadzbe

X

>0
33—z

i zapisuje se kao
D =(0,3).

Zadatak 5.27 Odredite inverz funkcije
y = 2sin(3z — g) + 1.

Rjesenje. Analogno prethodnom:

y—1 = %m@x—gﬂﬂ
-1
y? = sin(3z — g)\ arcsin
Cy—1 3 0
arcsin = 3z— -
2 3
arcsin 2~ + g 3x|:3
_1—1arcsinx_1 T
Y73 2 9

Zadatak 5.28 Napisite formulu inverzne funkcije za

ecosT _ |

y= 2+ ecoszx

Rjesenje. Mnozenje formule nazivnikom daje

(2 + ecosx)y e —1
yeCOS(l}'_eCOSI — _1_2y
ey —-1) = —1-2y:(1-y)
cos ™ 1 + 2y
e = lin
L—y
1+ 2y
cosz = In | arccos
1+ 2y
x = arccosln
)
1 142y
Yy~ ~ = arccosIn
)
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Implicitno zadana funkcija y = y(z) je formula u dvije varijable
F(z,y) =0.

Uz odredenje uvjete nedegeneracije moguce je iz formule implicitno
zadane funkcije izraziti eksplicitno funkciju

y = f(x).
Zadatak 5.29 Funkciju
2sin(y — 1) +2x—1=0, y=y(x)
napisite u eksplicitnom obliku i odredite joj podrucje definicije.
Rjesenge.

2sin(y—1)=1—2z|:2

1-2
sin(y — 1) = * | arcsin
. 1—2x
y — 1 = arcsin
. 1 -2z
y = arcsin +1

Podrucje definicije rjesenje je sistema nejednadzbi

1-—2x
<

-1< <1-2
2
—2<1-2zx<2|-1
—3< =22 <1]:(-2)

3> S 1
S>>
2= T 2
koji daje
13
D=|—--, =]
[ 72]

Zadatak 5.30 Napisite inverznu funkciju y=' za funkciju implicitno zadanu
formulom:
y* —2+logs(z —1) =0
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Rjesenje. Algebarski se nastoji eksplicitno izraziti x. Koristi se inverzibilnost = =
310g31:

logg(z —1) = 2—y°30
-1 = 327
= 143>

y =143

Zadatak 5.31 Napisite eksplicitni oblik inverzne funkcije y=' funkcije y =
y(z) zadane implicitno:

y* +sin®x — 2y +5=0.
Odredite domenu inverzne funkcije.

Rjesenje. Eksplicitni izraz za x dobiva se algebarskim zahvatima:

sin® z = —y? 4+ 2y — 5|V
T = arcsin W
Domena se dobiva rjesavanjem sistema nejednadzbi
1< —y?4+2y—-5<1.
Desna nejednadzba daje

0<—y*+2y—4
—24/4-16

Y1,2 = 5

nepostojanje realnih nultocaka, sto znaci da je izraz
2
-y +2y—4

negativan za svaki y € R. Domena je prazan skup i funkcija, iako ima algebarski zapis,
nije definirana.
Uostalom, jednadzba
Y +sin*z—2y+5=0

2+ /4 —4(5 4 sin® )

Yi1,2 = B

nije rjesiva po y:

nema realne korjene ni za jedan x € R.
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6 Limesi

Poglavlje uvodi prvi pojam matematicke analize. Nizovi sluze za ispitivanje
ponasanja formula u nedefiniranim situacijama.

Primjer 6.1 Ispitati dijeljenje nulom.
Konstruira se niz varijabli

1,0.1,0.01,...107"...
koje uvrstavanjem u formulu f(z) = % generiraju niz

1,10,100,...10". ..

Prirodno je re¢i da niz varijabli tezi k nuli, dok niz vrijednost funkcija tezi
beskonacnost. Zapis rezultata analize:

Pedantnosti radi, ispravno bi analizu trebalo napisati kao

. 1
lim — = 400,
z—0t I

radi razlike u odnosu na niz varijabli
—1,—0.1...

koji takoder tezi k nuli, no niz vrijednost funkcija

—1,—-10,-100...
tezi u minus beskonacnost:
o1
lim — = —o0.
x—0— I
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6.1 Limes niza

Niz realnih brojeva je takvo nabrajanje brojeva kod kojeg postoji algori-
tam za dobivanje ¢lana u nizu ovisno o rednom broju na kojem se taj
¢lan nalazi. Postoji funkcija

a:N—R

u oznaci
a(n) = ay,.

Limes niza , ako postoji, je broj a koji ima svojstvo
Ve > 0dng € N, n>ng=la, —al <e.

Oznaka:

lim a, = a.

n—oo

Niz koji ima limes naziva se konvergentnim. Limes nazivamo grani¢cnom
vrijednosti niza.

Divergentni nizovi imaju beskonacan limes, Sto obiljezavamo

lim a(n) = oo,

n—~oo

ili se limes ne moze odrediti, kao primjerice

lim sinn.

n—oo

Svojstva limesa vrlo su prirodna:
L. limy, oo (ay + by) = limy, oo @, + lim,, o by,
2. lim, (k- a,) =k -lim, . a,
3. lim,, o (a, - b,) = lim,, .o a, + lim,, . b,
4. limy, o 2 = [Hnoo

Neki osnovni limesi:

L limy o = =0
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2. lim, oa” =0, |a| <1

3. lim,, s |a|® = 0o

4. lim, oo Va=1, a>0
la[" _

6. lim, .o /n =1

7. lim, (1 +1)" =

8. limy,oo(1 4+ Z)" = €”
Neodredeni oblici:

-, —, oo—o00, 1%

Zadaci odredivanja grani¢nih vrijednosti nizova.

1. Odredite limes niza ¢iji je opéi clan

n+1
a =
" 2n
Rjesenge.
.o n+1l n 14+ 1
lim :— = lim no=_,
n—oo 2n n n—ooo 2 2
jer je
lim — =0
n—oo N

2. Izracunajte limes niza zadanog op¢im clanom

(3n2+n—2)3
Ay = \—F77m/ ) .
T Mn2 42+ 7
Rjesenje.
3n2+n—2)3 3n2+n—2
m(———— = m —
1 2
- L R (Y
- 7}1—{204+%+%)
3.5 27
= W =n
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. Izracunajte:

. V23 —1
lim =
n—oo 2”2 — 1
Rjesenge.
| V2n3 —1 n 1 V2w V2
m ——— — = lm VG
n—oo 22 —1 n = fo 2 V2
. Nadite
lim v3n
n—oo
Rjesenje:
lim /3. {/n=L1
. Odredite
. 2n+1
lim 83n-2
n—oo
Rjesenje:
glimn—oo 5255 _ g3 _ 4
. Odredite 2
. n— n
A ()
Rjesenge.

-2
2 1 1 =
lim (1-—=)"= lim (1+—)" = (hm (1+n)2> =e 2

. Rijesite:
2n+3
lim + )"
n—oo®  2n
Rjesenge:
= nler;O(l + %)” —e?
. Utvrdite
7lli_>n()10(\/n2+5n+1—\/n2 —n) =
Rjesenje.

V2 +5n+1+vVn2—n

lim (V/n? +5n+1—+v/n?—n)

n—oo VrZ+hn+1+vn? —n
. 6n+1 n
= lim L=
n—=o0\/n2 +bn+1++vVn2—n n
6
:7:3
2
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9. Izracunajte
. n 4+ sinn
lim ———.
n—oo 2n + sinmn

Rjesenje: koristiti

. n+sinn n |
lim —— : — = —nr_ =
n—oo 2n +sinn n  n—oo 2 4 SN 2

10. Doznajte
S A o L e
lm ——.
Rjesenje. Dijeliti najve¢om potencijom:

n I
L— = 1m
n otk (Dt

lim

6.2 Limes funkcije

Primjer 6.2 Odrediti domenu funkcije f(z) = % Konstruirajte niz vari-
jabli x,, sa svojstvom

xh_)rglo x, = 0.
Pretpostavite
Jim f ().

Rjesenje. Racunati vrijednosti sinusa za kutove u radijanima:

xn || 01 | 001 | 0.001

sin &,

Tn

| 0.0001
0,998334 | 0,9999833 | 0,9999998 | 0,9999999

Pretpostavka:
. sinz
lim =1.
z—0t T
Zbog parnosti funkcije:
=) sin(—z) —sinx f(2)
— = = = €T
—x —x ’
slijedi )
lim o0 =1,
z—0- X



Konac¢no, moze se pisati
. sinxz
lim =1.
z—0 I

Limes funkcije f(z) kada z tezi broju ¢ je A u zapisu

lim = A

r—cC

ako
Ve>030>0: |z—c|<d=|f(z)|<e

Beskonacan limes funkcije:

Primjer 6.3 Funkcija

ima limese
lim, ,p- = —00

lim, o+ = 400

Funkcija f(z) ima limes u tocki ¢ ako je

lim f(z) = lim f(x).

T—C~ rz—ct
Svojstva limesa funkcije:
1. hmx_w[fl(x) + f2 (ZI})] = hmx—w fl (LL’) + hmx—w f2 (‘T)

2. lim,_.[f1(2) - fo(2)] = limg—. f1(x) - lim,_. fo(2)

. fi(@)1 _ limg—c fi(x)
3. llmx—w[ﬁ(x)] T limg—e fo(x) "

Neodredeni oblici:

0 o0 o
- —, 00—o00,1
0 00
Odredeni oblici:
A 00
— 00, ——0 ——0
00



Zadatak 6.1 Odredite eksperimentalno

In(1
lim 7n( +$).

z—0 €T

Rjesenje. Promatranjem nizova varijabli i pripadnih vrijednosti funkcije

fla) = In(1+ z) :
T
z, || 01 | 001 | 0001 | 0.0001
f(zn) || 0,953101 | 0,995033 | 0,999500 | 0,999950
odnosno
0.1 | -0.01 -0.001 | -0.0001

zn_|

F(z,) | 1,053605 | 1,005034 | 1,000500 | 1,000050

opravdano je pretpostaviti da je

In(1
lim m+o)
r— i
jer je
In(1 In(1
lim 7n( + ) = lim 711( +2) =1.
r—0+ x r—0— X

Zadatak 6.2 Odredite konvergentnim nizovima

z—0 x

Rjesenje. Ispitivanja nizova varijabli i vrijednosti funkcija

e’ —1
fla) ==
daju primjerice:
Ty 0.1 0.01 0.001 0.0001
fxy) || 1,051709 | 1,005017 | 1,000500 | 1,000050
odnosno
Tp -0.1 -0.01 -0.001 -0.0001
fzy) || 0,951626 | 0,995017 | 0,999500 | 0,999950
iz ¢cega se zakljucuje da funkcija ima limes i da vrijedi:
lim -1 =1.
x—0 T
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Zadatak 6.3 Izracunajte

8=

lim(1+ z)=.
z—0
Rjesenje. U poglavlju o realnim brojevima istrazeno je

1
lim (1+ —)" = e ~ 1.271828.
n

n—oo

Transformacijom izraza dobiva se

lm (1+ <)%,

z—0

g =] =

koji supstitucijom

prelazi u

t—o0o

Zadatak 6.4 Izracunajte

Coat—1
lim .
r—0 x

Rjesenje. U rjesavanju zadataka koriste se svojstva limesa funkcija i eksperimentalno
dobiveni limesi:

ea;lna_l (ewlna_l)lna

alclg%)? - ;1—>mo rlna = /zla=t/
t_
= lim -lna=Ia-1
t—0

Zadatak 6.5 Izracunajte limes funkcije
. 22+ 4
lim ———m——
e—3 12 + 2x + 2
Rjesenje. Analiza limesa funkcije pocinje uvrstavanjem vrijednosti kojoj tezi varijabla x:

. 9+4
lim ————.
z—4 946+ 2
Ako je oblik funkcije unutar limesa odreden, analizi je kraj:

. x4+ 4 13
Iim — = —.
w~>4$2+2$+2 17
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Zadatak 6.6 Analizirajte
lim * :
z—1t 1 —x

Rjesenje. Uvrstavanjem x = 1 u formulu funkcije ¢iji limes treba naéi, dobiva se:

-0’
jerje 1l —x < 0 za x > 1. Limes se moze odrediti. Korektna analiza izgleda:

. x lim, ,+x 1
lim = — = — = —00.
-1t 1—2x lim, q4+1—2 =0

U rac¢unanju se obi¢no drugi korak preskace ako je iz konteksta jasno o ¢emu se radi.

Zadatak 6.7 Odredite
I V1422 -1
im ———

T—00 T

Rjesenje. Uvrstavanjem sve vecih i veéih brojeva u brojnik i nazivnik, dobivaju se i u
brojniku i u nazivniku sve vedéi i veéi brojevi, pa je oblik limesa neodreden:

e.¢]

o .

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s z, dobiva se

Vv tl-7
1. 7:1
P 1

Zadatak 6.8 Nadite
i YE— Va

t—a g —q

Rjesenje. Uvrstavanjem se dobiva neodredeni oblik

o

oo

Mnozeéi brojnik i nazivnik izrazom /T + /a iracionalnost ée se prebaciti iz brojnika u
nazivnik:
I VT —+a Jr+./a . T—a
im . = lim
e=a x—a  JTt+Va 2—a (z — a)(vVr + Va)
1

NG
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Zadatak 6.9 Izracunajte
sin 2z

lim
r—0 x

Rjesenje. Koristeéi limes dobiven eksperimentalno i supstituciju:

sin2x 2 . sin2x

im -— = 2-.lim

z—0 I 2 z—0 2z
Jt=2x/

sint _

Zadatak 6.10 Odredite

sin x

lim
T—00 {L’

Rjesenje. Zadani limes ima oblik
A

)
0.}

gdje A poprima vrijednost
-1<AL],

limes ima odredljivi oblik i jednak je nuli, jer se ogranicene vrijednosti dijele sve veéim i
veéim vrijednostima.

Zadatak 6.11 Dokucite )
sin bx

im — )
z—0 Sin 2z

Rjesenje. Dosjetka se sastoji u proSirivanju brojnika i nazivnika:

. 5 sin 5z
lim s%n5m - % = lim =22 5
z—0 sin 2x 5o z—0 sin2z 9
x 2x
5 1
2 1
Zadatak 6.12 Iznadite
. 1—cosx
lim
x—0 1’2

Rjesenje. U svakom boljem matemati¢ckom priruc¢niku postoji identitet

. 9 1 —cos2a
sin“ ¢ = ———
2
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Lukavom transformacijom formule pod limesom dobiva se

2z
lim 71 —eosT lim 2sin” 5
z—0 J,‘2 x—0 J,‘Q
9 li sin? 5
= im =
z—04 - (5)2
_ 2 . osing
= 3 Um=)
1 1
= ~.(1)2 ==
2 (1) 2
Zadatak 6.13 Rijesite
. sin3z
lim )Z’-i-l
z—0 €T

Rjesenje. Analizira se baza u nadi da ¢e dobiveni oblik biti odreden:

sin 3z

1' .3 limg o 142 — 3.1 1 =3
(im (52" 3) (3-1)
Zadatak 6.14 Odredite limes funkcije:
) z+1
lim )*.
r—00 21 4 1
Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku:
x(1+%) lim z2 : 1—"_% o)
im ———) e = (lim T)
1 o0
= (5)%=0

Zadatak 6.15 Za proizvoljnu realnu vrijednost konstante ¢ # 0, dokaZite

c
lim (1 + —)" =e“.
im ( x) e

Tr—00

Rjesenje. Trik je u jednostavnoj algebarskoj preobrazbi:

1., 1. =
T—00 . T—00 .
. 1z,
= (lim (1+3)<)

= /supstitucija Ezt/
c

. 1tcic
= (Im(1+5)) =

Supstitucija je korektna jer je

. x .
lim — = lim ¢t = co.
Tr—00 C t—o0
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Zadatak 6.16 Izracunajte

r—1

){L‘

lim (
2200\ + 1

Rjesenje. Dijeljenjem brojnika i nazivnika unutar zagrade s x, dobiva se:

1-1 1— L1y
Illrgo(l + z)w - ;plggo (1+ g)T -
-1
= 67 = 672
e
Zadatak 6.17 Odredite )
lim (L)ﬁ‘?
=00ty + 3

Rjesenje. Pocetna analiza daje neodredenost tipa
100

Nizom algebarskih transformacijama navodimo na oblik iz jednog od prethodnih zadataka:

3—4 4
im L)QH'Q = lim (1 - ——)*"
z—oo’ T+ 3 z—00 x+3
—4 x+2
= 1 14— )33
L U
_ (6—4)limaz—>oo% _ (6_4)1 _ 6_4
Zadatak 6.18 Izracunajte
. . 1
lim(1 +sinx)=
z—0
Rjesenje. Pozivajuéi se na zadatak 5.33 koji je rezultirao
limg—o(1 + w)% =e,
rjeSava se analogno prethodnom zadatku:
Hm (14 sinz)™ 5 = ( lim (14 sing)ms )ime—o 5*
z—0 sinx—0
Zadatak 6.19 Odredite )
. tgr —sinx
lim —8«——
x—0 1‘3
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Rjesenge.

sinx

. L _sinx . sinx 1—cosxz
lim sz """  _  |im Rt
z—0 3 z—0 COS T 3
_ 1 . sinz . 2sin®Z
= lim - lim - lim 5
z—oo cOST z—0 T x—04- (5)
1.1 2 2
4 2

Jednostrani limesi racunaju se kad nacin konvergencije niza varijabli z,,
daje razlicite rezultate, pa je potrebno posebno naznaciti nacin konvergencije.
Jednostranim limesima ispituje se ponaSanje funkcija na rubovima domene

Zadatak 6.20 Ispitajte limese:
1.

Rjesenje. U oba slucaja valja podijeliti brojnik i nazivnik i pritom imati na umu da za
negativne vrijednosti varijable x vrijedi:

Tz =—Vaz2
1. Nakon dijeljenja:
1
lim =-1

. 1
lim =1
Zadatak 6.21 Ispitajte funkciju
1
f(z) =
(@) 1+es
u tocki prekida, odnosno ispitajte:
1
lim -
=07 1+ ex
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dok u drugom slucaju:

Kaze se da funkcija

ima u nuli prekid prve vrste.

Zadatak 6.22 Ispitajte ponasanje funkcije u tocki x = 2. Odredite

a)

b)

. X
lim
z—2— X — 2
Rjesenje.
a) Neposredna analiza:
. _ oz 2
limax — 2 _2:_—0:—00,
gdje
2
-0
predstavlja niz
2 2 2

—0.17 =0.01" —0.001"" "~

sve negativnijih brojeva u §to se mozete i sami uvjeriti.

b) Sli¢no je
2
limx—>2+$f2 = ﬁz-l-oo.
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6.3 Zadaci za samostalno racunanje grani¢nih vrijed-
nosti

Zadaci su provjera razumijevanja grani¢nih vrijednosti nizova i funkcija. Za-
datke pokusajte rijesiti samostalno. Ako ne ide, ponovo proucite rijesenje
zadatke. Ako treba, naucite napamet zadatke koji su rijeseni.

1. Zadan je niz:

5 7 9 11
3. =
T2

9 g, Z, E’ e e e
Nastavite niz s bar tri nova ¢lana. Odredite op¢i ¢lan niza i 1000. clan
niza. Odredite limes niza.

2. Nastavite niz

7 10 13
37 57 77
Odredite formulu za dobivanje opceg ¢lana niza i grani¢nu vrijednost

niza.

3. Odredite grani¢nu vrijednost niza

1 5 9 dn — 3

2’ g’ 1’...7 n+1...

4. Ispitajte konvergenciju niza

1 1
17 a0 =
3 5
5. Nadite
S5r + 2
z—4 21 + 3
6. Odredite
. 3rxr+5
lim
z—00 2 + 7
7. Izracunajte
x2—9
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ispitajte

v L p— |
lim

e—lgd 42 —ox—1

Pokusajte odrediti

(14 z)3—1
lim Y—-——
z—0 x
supstitucijom 1 + x = 1°.
Nadite
. 1—-cosbx
lim ———.
z—0 1’2

Koristite se trigonometrijskim identitetima.

Rijesite
. 3 +202+ 3z +4
lim .
w—o0 43 + 32 + 22 + 1
Nadite
, 3at —2
lim ————.
=00 \/a8 + 3x 4 4
Otkrijte
Q}Lrglo(\/xQ + 82+ 3 — Va2 +4x + 3).
I[strazite
. P45z +4,
lim (————=)°.

e—ootp2 — 3x 47
Ispitajte limese s lijeva i s desna funkcije
1
(1) = ———
x4 27
u tocki z = 3.

Odredite limese s lijeva i s desna funkcije

1

fla) = e

zZa T = Q.
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Rjesenja.

10.

11.

12.

13.

14.

Ot W e

13 15 17 _ 2n+1 01

T T Eew an = 255 aw00 = g lim = 2.
16 19 . 3In+4 __

9 1107 hmnﬁoo Intl 3/2

Nakon uvrstavanja dobiva se % =2

Dijeljenjem brojnika i nazivnika s x i analize dobiva se 3/2.
Rastavom na proste faktore brojnika i nazivnika, skra¢ivanjem se ukida neodredenost:

(z=3)(a+3) _ Y

T3 = lim,_.3

limx_,g

Rastaviti brojnik i nazivnik izlu¢ivanjem x iz prva dva pribrojnika i  — 1 nakon
toga. Skrac¢ivanjem se dobiva grani¢na vrijednost 0.

3 2
T yi=1 _ (y=D(y"+y+1) —3
Nakon supstitucije limz — 1= = limy — 1(y71)( TSy ryTl) 5
e . . - _ . 2 5z 3z
Koristiti identitet sin? 57‘ = % iracunati: lim,_.¢ sin” 5 _ 211mmﬁo(sm 2 )2 =
2. (§)2 — 25
2) T 2

Ovdje je neodredenost tipa 22 koja se uklanja dijeljenjem brojnika i nazivnika na-
jveéom potencijom z3:
1+2+ 35 4 % 1

lim —&—=% & — —,
r—00 4 + + = + 4
Dijeljenje brojnika i nazivnika s ¢ povlace
3—-% 3
lim 74 =-=3.

T—00 /1 + + 938 1

U ovom zadatku neodredenost oblika co — co uklanja se mnozenjem i dijeljenjem
izraza izrazom (V2 + 8z + 3 + v/22 + 42 + 3), nakon &ega se dobiva:

4z
lim
z—oo /22 + 8x + 3+ Va2 +4x + 3

i dijeljenjem brojnika i nazivnika s x, limes je jednak 2.

Dijeljenjem brojnika i nazivnika unutar zagrade:
552—3:r+7+ 8r—3 N S8r—3
22—3z+7 x2-3x+4+7 2 —3x+7
i transformacijom u granicama dopustivog;:

8xr —3 223047 2(82-3)

lim [(1 + —mM8M— 8z—3 22 —3z+7
wﬂoo[( x2—3x—|—7) ]
prelazi u
2 .
limg oo 520 8
Kada x — 37, tada ﬁ — —00 Q277 — 0, pa je lim,_3- f(x) = % U drugu
ruku, x — 371, onda Tig — 400, Qﬁ_’(’o, pa je lim,_ 3+ f(z) =0.

Analogno, lim,_,,- f(z) =01lim,_ .+ f(z) = +oc0.
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6.4 Mjesoviti zadaci o funkcijama

Slijede¢i zadaci poredani su sistemom sluc¢ajnog odabira. Zadatke koje ne
znate rijesiti, preskocite. Ako Vam se rijeSenje ne podudara s ponudenim,
posaljite zadatak na E-mail. ivankovb@fpz.hr. Zadaci u kojima je potrebno
dokazati tvrdnju nemaju rjeSenja. Zadaci u kojima treba nacrtati nemaju
sliku rjesenja, ve¢ samo njen opis.

1. Odredite domenu racionalne funkcije

2 4+ 8x + 15
T = "0 —g)

ispitajte ponasanje u rubnim tockama domene i rastavite funkciju na
parcijalne razlomke.

2. Neka je f(z) = tgx, g(x) = ctgz, h(x) = sinz i h(z) = cosx. Dokazite
da je

flz)+g(x) = (@) - k(@)

3. Odredite (f og)(x) i (gog)(x), ako je

2—x z+1
4. Ako je
1+ 2r + 23
:]_ =
fla) =Tog 1, glw) = <

dokazite da je
(fog)lx)=3"f(x)

5. Neka su f(z) = 22+ 1, g(z) = 2* i h(z) = L. Uvjerite se da je
kompozicija funkcija asocijativna operacija.

6. Za slijedece funkcije odredite elementarne funkcije f(x) i g(z) koje ¢ine
njihovu kompoziciju (f o g)(x). Nadalje, odredite domenu i nacrtajte
grafove funkcija y = (f o g)(z).

(a) (fog)(x) =v1—2a?
(b) (f o g)(x) = sin2z
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(c) (f 0 g)(x) = arcsin 12
(d) (fog)@) = mips
(e) (fog)(x)=ers

(f) (fog)(z) =Ing2tl,

Upute i rjesenja:

1. Domena: (—o0,—3) U (=3,0) U (0,3) U (3,+00). Nadalje: lim, 1 f(x) = 0;

lim, o f(z) = 400, limz — 31 f(z) = 400, limz — 3~ f(z) = —o0ilim,—_3 f(x) =
—1/27. Nultocka funkcije je (—5,0). Funkcija se moze neprekidno dodefinirati:
f(=3) = —1/27. Rastav na parcijalne razlomke: —2& — 22, + ﬁ

Tvrdnja je to¢na.

Trazene kompozicije: (f o g)(z) = 3&:5’, (go flz) = gfg;

Jednakost vrijedi.

AT

Asocijativnost je svojstvo poznato iz mnozenja realnih brojeva:
(a-b)-c=a-(b-c).
Tako treba provjeriti da vrijedi

((fog)oh) = (folgoh))(z)

(Fon)2) = F(lgoh)@)
1 1
Fle) = o))
) = )
% +1 = % +1
6. Rjesena redom:
(a) Funkcije sastavnice su polinom g(x) = —x? + 1 i funkcija drugog korjena:
f(z) = /=. Domena: D = [—1,1]. Graf je gornja polukruznica sa centrom u

ishodistu radijusa 1 s tockama (—1,0) i (1,0).

(b) Funkcija je slozena od g(z) = 2z i f(z) = sinz. Domena je R, a graf je
sinusoida amplitude 1, perioda 7 i nultockama u {i%”, ke Z}.

(c) Radi se o slaganju racionalne funkcije g(z) = 12 i ciklometrijske funkcije

r—3
f(z) = arcsinz. Domena je rjeSenje sistema




uz obavezno isklju¢enje: = # 3. RjeSavanje lijeve nejednadzbe:

1< 14+z
—x—3

1
0<14-17
-3

— 1
O_x 3+1+4+z

r—3
2r — 2

0<

— x—3

daje ogranicenje: x € (—o0,1] U (3,+00). Analogno, desna nejednadzba:

14z
r—3

-1<0

<0
z—3 "

daje x € (—00,3). Zajedno, domena je (—oo, 1] O grafu se zna da je jedina
nultocka (—1,0). Tocka (1,—7) rubna je tocka grafa s desna. Iz lim, oo (f o

g)(r) = arcsinl = 7. Ispitivanja se mogu opisati krivuljom koja sdesna
pocinje u (1,—7%), os Oy sijece u arcsin% = —0.34, os Oz u tocki —1 i

priljubljuje se pravcu y = § za x* — —oo.

unkcija se moze promatrati kao kompozicija polinoma g(z) = z° 4+ = +
d) Funkcij 7€ P trati kao kompozicija poli g 2 2

i racionalne funkcije g(x) = % Domena je R. Za x — Z+oo vrijednosti
kompozicije teze k nuli. Svodenjem nazivnika na potpun kvadrat:
1
(fog)(x)=

1\2 7
(SC + 5) + 1
dobiva se informacija da su vrijednosti kompozicije pozitivni brojevi i da se
najveéa vrijednost dobiva za x = —1 u iznosu 2. Graf je zvonolika krivulja
iznad osi z, s maksimumom u (f%,

), koja os 7y sijece u tocki s ordinatom
%. Graf je bez siljaka.

(e) Slaganjem racionalne g(z) = 11— i eksponencijalne f(z) = e” funkcije dobiva
se funkcija definirana na cijelom R izuzem x = 1. Ispitivanjem jednostranih
limesa dobiva se lim,_,;+(f o g)(xz) =01 lim,_,;- (f o g)(x) = +00 dobiva se
prekid druge vrste, jer je limes s jedne strane konacan, dok s druge strane
nije. Ispitivanjem se dobiva da je lim, 1.0 (f o g)(z) = 1, Sto znaci da se
krivulja grafa s desne i s lijeve strane priljubljuje pravcu y = 1. Os y graf
sijece u tocki (0,1). Krivulja grafa crta se slijeva i pocinje uz pravac y = 1,
pa se kroz tocku (0,1) penje prema vertikali = 1 uz koju se priljubljuje.
Desna strana pocinje u (1,0) i kao parabola se priljubljuje pravcu y = 1.

PN

(f) Funkcija je nastala slaganjem racionalne funkcije g(z) = % i prirodnog
logaritma f(z) = lnz. Domena je rjesenje nejednadzbe
2+ 1 9
— >0 (32— 1)>0
32 —x+1 | (82" —z+1)
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> [
T
Nultocka se trazi jednadzbom
2z + 1 9
— =1 (32" — 1
32 —x+1 | (Be”—z+1)
322 -3z =0
3x(x—1)=0
z1 =0, x29=1
koja daje dvije nultocke. Ispitivanje:
2 1
lim 1n29€7+ =1n0=—o0,
a—1 3Jr*—w+1
daje zakljucak da graf funkcije poc¢inje uz vertikalu z = f%, raste preko
ishodista, dostize maksimum izmedu 0 i 1 u nepoznatoj tocki, spusta se kroz
(1,0) ispod osi z i, bududi je lim,_, ;o In % =1In0 = —o0, odlazi u —oo

kao obrnuta kvadratna parabola.

6.5 Neprekidnost funkcije

Promjena varijable moze uzrokovati promjenu vrijednosti funkcije. Neka je

y = f(x)

formula koja racuna vrijednost funkcije y za vrijednost varijable x. Kaze se
da je funkcija f(z) neprekidna u tocki z, ako

Ve > 030 > 0|z — 29| <6 = |f(z) — f(zo)] <€

Analogna je definicija pomoc¢u limesa. Funkcija je neprekidna u tocki xg
svoje domene, ako je

lim f(z) = lim f(x) = f(zo).

Ty T—oTy

Elementarne funkcije, funkcije dobivene ra¢unskim operacijama i komponi-
ranjem elementarnih funkcija neprekidne su u tockama za koje su definirane.

Primjer 6.4 Funkcija zadana formulama

—22% <3

f(:z:):{ 3x, x>3
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ima u tocki xg = 3 prekid prve vrste:
i 1) =l 30
dok je

lim f(r) = lim —22* = —18.

r—3~ r—3~

Iz ispitivanja se vidi da su limesi konacni, ali se razlikuju.

Napomena 6.1 Uvjet neprekidnosti po prvoj definiciji nije ispunjen jer € >
0, primgerice € = 2, za koji vrijedi:

Vo >03dx |x—3]<d=|f(z)+ 18] > 2.
za svaki 0 > 0 dovoljno je uzeti x > 0

Primjer 6.5 Funkcija
sin x

x
neprekidna je na cijelom podrucju definicije, jer je dobivena kvocijentom el-
ementarnih funkcija.

Primjer 6.6 Funkcija

o ={ % T

1 =0
je neprekidna u nuli, jer je, doduse eksperimentalno, pokazano da je
sin . sinz

lim = lim
r—0t X z—0~ I

= 1.

Primjer 6.7 Funkcija
617—17 x#0
f(x) - { 3 r=0

ima prekid u tocki x = 0, jer je eksperimentalno pokazano:

lim & = lim & =1#0.

z—0t I z—0t I

Isto tako, moguée je naci e > 0 tako da
Vo >0dz |x—0|<d=|f(x)—3|>e

Taj € moZe biti 1 %
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Primjer 6.8 Funkcija

f(x) = |z
neprekidna je u svakoj tocki domene R. Funkcija |x| definirana je formulama:
z, x>0
ro=ld={ 5 T2

Buduéi je
lim —z=0= lim =0 = f(0)

z—0— r—0t

funkcija je neprekidna.

Primjer 6.9 Funkcija

3—2x
€Tr) =
/(@) 1+
niyje definirana za v = —1. Ispitivanja limesa:
. 32 . 3—2z
lim = —00, lim = 400
z—-1- 1+ 2x z——1+ 14+
pokazuju da graf funkcije ima u tocki x = —1 prekid druge vrste.

Zadatak 6.23 Odredite parametar a, tako da funkcija

sinz z <0
f(x)_{ St —2x+a, x>0

bude neprekidna na R.

Rjesenje. Ocito je a = 1.

6.6 Hiperbolne funkcije

Funkcijama se pokusavaju opisati pojave u prirodi i drustvu sa ciljem da
se otkrivanjem veze uzroka i posljedice predvide ponasanja bez provociranja
pojave pokusima. Hiperbolne funkcije uvedene su u matematiku kao rjesenja
jednadzbi gibanja. Naknadno je uo¢ena geometrijska analogija trigonometri-
jskih funkcija na jedini¢noj kruznici i hiperbolnih funkcija na jedini¢noj hiper-
boli 22 — 3? = 1.
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Kosinus hiperbolni je funkcija definirana formulom:

ef +e*
2

chx =

Zadaci:

Odredite domenu funkcije y = chx.
Ispitajte limese na rubovima domene.
Odredite sjecista s koordinatnim osima.

Ispitajte parnost funkcije

Gk W=

Nacrtajte graf funkcije y = chz.

Rjesenge. 1. Domena je R; 2. lim, 4 chx = +00; 3. Os Oy sijece u (0,1); 4. Parna
je; 5. Graf je slican paraboli y = 22 + 1.

Sinus hiperbolni je funkcija definirana formulom:

T —x

th:i
2

Zadaci

Odredite domenu funkcije y = shz.
Ispitajte limese na rubovima domene.
Odredite sjecista s koordinatnim osima.

Ispitajte parnost funkcije

A

Nacrtajte graf funkcije y = shx.

Rjesenje. 1. D =R; 2. lim,_, 4+ shx = too; 3. Graf ide tockom (0,0); 4. Neparna
3

je; 5. Graf je slican y = x°.
Tangens hiperbolni definira se analogno trigonometrijskom:

the = —.
v chx

Zadaci
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Odredite domenu funkcije y = thx.
Ispitajte limese na rubovima domene.
Odredite sjecista s koordinatnim osima.

Ispitajte parnost funkcije

SANE R

Nacrtajte graf funkcije y = thx.

Rjesenja. 1. D =TR. 2. limy_toothe = £1; 3. S = (0,0); 4. Neparna; 5. Graf se
nalazi u pruzi izmedu y = +1 i sli¢an je okrenutoj y = x>.

Kotangens hiperbolni definira se poput trigonometrijskog:

chx
thr = —.
ane shx

Zadaci

Odredite domenu funkcije y = cthzx.
Ispitajte limese na rubovima domene.
Odredite sjecista s koordinatnim osima.

Ispitajte parnost funkcije

SAREE B

Nacrtajte graf funkcije y = cthzx.

Rjesenja: 1. D = R; 2. lim, o+ cthx = £oo, lim,_, 1 cthx = £1; 3. Nema
sjecista; 4. Neparna; 5. Poput dviju grana hiperbole: donja u II1 kvadrantu ispod
y = —1, gornja u I kvadrantu iznad y = 1.

Osnovne formule hiperbolnih funkcija:

ch®x — sh’z =1
thx - cthx =1

sh2x = 2shx - chx
ch2x = ch®x + sh’x

Zadatak 6.24 DokaZite algebarski vjerodostojnost formula hiperbolnih
funkcija.
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Zadatak 6.25 DokazZite Moivreovu formulu:

(chx + shx)" = chnx + shnx

Uputa: dokaz provedite matematickom indukcijom.

Area funkcije inverzne su funkcije hiperbolnih funkcija.
Zadatak 6.26 Izrazite funkcije Archx, Arshx, Arthx i Arcthx.

Rjesenja.
Archx =In(z 4+ Va2 — 1)

Arshz =In(x + V22 4+ 1)

1 1+=x

Arthr = =1
B R g
Arcth:czllnz—i_l
2 -1
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7 Derivacija funkcije
Definicija derivacije

Definicije

x ...nezavisna varijabla, nerijetko zvana argument

y ...vrijednost funkcije koja se racuna po

f(z) ... formuli u kojoj je jedina varijabla x

y = f(x) ...uobicajeni zapis

y = y(x) eksplicitni zapis racunanja vrijednosti Y u ovisnosti o z.

dx ...promjena nezavisne varijable, mala veli¢ina u odnosu na veli¢inu zx.
dy ...promjena vrijednosti funkcije koja nastaje pri promjeni nezavisne var-
ijable od dx.

U duhu navedenih oznaka, vrijedi:

dy = y(z + dz) — y(x)

Zadatak 7.1 Izracunajte omjer

dy
dx
za funkciju zadanu formulom:
2
y =z
Rjesenje
dy _ yle+de) —y(a)
dx dx
 (z4dx)? —a?
N dx
_ 2zdx + dx?
N dx
= 2x+dz
= 2z

jer je dr zanemarivo malo prema 2x.

Prva derivacija funkcije zadane formulom

y = f(x)



u oznakama

je formula koja ra¢una omjer

za zadanu formulu.

Zadatak 7.2 Odredite formule prvih derivacija funkcija:

1. y=12
2.y==x
3.y = %
4y=vz
5. y=sinx
0. y = cosw
Rjesenja.

1. Funkcija je konstanta, pa vrijedi:

yx)=ylz+dr) =12 = dy=vy(z+dr)—y(xz)=12—-12=0
dy 0
/ = —= —
vy= dz dxr 0
bez obzira na dx.

2. Sli¢no kao u prethodnom:

yla) ==
y(x +dx) =x + dx
,_dy _zt+dr—u

= =1.
dx dx

Y
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3. Sada je

1
y(ﬂf)—;
(o+dr) = —
YiE T aw oz tdr
dy 1 717x7(x+dx)
r+dr x x(z + dx)
B —dx
- z(x+dx)
—dx
r_ (w+da:): 1
4 dx x2’

jer je dr << .
4. U ovom sluc¢aju racionalizirat ¢e se brojnik:
y(z) =V
y(z + dr) = Vo + dz
dy = y(z +dz) — y(z) = Vo + de - Vz
, _ dy_VaiFdi—\i Jaidi+yE

Y 7 @ dx VI +dz+ .z
B r+dr—z _ dz
 de(VrFde+z)  de(Vr+do+ J/T)
1
N
jer je do << z, pa je Va +dx = /&
5. Adicione formule i provjereni limes
lim dar — 0 =1
T

koriste se u deriviranju funkcije sinusa:

y(x) =sinx

y(z + dx) = sin(z + dz) = sinzx cosdx + sindx cos ©

dy sinx — sinx cosdr — sindx cos
= —sindzcosz,
zbog cosdx — 1 za dr — 0. Nadalje je
,  dy sin dx cosz sin dx
== =- =— - cosT
Y dz dx dz
y = —cosz
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6. Potpuno analogno prethodnom zadatku, koristenjem istog limesa i adicione formule:
cos(z + dx) = cos x cosdx — sin x sin dx dobiva se

/ .
Yy =sinz.

Derivacija funkcije jedne varijable y = f(z) je nova funkcija varijable x
jednaka za svaku vrijednost x za koju postoji:

o) — g T D) 1)

dx—0 d:lj'

Definicija je tehnicke prirode. Uvjete u kojima je definicija opravdana
pogledajte u udzbeniku [1].

Zadatak 7.3 Odredite derivaciju eksponencijalne funkcije
flz) =€

preko limesa koristeci limes dobiven eksperimentalno:

et —1
lim =
z—0 x

1

Rjesenge.

Zadatak 7.4 Nadite formulu derivacije funkcije prirodnog logaritma
f(z)=Inzx
koristeci algebru i eksperimentalno dobiven

lim In(1+1¢)
t—0 t

=1.
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Rjesenge:
In(z +dx) — Inz

lnz) = 1
(nz) dmlglo dxr
In z+dz In(1+4 4z) 1
= 1 T — |i . z/ oz
a0 dx o dx %
1 In(1 + 4z
— Z lim ¥
T dz_,0 az
@ T
_ 1
I

7.1 Tehnika deriviranja

Deriviranje se moze shvatiti kao operator na skupu svih funkcija u smislu da
svakoj napisanoj funkciji f jedne realne varijable operator deriviranja
pridruzi to¢no jednu formulu df = f’ koja se naziva derivacijom pocetne
fomule.

Deriviranje ima dva svojstva koja se isticu:

e Linearnost

d(af + Bg) = adf + Bdg

e Newton-Leibnitzovo svojstvo
d(fg)=df -g+f-dg

Buduci se svaka formula dobiva zbrajanjem, oduzimanjem, mnozenjem,
dijeljenjem ili komponiranjem formula koje se nazivaju elementarne, potrebno
je znati derivaciju svake elementarne funkcije posebno i postupke u slucaju
da se formule zbrajaju, oduzimaju, mnoze, dijele ili se radi o kompoziciji
formula.

Do sada su pokazane derivacije eksponencijalne funkcije:

fla)=e" = fl(x)=¢,
koja je jedina jednaka svojoj derivaciji, zatim prirodne logaritamske funkcije:

1
y=lhzx = ¢ =",
T

trigonometrijske funkcije sinusa:

(sinz) = cosx
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i neSto drugacije derivacije kosinusa
(cosx) = —sinz.
7.1.1 Deriviranje opce potencije
Opca potencija je funkcija oblika
fz) ="

gdje je n fiksirani realni broj. Deriviranje je lagano pokazati u slucaju
da je n prirodni broj.

Zadatak 7.5 Odredite formulu derivacije potencije
flz) ="

koristeci se formulom za potenciranje binoma navedenom u algebarskom do-
datku.

Rjesenje.
) +dx)" — 2"
n\/ — 1 (‘T
(@) dégo dx
_ oy 2" 4+ nz" ldr + 7"("2_1)95”_%372 + ...+ dz" — "
= el dx
i +na™ tdx + ”("271)x”*2dx2 + ...+ dz"
= lim
dz—0 dx
-1
= lim (nz" '+ L)x”'_de + . de™h)
dz—0 2
= ng" !

Veliki broj funkcija moze se svesti na oblik opée potencije
flz) =a*,

gdje je a negativan broj, razlomak, a moze biti i nula. Derivacija opée po-
tencije tako postaje Siroko primjenjiva. Vazno je upamtiti:
y=2" = y =a-2%

Samostalno rijesite slijedece zadatke.
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1. Derivirajte op¢e potencije:

a) y=a' b) y=2z ¢ y=a7’
d) y=xz% e y=x3 f) y=us
g) y=ai h) y=a3 k) y=a>

2. Slijedec¢e funkcije napisite u obliku potencija, pa derivirajte:

a) y=vr b y=Yz ¢ y=Vad
d y=5 ¢ y=5 [ y=4

5
9) y=g= h) y=2Val k) y=g=

Rjesenja zadataka 1 1 2:

1. Neposredno, po formuli:

(a) y'da®

(b) y = 10a°
(c) ¥y =—3z~*
(d) y =627
() y =325
(f) y = Iat
(8) y =—2a%
(h) y' =525
(i) ¢ = 2.501

2. Svaku je funkciju potrebno prevesti u oblik opée potencije, a onda derivirati po
ugledu na prvi zadatak. U algebarskom dodatku se podsjetite osnovnih stvari iz

algebre.
() y=at =y =1loi=_
(b) y:llfé éy’:%x*%:&%ﬁ
©y=ab =y =ft =
(d) y=a* éy’:_4x5:_%
(e) y=a7° y =5z 6 = 7%
O y=at =y =—foi = gly
(g) y=a~7 :}y/:_%m—l—;:_7ri§/ﬁ
(h) yZzQ x%zx% :}y’:%xg:hlmgl/zj
W)y = &fﬁ_ﬁ:x% =y = By = 22° VP



7.1.2 Deriviranje formule mnozene konstantom

Uz uvjet da je poznata derivacija formule f(z) moguce je derivirati formulu:

y=c-flx), ¢ =c fi(a)

Dokaz je vrlo ocit:
(c-f(2)) = lim = fotdr)—c f@) o Jetdn) = f@) e f'(z).

dz—0 dr dz—0 dx

Derivacija logaritamske funkcije proizvoljne baze, zahvaljujuéi identiteti:

Inz

log, = —-
R Y

iz srednje skole jednaka je:
1 1 1
fl@)=logyz fl(z) =1 —=

Inb =z axlnb’

Zadatak 7.6

Deriviragte slijedece funkcije:

a) y=3z>b) y=6yr c) y=x
d) y=6e" ¢) y==* f) y=>°F

Rjesenje: a) y' = 6x;b) y' = w2=; ¢) ¢ = —22; d) 6e”; e) y = %cosx; f)y = gx

2.
2’

7.1.3 Derivacija zbroja i razlike

Uz uvjet poznavanja derivacija formula f(z) i g(x) moguée je derivirati

y = flz)+g(x)
y = [@)+4 ()
Dokaz je jednostavan i nalazi se u [1]. Derivirajte slijedeée funkcije:

1.
y = 32% + 42* — 51 — 2

2

3z
y=2Vr -+ -
2 T

153



1 2 3
O R
4.
1,1
Y= r T oz Ve
D.
Y = SINT — COST
6.
y =\
7. 5
A
Y z Jz
8.

y=(2-a)r+(@—1)(x+2)

9. Napisite prvu derivaciju funkcije

Rjesenja:
1.y =923 +82—5;2. ¢/ = Voink it 3.y = _%_i_%; 4. y' = cosz +sin z;

5.9 =336,y = 3\3/54—11%;7. y =3; 8. f’(x):%—gxg}p.

7.1.4 Derivacija umnoska funkcija

Ako su poznate derivacije funkcija f(z) i g(z), tada je moguée derivirati
njihov umnozak:

(f(@) - g(x)) = f'(x) - g(x) + f(z) - g'(2).
Primjer 7.1 Deriwirati funkciju

Y = :E?’arctgar

Rjesenje:
1
1422

y' = 3z2arctgx + x> -
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Zadatak 7.7 Derivirati slijedece umnoske

1. y=zilnx

2.y = z%e”

3. y= (2 — z*)cosz + 2wsinz

Rjesenja.
1.y =lnz+1
2.y = 2xe® + x2e”

2

3. ¢y =z’sinx

7.1.5 Derivacija kvocijenta funkcija

Ukoliko je moguce derivirati formulu f(x) koja se nalazi u brojniku i g(z)
iz nazivnika, tada je moguce odluciti se na derivaciju kvocjenta tih dviju
funkcija:

_ @)
)
) fl(@)-g(x) = f(z) g ()

Fovw _ J@, s -
(L) = ()= fim
o 9@) - fla ot dn) — f(2) gl +de) — g(a) - () +g(x) - f(2)
dz—0 dz - g(z) - g(x + dx)
11 fatdn) — f() o+ dz) — g(z)
- g(z) dligo g(x + dx) dlgigo dx 9(x) = dl;@() dx
- g(l) - g(l) [F(@)9(x) — o' (@) ()]

Primjer 7.2 Derivirati funkciju

arcsin &

y:
T
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Rjesenge.

1 .
. —arcsinx - 1
)T i AT
Yy = 3 .
T

Primjer 7.3 Odrediti formulu prve derivacije funkcije

sinx — cosx

T) = — )
/() SInx + Cos T
Rjesenje.
() (cosx + sinzx)(sinx + cosz) — (sinz — cos z)(cos x — sinx) 2
x) = = .
(sinx + cos x)? (sinx + cosx)

Odredite formule prvih derivacija slijede¢ih funkcija:

1.
_xr+ 2
y= r—3
2.
_ T
y= Inx
3. N
€
V=1
4.
In%x
y =
T
5. ‘
sinx
y _—
COST
6. Ji
T
Y= Int
nT

7. Izracunajte vrijednost y'(—2) funkcije

V=i

156



8. Napisite formulu prve derivacije funkcije:

, cosx — 1

cosx —sinx

Rjesenja:
T (p—2
Ly = Gohmi 2 v = B 8 o/ = <4 o = B sy = 6
_ 2f(1nw D. _ z*+49 52. ./ _ l—sin
y/ T 2zln?z ) T y (112—}-3‘1)2 4 y (cozlr ﬂUSHCl();)g'

7.2 Derivacija inverzne funkcije

Ako je
y=[f(z)
formula koja opisuje funkcijsko pridruzivanje varijable x vrijednosti funkcije
y, onda je
dy
/ !
= — = X
y =2 =[@)
formula koja opisuje kako se varijabli x pridruzuje vrijednost prve derivacije
Y
Inverz funkcije dobiva se formalno izrazavanjem varijable x preko oznake
za vrijednost funkcije y koja postaje varijabla inverzne funkcije:

@)=y
Tada je
dz / 1 1
"L'/ = — = fil y fr—y fry .
=) =50 =
Formula derivacije inverzne funkcije u slucaju da je varijabla funkcije uobicajeno
oznacena s r glasi:

-1 /_ 1
@) = sy

Primjer 7.4 Derivirati funkciju inverznu funkciji sinusa.
Rjesenje. Funkcija sinusa zapisuje se formulom

Yy = sinx.
Formula dobivanja vrijednosi funkcije glasi:

f(x) =sinz.
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Slijedi racunanje:

po_ da coS T
y = dv
r = arcsiny
, dx (arcs ), 1 1 1
i prng _— = T 11 _— g g i
dy = cosa V1—sinz  V1-9?

pa u slucaju da je funkcija zadana formulom
f(z) = arcsin z)

njena derivacija glasi:
1
V1—22

f'(z) = (arcsinz)’ =

Zadatak 7.8 [zvedite derivaciju funkcije

f(x) = arccos z.

Rjesenje. Funkcija je inverz funkcije

Y = cosz.
Slijedi racun:
y = dy _ —sinz
dx
o dr 1
"~ da  sinz
1 1 1

/
arccos = ——=- =
( v) sinz V1 —cos?z 1—92

koji daje rjesenje

1
"(z) = (arccosx) = ————.
f(x) = (arceosa)’ = — =y
Zadatak 7.9 Derivirajte
y=Inzx.
Rjesenje. Uobicajeni formalni ra¢un daje:
y=Inx
x=e"
' =eY

,_1_1_ 1 1



Zadatak 7.10 [zvedite derivaciju funkcije
Yy = arctgzx.

Rjesenje. Analogno prethodnom zadatku:

Yy = arctgxe
r = tgy
1
¥ =
cos2y
1 1
y = cosPy=

t?y+1 a2+1

7.3 Derivacija kompozicije funkcija

Komporzicije funkcija su formule u kojoj jedna funkcija za argument ima ci-
jelu formulu neke druge funkcije.

Ukoliko je poznata derivacija funkcije argumenta i funkcije kojoj je ona ar-
gument, moguce je derivirati:

y=flg(x)y' = f'(g(x)) - ¢'(x).

Formalno, kompoziciju

y=(fog)(z)=f(g(z))

moguce je dekomponirati kao

i formalno pokazati:

,_dy dy dz

y= == () -g'(x) = f(g(x)) - ¢ ().

Primjer 7.5 Derivirati funkciju
y = (2% — 3z +4)%

Moguce je kubirati zagradu, pa onda derivirati kao produkt. Jednostavniji je
pristup kao funkciji sloZenoj od formula

flz) =7
z=g(z) =2 -3z +4
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koje se znaju derivirati:

f()—3z
Z=g(r) =2

Postupak derivacije slozene funkcije daje:
y =3(z* —3x +4)* (22 - 3).
Primjer 7.6 Napisati formulu prve derivacije funkcije
y = Insinx

moguce je tretiranjem funkcije kao sloZene. Deriviranje tece s lijeva na desno:

1
= — - COsS T = ctgx.
sinx

/

Primjer 7.7 Napisati prvi izvod funkcije

2

y=2".
Rjesenje:
y = 2°
;o
dy
dekompozicija y =27 z =2
dz
=2°In2 R
dz dz v
dy dy dz
=2 — 2°In2-2
v = de ~ dzdx . v
= 2°F1zIn2
— 97tz 9

Zadatak 7.11 Odredite derivaciju opce eksponencijalne funkcije:

y=a".
Rjesenje. Opca eksponencijalna funkcija je kompozicija:
T alnz

y:a = e 5

koja se derivira postupno:
Yy =e*™%. Inag =a"Ina.
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Zadatak 7.12 Odredite formulu prve derivacije funkcija:
1.y=+vVzx?+1
y=+23—1

2.

3.y = sin2x

4.y = sin’x

5. y= e

6. y=In 3””__2%;
Rjesenge:

1. ¢y = ﬁ

9 4 — _3a*

"= (2z — 1)6952*1

/ 3—2zx 7—4x T—4x

S oUW

Y
Yy
Yy = 2sinx cosx = sin 2z
Y
Y

2  (3-22)2 — @-2)(3-22)

7.4 Ponavljanje tehnike deriviranja

Ova tocka namijenjena je samostalnoj vjezbi nalazenja formula prve derivacije.

1. Derivirajte funkciju
y = arcsin 2z.

Rjesenje:
, 1 2

YT @

2. Nadite prvu derivaciju funkcije

Rjesenje.
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3. Derivirajte
y =1In*z — In(Inz).

Rjesenje.
y' =2Inz(lnx) — ﬁ “(lnz) = %(thx - ﬁ)
4. Nadi derivaciju:
Rjesenje. Priprema derivacije: ,
y=5"

olakSava deriviranje:

2z -1nb

y/ — 5—(1;2 . (_xQ)/ . 1n5 —_ — 5I2

5. Odredite prve derivacije slijedecih slozenijih funkcija

vaxer +
Vsin? z — (arcsm r)3

Y=
)
y = a'r’ctg(ln :1:) + In(arctgz)
Yy =

(a)
(b)
(c)
()

In cos ==

Rjesenje.
(a) y = \/ﬁ (e® + xe® + 1)

(b) priprema olaksava deriviranje:

2 .
y = sin? x — (arcsinz)?
2 1 .
y = FsinT i e~ 3(arcsinz)?
2
/ 102
Yy = —— — Jarcsin“z
3V/sinw
f_ 1 1 11
(C) y = 1+In?z =z + arctgr 1422
(d) ¥ = —2= - (—sin =) . L aizraz je mogude i dotjerati.

6. Nadite derivacije slijede¢ih funkcija:
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(b

(c
(d

(
(

\/_
zP\/x — T+ £aT\x

(a: +2x—|—2)

3

e =323lnx —x

f

2390
32ac

)y

)y

)y

)y

)y =
(g) y=a’sinz + 2z cosx — 2sinz
(h) y = In(223 + 32?)
(i) y = V1322

(G) y= arccosf—\/m

)y =
)y =
)y
)y
)y

(k Vraresiny/r + 1 —x
(1 (sin 2 — cos £)?
(m) y = cos® £
(n) y =Intg*s=
(0 — }—l—sma}
s x
Rjesenja:

(a) ¥ =2

(b) ¥ ==

(©) ¥ = 2231 — 22
(d) ¢ = —ae™

(e) ¥ =92%Inz

(£) v =(5)n ()

(g) v =a2cosx

0) ¥ = =i

(j) ¥ = arccos £

(k) ¢ = ﬁ arcsin /x
(1) ¢ =—cosz
(m) y' = —cos® £ -sin
(n) yl = sin :

N
Ji
i
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(0) y/ = colsa:

7. U slijede¢im zadacima izracunajte vrijednosti prvih derivacija u zadanim
tockama.

(a) Odredite y'(1) ako je funkcija zadana formulom

(b) Za

odredite y'(2).
(c) Izracunajte y'(—1) za
1
y=".
x

(d) Kolika je vrijednost 3/(0), ako je
y=v1+2x.

(e) Funkcija je zadana formulom

1
f(z) :x3+{”/§+3—\/§.
Izracunajte f'(—1).
(f) Koliko je f'(64) ako je

(g) Ako je
1 2
Y= 5x5—§x3—1—4x—\/m,
koliko je 4/(0)?
(h) Neka je
1
Odredite y'(4).
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(i) Nadite vrijednost prve derivacije funkcije

4 3
@ =75~ w
(j) Naéi ¢/(0) za funkciju
2z +3
Y= 1

(k) Neka je
z= (V2 - V1t)>
Odredite brzinu
dz ,
pr (t)
u tocki t = i

(1) Jednadzba gibanja glasi

(f)

Izracunajte s'(8), odnosno brzinu na kraju 8. sekunde.

(m) Broj uplata lota @ ovisi o broju dobitnika & po formuli

1000k

@= E2+1°

Izracunajte Q'(5), tj. grani¢nu vrijednost broja uplata kod poz-
natog broja od 5 dobitaka.

(n) Funkcija ima formulu

Treba izracunati y'(0).
(0) Izracunati y'(—1) za graf funkcije y = f(z) formule

IRZED!
Yo -1

f(x)
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(p) Za vrijednost argumenta x = 7/3, izracunajte vrijednost prve

derivacije funkcije
rsinx

- 1+tgx

Y

(q) Ako je x =1, y = zarcsin z, koliko je y'?
(r) Neka je

= arctgr — .
Y g 1+ 22

Izracunati y'(—1).

(s) Formula za ra¢unanje vrijednosti funkcije glasi:

B 1
YT -2
Odredite y/(2).
(t) Za formulu

izracunajte y'(5)

(u) Racunajte y'(0) ako je

1—=x
1+z

y:

(v) Funkcija je zadana formulom
f(z) = sin® 2%,

Izracunajte y'(—1.5).

(w) Zavisna varijabla racuna se po formuli y = arccos(1 — 2z). Koliko
jey'(1/4)?
(x) Odredite y'(4) iz formule

.2
y = arcsin —.
x

(y) Ako je y =Insinz i 2 = 7/4, koliko je y'?

166



(z) Za
y=1In(zr + va?+9)

izracunati y'(—4).

Rjesenja: a)y'(1) = 3; b)y/(2) = 64 ey (—1) = —1; )y/(0) = 1; d)f'(—1) = 1/3;
e)y'(64) = 1/12; )y'(0) = 4; g)y'(4) = —1/16; h)y'(27) = —57; )y (0) = 1/2;
k) (1) = 1-2v2; 1)s/(8) = —1/12; m)Q'(5) = 14.79, (znaci da svaki slijedeci
dobitak kod poznatih 5 dobitaka donosi otprilike 15 novih uplata); n)y’(0) — +oo;
V3 _x2V3

0)—1/6; p)ﬁ ~ —0.14; q)y'(1) — oo 1)y’ (=1) = 3/4; s)—28 ~ —0.02T;
t)y'(5) = 1/75; w)y'(0) = —1; v)—13.5sin 3.375 cos 3.375 ~ 6.727; w)y' (%) = 4/V/3;
Xy (4) = —1/4v/3; y)y'(r/4) = 1; 2)y'(4) = 1/5.

8. Izracunajte f(3) i f'(3) za funkciju zadanu formulom

-1 Jr2+1
f(x):ln4i+1+3ln ;tl—l—zarctanx.

Rjesenje. Jednostavnosti ra¢unanja radi, treba iskoristiti svojstva logaritma:

1. z—1 3. z2+1

flx) = Zlnx+1+zlnx2_1+§arctanx
f3) = T2+ s - 32+ Larctan2 = 0.5476
= 4I1 41’1 9 n 2&1’031’1 = U.
f@) = Sn@-1)— @41+ @ +1) — S In@® — 1) + - arctan
X = 4 X 4 X 4 X 4 X 2aca X
Fla) = 1 _ 1 n 6z _ 3z n 1
oA —1) A(z+1)  4@24+1) 2@2-1) 2(22+1)
fl(z) = 0.1875

7.5 Tangenta i normala na graf funkcije

Tangenta na graf funkcije y = f(x) je pravac koji se najbolje priljubljuje
krivulji grafa:

Ff:{(x,y), y:f(x)}
Jednadzba tangente pretpostavlja poznavanje triju velic¢ina:
xo ...apscise diraliSta
yo = f(zo) ...ordinate diralista
y'(zo) = f'(x0) = k. ..brojéana vrijednost prve derivacije u
Jednadzba tangente je jednadzba pravca koji prolazi diraliStem s koeficijen-
tom smjera

k=tgp =y (x0),
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gdje je ¢ kut koji pravac zatvara s pozitivnim smjerom osi Ox:
Y —yo = k(z — ).

Normala je pravac koji diralistem prolazi okomito na tangentu. Jednadzba

normale 1

Y=Y = —%(53 — o).
1. Nacrtajte grafove slijede¢ih funkcije i napisite jednadzbe tangenata na
grafove u tockama koje su zadane slijede¢im podacima:

(a) graf y = 2z — 2%, u tocki s z = 3
(b) krivulja y = 2 u tocki = = 4

(¢c) funkcija y =/, u tocki y = 3
2. Nadite jedndzbu tangente i normale
(a) na krivulju y = v/ — 1 u tocki (1,0).
(b) na krivulju y = arcsin 3 u sjecistu s z-osi.

1—x2

(¢) na krivulju y =e u sjecistima s pravcem y = 1.

3. Formula glasi
r+1—a?

xz

y=In

Koliko je y/(1)? Napisite jednadzbu tangente i jednadzbu normale na
graf funkcije zadane formulom.

4. Zadana je formula
f(x)=In2+e " +Ver + e +4)

Odredite tocku u kojoj graf funkcije y = f(x) sijece os Oy i koeficijent
smjera tangente na graf u toj tocki.

5. Odredite koordinate tocke u kojoj os apscisa sijece tangenta povucena
na graf funkcije y = 2% u tocki s ordinatom y = 4.

6. Izracunajte koordinate tocaka u kojima koordinatne osi sijece tangenta
povucena na y = Inx u tocki s apscisom x = 1.
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7. Kolika je povrsina koju s koordinatnim osima odredjuje tangenta povucena

na graf sinusoide y = 3sin(2z — §) u tocki s apscisom x = ?jf.

Rjesenja zadataka
1 a)dlz—4y+1=0;b)y=—232+6;c)y=to+3
2. Tangenta i normala redom: a)z = 1,y = 0; b)z —2y — 1 =0,2c +y — 2 = 0;
c)2c+y—3=0,2—2y+1=0za (1,1);20 —y+3=0,24+2y—1=02za (—1,1).
3. Izy = L c =12 Ggito je ¥’ (1) — oo, §to daje za tangentu vertikalu z = 1,

z4+vV1—22 zvV1—2x2
a za normalu y = 0.

4. yo = f(0) = In(3 4+ /6, y'(0) = 73+1\/6'

5. Uvjete da im je ordinata y = 4 imaju dva diralista: (2,4) i (—2,4), pa postoje dvije
tangente: y = 4x — 4 1y = —4x — 4 koje sijeku os apscisau z; =11z = —1.

6. Diraliste je (1,0), tangenta y = x—1, sjeciSta s koordinatnim osima su (1, ) i (—1,0).
7. Diraliste (27, —%), tangenta

3v/2 3
y+7f=—9\/5(fv—£),

. o 2
a trazena povrSina P = %(971 —2)2

7.6 Derivacija implicitno zadane funkcije

Formula u kojoj su dvije varijable, izjednac¢ena s nulom predstavlja u ravnini
R? krivulju u smislu da jednadzba F(z,y) = 0 provjerava da li tocka T =
(x,y) pripada krivulji. Primjeri su jednadzbe parabole, hiperbole, elipse i
kruznice iz srednje skole.

Uz odredene uvjete jednadzba

F(z,y) =0

implicitno definira y kao funkciju od x. Jedan od uvjeta je da vertikala sijece
pripadnu krivulju samo u jednoj tocki.

Primjer 7.8 Jednadzba jedinicne kruznice
Phy=1

definira funkciju

y=v1-—ua2
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na gornjoj polukruznici i funkciju
y=—vV1-2a2
na donjoj.
Derivaciju 3" implicitno zadane funkcije nalazimo derivirajuéi
F(z,y) =0

po varijabli x smatrajuéi y funkcijom koja ovisi o x po nepoznatoj formuli.
Geometrijska interpretacija v’ je koeficijent smjera tangente na krivulju

F(z,y)=0

Primjer 7.9 Odrediti iy implicitno zadane funkcije formulom
o+ =1

Deriwacija lijeve 1 desne strane po varyabli x daje:

2042y -y =0

formulu za racunanje koeficijenta smjera tangente na kruznicu
w2 4+t = 1.

Koeficijent smjera y' — oo za y — 0 Sto je ocito, jer su jednadzbe tangenata
u tim tockama x =11 x = —1.

Primjer 7.10 Napisati jednadzbu y' ako je y zadana implicitno formulom
23+ y? — 62y = 0.
Deriviranjem lijeve 1 desne strane po x dobiva se:

32° 4+ 3y*y —6(y +ay') =0
322 — 6y = 3y (2r —y?)|: 3(2x — y?)
/ 2 — 2y
Y =573
2 — vy
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Zadatak 7.13 Odredite formulu prve derivacije funkcije y(x) zadane
plicitno:

8l

Inz +e = =9.

Rjesengje. Deriviranjem po x dobiva se trazena ovisnost 3’ o koordinatama (z,y):

1 'x —
— — e % y 5 y = O| 1’2
x x
v o= eyt
zer +y = ay
y/:e%_Fg
x

Zadatak 7.14 Nadite v iz formule

tgy = xy.
Rjesenje. Deriviranje lijeve i desne strane:

1
cos?y

y = y+ay

, ycos?y
y =

1—zcos?y
daje trazenu formulu.
Zadatak 7.15 Napisite prou derivaciju formule y' zadanu implicitno:

¥ =y”.

Rjesenje. Logaritmiranjem lijeve i desne strane formulu pripremiti, a onda derivirati:

2y = ¢y |ln
ylnz = zlny |
y’lnx—l—g = 1ny—|—xg
x x

y = oslnyfy.g

ylnxr —x «x

Rijesite slijedece zadatke
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1. Nadite 3/ ako je y zadana formulom
r—Y
r+y

y’ =

2. Funkcija y zadana je implicitno formulom

ey =z +y.

Napisati formulu za 3.

3. Nadi formulu ¢ iz formule
Va? 4 yfy? = Va2,

gdje je a proizvoljna konstanta.

Rjesenja:
LY = s
2.y = a5
3.y ==L

Primjer 7.11 Izracunati vrijednost y' u tocéki (—1,0) krivulje

Y
arctg= —Iny/x2 +y2 =0
93} Y
zadane implicitno.

Rjesenje. Formulu kojom je zadana krivulja treba derivirati po varijabli x:

1 yr—y 1 1 ,
: — (22 +2yy’) =0
1+ (g)g v Va? +y? 2¢/a? +
Zatim se wvrStavanjem vrijednost koordinata tocke: v = —1, y = 0, dobiva

jednadzba u kojoj je jedina nepoznanica iy :

1 —y -0 11
i (240)=0

1+0 1 12

12 koje 1zlazi
y'(—1,0) = —1.
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Zadatak 7.16 Odredite y'(1,1) funkcije
x¥ =y".

Rjesenje. Implicitna formula treba se logaritmiranjem svesti u oblik pogodan za derivi-
ranje:

Inzy = Iny®
ylnz = zlny |
/ 1 1 /
ylnr+y— = Iny+z—y
Z Y
y =1

Izracunajte vrijednosti derivacije implicitno zadanih funkcija.

1. Funkcije
2 2
T Y
I AR
9 4
u tocki s ordinatom y = 2.
Rjesenje. Dva su rjesenja: y/(2,3) = —2 i ¢/(2,-3) =

2. Funkcije
v* +ay+y* =6,
u tocki s apscisom x = —2.
Rjesenje. Ponovo su dva rjesenja: y(—2,3) = 1 iy(-2,-1) = -3,
3. Funkcije
zy —tgy =0

u tocki (0, ).
y'(0,m) = .

4. Funkcije
Vo +y=4

u tocki za koju je y = 4.
Rjesenge. y'(4,4) = —1

5. Funkcije
e/ +ry=e

u tocki (0,1).

Rjesenje. y'(0,1) = —e~ 1
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6. Funkcije
rlny —ylnz =1

u tocki za koju je x = 1.

Rjesenje. y'(1,e) = e? —e

Zadatak 7.17 Odrediti vrijednost prve derivacije y' funkcije
e“siny —e Ycosz =0
u tocki s ordinatom y = 0.

Rjesenge. Apscisa tocke moze biti bilo koji = (2k + 1)F i nije jednoznacna, pa
postoji beskonaéno mnogo rjeSenja ovog zadatka. Derivacija po = daje

e’siny +e“cosy -y +y'e Yeosxr+e Ysine = 0.
Uvrstavanjem se dobiva za proizvoljni k € Z:

y'((2k + l)z) = (—1)k+1e(2k+1)%.
Xz

7.7 Diferencijal funkcije

Prirast funkcije zadane formulom y = f(x) pri promjeni varijable Ax
racuna se oduzimanjem

Ay = f(z + Azx) — f(z).

Diferencijal funkcije u oznaci dy = df = df(x) je glavni dio prirasta
funkcije koji linearno ovisi o infinitezimalnoj promjeni varijable Ax =
dx preko koeficijenta proporcionalnosti koji ovisi o vrijednosti varijable
x kod koje se diferencijal racuna:

dy = f'(z) - du.
Primjer 7.12 Odrediti formulu diferencijala funkcije
Yy = arcsinx

za vrijednost argumenta x = 1/2. Odredite arcsin 0.45 pomocu prvog
diferencijala:
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Rjesenge.

y =
dy =
1

/ — —

Y (4)
de =
dy =

arcsin(0.2 =

Rijesite slijedece zadatke:

1
V1—22

! d
—Qaxr
V1—22
2
V3
0.45 — 0.5 = —0.05
2 -1 1
V3 20 103

arcsin 1/2 + darcsin 1/2(—0.05) =

1. Nadite prve diferencijale slijedec¢ih funkcija:

(a) y = (32% — x)*? u tocki x = —1
(b) y=2" =3+ /rutockiz =1

(¢c) y=In(cosi) —Lzaw =12

2. Odredite pomocu diferencijala odgovarajuc¢ih funkcija:

4

1+Inz
oz —zlnz’

provjerite da vrijedi:

20%dy = (2°y* + 1)du.
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4. Provjerite da
)
arctg> = In /22 + y?
gx Y

zadovoljava diferencijalnu jednadzbu:

z(dy — dx) = y(dz + dy).
5. Izracunajte df,—o ako je
fx)=vVz+1—-In(1+Vz+1).
6. Kako glasi formula za dy, ako je
y=(z—-3)Va

Rjesenja.
1. Diferencijali:
(a) dy = —21dx
(b) dy = 123244y — 6.28dx
(c) dy = 7T;d:c
2. Priblizno ra¢unanje:
V101 = V100 + s - 1= 10 + 55 = 10.05

(a)

(b) m3=Ine+1 - B-e=1+2-1=2~11
)
)

(c) €205 =¢% +¢%.0.05=1.05
(d) arctg2 = a?“ctg\/g—i—ipr(i/g)2 (2=V3) =2+ 2—4\/5 = 4”‘*‘?;3‘/3 A 18562519 —
13.35 _ 1.11
12 :

(e) sin69° = sin 60°+cos 60°-9°- 1555 = §+
0.943

(f) tg40 =tgd5+ 4= (-5°) & =1-2 - ~1— 34 =1-0.174 = 0.826

~ 17840457 — 0.865+0.078 =

N[
g

provjera potvrduje jednakost
dokaz zavrSava trazenom jednakosti

dfpmn = YEE |,y - dw = — 1T

1—az4 15

S vk W

dy — 3:£/—53
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7.8 Logaritamsko deriviranje

Logaritamsko deriviranje neophodno je kad se varijabla javlja u bazi i ekspo-
nentu, a moze biti i zgodno, jer algebarski pojednostavljuje izraze potenci-
ranja i korjenovanja.

Primjer 7.13 Derivirati
y=a".

Rjesenje. Logaritmiranjem lijeve i desne strane dobiva se
Iny=xlnx

koji deriviramo kao implicitno zadanu funkciju:

1 1
-y =he+z—.
Y x

Moguce je iskoristiti poc¢etnu jednakost i dobiti 3’ eksplicitno:
y =a"(Inx +1).
Zadatak 7.18 Napisite prou derivaciju funkcije
y = (sinz)”.
Rjesenje. Potpuno isti postupak kao u prethodnom primjeru daje:

Iny =xInsinz

COS T

1, .
—y =lInsinz+z
Y inz

y' = (sinz)”(Insinz + z - tgz

Zadatak 7.19 Derivirats
Yy = Ve,

Rjesenje. Logaritmiranje i implicitno deriviranje daje

Iny =+vzlnx

1 1

/
oy = ——— 1 -
Y=orz e

Y
Inx 1
P Vo [
e (2\/5+\/5>

[t
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Zadatak 7.20 Derivirajte funkciju i napisite formulu prve derivacije:

y=x
Rjesenje.
Iny = zlnz |ln
Inlny = xlnz+Inlhz |
1 ! 1 1
— Y = mr41+— -
Iny y Inx =«
1
y = ylny(lnaz—l—l—i— )
rlnz
x 1
= % -z%(l 1 1
2% - x®(lnz)(Inx 4+ +xlnx)

= 2% 2"(In’z+Inx+ é)
Logaritamski derivirajte slijede¢e funkcije:

1.

sinx

y = cos™ " x.

1 €T
Y= (1 + ) .
x
Primijenite logaritamsku derivaciju:

3. Odredite podrucje definicije funkcije

. (x —2)%2(x+1)
v J (x—1)5

Napisite jednadzbe tangente i normale na graf zadane funkcije u tocki
T(3,7). Koliku povrsinu omeduju tangenta, normala i os ordinata.

Rjesenja: 1. y' = (cosx)*"® (cosx -Incosx — sm%); 2.y =(1+ %)I~(ln(1 + 1y — L)

cos x x+1
3. Jedino ogranic¢enje predstavlja nultocka nazivnika:

D =R\ {5}.

Vrijednost funkcije u zadanoj tocki:

1-4 3
3)=3- ¢/ — = =.
y(3) V5 =3
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Logaritmiranje prije deriviranja:

1
Iny = lnx+§(2ln(x—2)+ln(x+1)—51n(x—1))
B U N S R S
yy_m3x72 3 z+1 3 z-1
2 12 1 5
37V T 373712 6
, 13
Yy = —g

- tangenta: 13z 4+ 8y — 51 = 0;

- normala: 16z — 26y —9 =10

- sjeciste tangente s osi Oy: y, = %
- sjeciste normale s osi Oy: y, = —55
- povrsina trokuta:

4. Izracunajte y'(—2) ako je

Rjesenje. y'(—2) = %{’/g ~0.12

7.9 Derivacija funkcije zadane parametarski

Postoje krivulje ¢ije tocke po koordinatama generira parametar t. Uz uvjet da
na intervalu x € [a, b] svaki vertikalni pravac sijece krivulju u samo jednoj
tocki, moguce je govoriti o funkcijskoj ovisnosti koordinate y o koordinati
x.

Poznata krivulja koju bi opisivala svjetiljka zalijepljena na rub kotaca
bicikla polumjera a dok se vozi po ravnoj cesti je cikloida. Koordinate
cikloide generirane kutom t za koji se zakrenuo kotac¢ bicikla racunaju se po
formulama

r = a(t —sint)

y = a(l — cost)

Tocka cikloide dobiva se uvrstavanjem parametra ¢ u formule koje daju njene
koordinate.
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Derivacija isto tako mora ovisiti o parametru t. Formula derivacije kao
funkcije od parametra t jest:

dy
L
= = dz
dx o T

gdje su ¢ i & derivacije koordinatnih funkcija koje ovise o t.
Derivacija ¢’ na parametarski zadanoj cikloidi tako je

, sint

y :1—cost

i definirana je za svaki ¢, osim u nultockama nazivnika.

Zadatak 7.21 Odredite tocke u kojima prva derivacija tma prekid. Ispitajte

limvy ¢ lim ¢/
t~>0+y tHO*y

1 generalizirajte limese u tockama prekida.

Rjesenje. Limesi:

. sint . ==

lim ¢y = lim = lim —L— =

t—0+ t—0+ 1 —cost  ¢—o+ sin® gt
+ )2
(5)4

1
= oo T
4
lim ¢y = —c0

t—0—

ukazuju da cikloida u tockama prekida prve derivacije ima ”§iljke”
Odredite derivacije 3’ koje predstavljaju koeficijente smjera tangenti param-
etarski zadanih krivulja u slijede¢im zadacima.

1. Krivulja je zadana parametarski

v = ()

. . .. _d
Odredite derivaciju y' = 2.
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Parametarski zadanoj funkciji

{r2%

odredite derivaciju. RijeSite se parametra t i napiSite implicitnu i ek-
splicitnu jednadzbu za funkciju y = y(x).

x=e?
—

parametarski zadana krivulja, odredite formulu prve derivacije i izracunajte
vrijednost derivacije za tocku odredenu parametrom ¢ = 0.

. Ako je

Krivulja je zadana parametarski:

__ 2at

T =17
_ a(1-t?)
y - 1+t2

Odredite derivaciju
dy
dx’

Dokazite da funkcija y zadana parametarski jednadzbama

x = 2t + 3t?
y = t* 4 2t°

zadovojava diferencijalnu jednadzbu:

dy 2 dy ’
=== 21> .
o= () ()

Rjesenja zadataka 1-4.

1.
2.

dy _ —2t

Derivacija 32 = 1

Derivacija: y' = % Formula: y3 = 22, graf se sastoji od dva gornja dijela dviju
parabola sa ”giljkom” u iskodistu i osima duz osi OX.
9y — —2¢%, vrijednost y'(0) = —2.

dy _ —2t

4. de = 1-t2"
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7.10 Derivacije viSeg reda

Derivacija funkcije ponovo je funkcija. Deriviranjem derivacije dobiva se
funkcija koja se naziva drugom derivacijom u oznaci y”.

Analogno se definira tre¢a derivacija u oznaci y"”, ¢etvrta u oznaci y!")
i tako dalje ...

Rijesite zadatke:

1. Odredite ¢etvrtu derivaciju ") polinoma
y =32 — 22t + 42 + 2% — 62 + 1.
2. Izracunajte vrijednost y”(0) za funkciju
y=e
3. Odredite formulu pete derivacije funkcije
y = In2x.
Kako bi glasila formula 10. derivacije? A n-te?

4. Pokazite da funkcija

12&0
y—§$6

zadovoljava diferencijalnu jednadzbu
y// _ 2y/+y — 6([

Rjesenja zadataka 1-3.
1. yIV) =360z — 48
2.y =2e" (1+2%)
3. y(V) =24 (X)) — _m%; y(m = (_1)n71@

= an
Formalno, zapis druge derivacije je derivacija po x prve derivacije:

y,,_dy’_d(fﬁ) _d (dy> _dy

dz?’

dx

dx der  dx
gdje je
d*y
dz?
formalni zapis koji se ¢ita: "Dvaput deriviran y po varijabli x.
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Primjer 7.14 Pokazati da formula druge derivacije

d*y
dx?
kod funkcije koja je parametarski zadana glasi:
y// _ ya; _3 y%
T

Primjena formalnog racuna daje:

d (L
g d () _ d(@)
dr \ dx

Y 2 Y o yr —yxr

T 3

Zadatak 7.22 Odredite y" na elipsi zadanoj parametarski:
T =acost
y =bsint

b

Rjesenge. Druga derivacija y" = — ———.

7.11 Primjena derivacija u geometriji

Derivacija u geometriji ima znacajnu ulogu u proucavanju kvalitativnih
osobina krivulja i ploha. Ideja tangente u svojoj generalizaciji omogucava
lokalnu organizaciju zakrivljenih ploha u ravninske.

1. Odredite domenu funkcije

r+1
r—1

y=1In

i napisite jednadzbu tangente u tocki s apscisom z = 2.

2. Izracunajte povrsinu sto je tangenta na krivulju

y:x'arcsinwli—karctg\/_— vz,
1+2

povucena u tocki s apscisom x = 3 zatvara s koordinatnim osima.
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10.

Odredite domenu funkcije

— oy rsind
V=A\loo 1 x sin4x

i napiSite jednadzbu tangente u tocki s apscisom x = 1.

Odredite jednadzbu tangente koja je na kruznicu x? + y? = 25
povucena u tocki (3,y < 0).

Izracunajte velicinu povrsine koju s koordinatnim osima zatvara
tangenta povucena na hiperbolu 922 — 16y? = 144 u tocki (z <
0,3)

U kojoj je tocki krivulje y* = 22® tangenta okomita na pravac
dr —3y+2=07

Napisite jednadzbu tangente i normale na krivulju

yey — 6m+1

u tocki 7'(0,1) zadane krivulje. Koliku povrsinu zatvaraju tan-
genta i normala s osi apscisa?

Funkcija je zadana formulom

r—1 =«

3

f(z) = 2arccos

Nadite formulu inverzne funkcije. Nacrtajte inverznu funkciju i
odre-dite jednadzbu tangente u tocki T'(%, 7) grafa inverzne funkcije.

Odredite jednadzbe tangenata na graf funkcije

B 1—2z
20 +3

Y

okomitih na pravac bx —y — 2 = 0.

Izracunajte vrijednost parametra k =7 za koju je tangenta na graf
funkcije
y = In(kz® — 2+ 1)

povucena u tocki s apscisom x = 3 okomita na pravac x+y+5 = 0.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Koliku duljinu na tangenti, povucenoj na krivulju
r T
arctg= + = = In(2* + ?)
y oy
u tocki (0, 1), odreduju tocke u kojima tangenta sijece koordinatne
0si?
Odredite domenu funkcije

z—1
n
z+1

y=1

i nacrtajte u koordinatnom sustavu tangentu na graf funkcije
povucenu u tocki s apscisom x = 2. Koliku duljinu ima dio tan-
gente izmedu njenih sjecista s koordinatnim osima?

Napisati jednadzbu tangente i normale povucene na graf funkcije
y = (22)*
1

u tocki s apscisom r = 3.

Napisite jednadzbe tangente i normale na krivulju
Py 420 —-6=0

u tocki u kojoj je ordinata y = 3.

Odredite jednadzbu tangente i normale na krivulju
y* = 42t + 6zy

u tocki (1,2).

Naéi jednadzbu tangente na krivulju
zy —tgr =0

u tocki A(%,7).

Izracunajte povrsinu koju s osi Ox zatvaraju tangente na krivulju
327 —2y* —3y+2=0

u tockama s ordinatom y = 1.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.
25.

Krivulja je zadana jednadzbom:
e’sinx —e “cosy = 0.

Pokazite da tocka z = 0,y = 7 pripada krivulji. Napisite jed-
nadzbu tangente povucene u zadanoj tocki na zadanu krivulju.

Funkcija f(z) = In(x + V22 + 1) naziva se area-sinus hiperbolni.
Napisite formulu inverza i prvu derivaciju inverza zadane funkcije.
Odredite jednadzbe tangente i normale na graf inverzne funkcije
u tocki s apscisom x = 0.

Funkcija je zadana formulom

1 ) —1+7T
= — arcsin —.
y=35 3 T

Napisite jednadzbu normale na graf funkcije inverzne zadanoj

funkciji u tocki s apscisom x = §. Nacrtajte graf inverzne funkcije.

Funkcija je zadana formulom
1— ¥z
V1+ 2+ Va2

Odredite domenu. Izracunajte f(0). Nadite jednadzbu tangenta
na graf u ishodistu.

f(x)=1In

Kut pod kojim se sijeku krivulje u sjecistu racuna se kao kut
izmedu tangenata na krivulje u njihovom sjecistu. Za kut
¢ izmedu krivulja y = f(z) i y = g(z) u zajednickoj tocki
(zo,yo = f(x0) = g(x0)) vrijedi:

 f'wo) — ¢/ (o)
9 = T ao)g' (@)

Pod kojim kutevima sinusoide y = sinx i y = sin2x sijeku os
apscisa u ishodistu koordinatnog sustava?

Pod kojim se kutom sijeku parabole y = (v—2)%iy = —4+6x—2%?
Pod kojim se kutem sijeku parabole y = 22 i y = 237

Pokazite da se krivulje y = 42® + 22 + 8 iy = 2° — x + 10 diraju
u tocki 3,34). Hode li se dirati u u tocki (—2,4)?
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26. Pokazite da se hiperbole 2y = a® i 22 — y? = b? sijeku pod pravim

kutom.
Upute i rjesenja prethodnih zadataka.

1. Domena je rjesenje nejednadzbe

r+1
rz—1

>0

koja se rjesava, nakon nalazenja nultocaka brojnika i nazivnika, analizom

predznaka na brojevnom pravcu:

iglasi: D =< —o0,—1 > U < 1,400 >. Za tangentu imamo z-koordinatu

diralista zy = 2. Druga koordinata dobiva se po formuli
Yo = In 3.

Koeficijent smjera tangente jednak je iznosu prve derivacije u tocki diralista:

;o oozx—1 z—-1—(z+1) -2
A | (x —1)2 a2 -1
2
k:y/($0) = 755

tako da jednadzba tangente moze biti

2+ g
= —=X — no.
y=73%73

2. Koeficijent smjera tangente dobiva se postepeno:

, aresin X ta 1 1+:vfx+ 1 1 1
= 1 . . . —
4 1tz i = (+e? " 1fe 2/ 2@
3 1 1 1 1 1 T 3 3
'3) = arcsin\/7+30~+~+
y'(3) 1 /1_% 16 4 23 23 6 8 83

A7v/3 +9v3 =9
24+/3

Druga koordinata diralista dobiva se uvrstavanjem u funkcijsku formulu:

3 47 — 3v3
y0:3.arcsin\/;+arct9\f—\/§:ﬂ-3\[.
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Jednadzba tangente za one koji, kao i vasi autori, nemaju racunaljku, glasi:

4 —=3V3  4mV/3+9v3 -9
Y 3 24V/3

Bez digitrona, sjecista pravca s osi Oz i Oy su vrlo egzoti¢na:

(x —3).

45 4+ 27v/3 — 2073
AT\/349v3 -9
1270+ 9 — 43
8

y prg
Trazena povrsina je povrSina pravokutnog trokuta i glasi:

1454273 -20mV3 127+ 9 —4v3  260mv/3 4 27v/3 + 63 + 144w — 2407
C 2 4mV/3+9vV3-9 8 B 64 + 144 — 48V/3

)

priblizno u apsolutnoj vrijednosti 1.4958, odnosno 1.5 kvadrata.

3. Domena je rjeSenje
4—z
>
20 —1

Nultocke brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu daju

r: —o0 % 4 400
p g
201 - L+ 0 -

domenu: D =< %, 4 >. Za tangentu treba:
o = 1

Yo = \/§+sin4—\/§+sin4

—(2z—1)—2(4 —
(22 ) ( 7) +sindx + xcosdz - 4

;o 1
Y = (2 —1)2
2x—1

1 —-1-6
y(1) = —- . +sin4 +4cos4

Jednadzba tangente glasi

7
—\/g—sin4:<—+sin4+4cos4> x—1
y 7 ( )

ili priblizno y = —7.4z 4 8.4.

4. Deriviranjem lijeve i desne strane po x dobiva se

2z +2yy =0



Tocka diralista ima koordinate (3, —4), pa je

3
/ 4 =2
i jednadzba tangente glasi:
_3,.%
YEAT T

. Prva koordinata diralista dobiva se uvrstavanjem druge u jednadzbu hiperbole

922 = 144+16-9
2 = 32
r = —4\/5

Koeficijent smjera tangente dobiva se iz derivacije implicitno zadane funkcije:

18z —32yy = 0
, 18- (—4)Vv2 3v2

vy o= 32.3 4

otkuda jednadzba tangente glasi:

y—3= f?)zlﬁ(z+4\/§).

Rjesavanjem jednadzbi nakon uvrstavanja z = 0, odnosno y = 0 dobivaju se

sjecistas osi Oy uy = % isosiOzuz = 4‘[%. Povrsina je pravokutnog
trokuta
1 12-9v2 4v2— 108 — 2
P=|-- 9v2 . V23 = 08 — 75v2 =0.12 kvadrata.

2 4 2 16

. Formula za racunanje koeficijenta smjera tangente u proizvoljnoj tocki krivulje
dobiva se deriviranjem:

2uy’ = 6a?
, 3z
y = =

Yy

Zahtjev za okomitost tangente i zadanog pravca daje uvjet:

y:éx_Fz :>]g:é :>y/:—§
3 3 3 4

3 322

4y

y = —4a2?
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koji se uvrsti u jednadzbu krivulje:

162 = 22% |:222#0
PN
8
1 1
v = 5T 6

i daje rjeSenje.

7. Koeficijent smjera tangente, tangenta i normala dobivaju se:

ey +yely’ = e ](0,1)
ye+ye e
1
! — —
(A
1
tangenta . .. y = ix +1
normala . . . y=—-2x+1

Tangenta sijece os 0z u tocki (—2,0), a normala u (1/2,0). Trazena povrsina

25-1
P = ST =1.25 kwvadrata.

8. Inverz je formula koja racuna x preko y:

vy o_ aurccosx_1
2 6

cos(g—z) _ oz 1
2 6/ 2

2cos(g—7)+1 =z

2 6
) 200s<§f%>+1 |cosoz:sin(:z:+g)
1 . x ™

sl

() sin 2+3 +

Crta se sinusoida amplitude 2, periode 4, pocetka u —27/3, koja je podignuta
za 1. Tocka grafa

r m
ran(545) 1
Y sin 5 + 3 +
u kojem treba povuéi tangentu je
m
) = —
Yo =

koeficijent smjera je



pa jednadzba tangente glasi:
y—3=0.

9. Koeficijent smjera tangente na pravac

y=20r—2
ocCito je
1
/ —_— —_—
Y = 75
;. (22 +3)-2(1-2) -5
vo= 2z + 3)2 T 2z +3)?
204+3=5 22+3=5
1 -5 N 21 = 2 2z = —8
5 (2 + 3)2 r=1 T=—4

stoga postoje dvije tangente:

t1... x+5+9=0
ta... x+0y—1=0.

10. Tangenta povucena na zadani graf u tocki x = 3 ima koeficijent smjera

1
"= . (2kx -1
Y kx?2 —x+1 (2kz —1)
1
"3) = -(6k—1
@) = gy (Bk-1)
y=—xr—-5 = y =1
9%k -2 = 6k—-1
1
k= =
3
11. Derivacija lijeve i desne strane po varijabli x:
1 y—zy  y—ay 1 /
. + = ——2x+2
. (£> Y2 Y2 x2+y2( yy')
11 1 1
—. 4+ = . 2/
1’171 p0F2)
2 = 2
y' =1

Tangenta y— 1 = z odsjeca koordinatne osi u (0,1) i (—1,0), pa po Pitagorinu
teoremu trazena duljina iznosi:

?=1+1

oko 1.4 jedini¢ne duljine.
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. Domena je rjesenje nejednadzbe
x—1
z+1

i dobiva se nakon nalazenja nultoCaka brojnika i nazivnika na brojevnom
praveu:

>0

r: —00 -1 1 400
=T
= + ! - 0 +
Domena je D =< —o00,—1 > U < 1,400 >. Ordinata diralista dobiva se
rac¢unanjem vrijednosti funkcije:

1
Yo=In-=—In3,

3
a koeficijent smjera tangente je vrijednost prve derivacije:
;o o+l z+1—(x-1)
YT 21T @tz
2 2
"2) = 3. ===
y'(2) 5= 3

a iz jednadzbe tangente y +1n3 = %(x —2) odrede se sjecista s koordinatnim
osima: (0, —% —In3)i # + 2,0). Pitagorin poucak daje

4 3In3
@ = (3+3)+( ; +2)2
2o 131n23+261n3+g
B 4 3 9
d ~ 744
. Diraliste:
1
o — 5
133
Yo = (2'5)3321

Koeficijent smjera tangente logaritamskim deriviranjem:

Iny = 3z-In2z |
1, 1
-y = 3In2z+3zx—2x
Y 2x
y = 3.
Jednadzba tangente je
1
—1=3(r— =
y (@-3)
a normale glasi
1= —2(03)
—1l=—=(x—2).
Y 3772



14. Apscisa diralista dobiva se iz jednadzbe
®+224+3=0

pogadanjem: x = —1. Talijanski matematicar Cardano nasao je postupak
za rjeSavanje jednadzbi treceg reda, ali to nazalost prelazi okvire kolegija
”Matematike 1”. Koeficijent smjera tangente:

322 42y +2 = 0
- 5
Y7 7%
daje jednadzbe:
5
tangente. .. y—3:—6(x+1)
6
normale. .. y—3:g(x—|—1)

15. Derivacija implicitno zadane funkcije daje koeficijent smjera tangente:

4Py’ = 162> + 6y + 61y’
16y’ = 16+ 12+ 6y
14

nakon Cega jednadzba tangente glasi:

14
—2=—(z—-1
Yy 5@ )s
a normale .
—2=—"(z—1).
y—2 21

16. Ordinata tocke dobiva se rjeSavanjem jednadzbe:

T
—y—1=0
4y
4
y=— = 1.273,
7r
dok se nakon koeficijenta smjera
, 1
ytay ———— = 0
cos?
8 16
y = - — — ~0925
™o

dobiva jednadzba tangente y — 1.3 = 0.9(z — 0.8) s pristojnom pouzdanoséu.
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17. Dvije su tocke krivulje s istom ordinatom

322 —x—34+2=0
=1 x9=-1
y=3 y2=3

Koeficijenti smjerova dobivaju se derivacijom implicitno zadane funkcije:

327 —xy* —3y+x = 0
6z —y? —2zyy’' =3y’ +1 = 0
6 —y>+1 = o/ (2zy+3)
, bz —y?+1
YT Tomy+3
6—-9+1 2
v = mm =
—-6—-9+1 14
v = g =3

i daju dvije tangente:

2

y—3=—§(3¢—1)
14

Tangente sijeku os apscisa u tockama (11/2,0) i (—23/4,0), a sjeciSte je u
tocki (—3/4,25/6). Iz lijepog i preglednog crteza moguée je dobiti povrsinu

trokutas:
45 25

p=4 2F = 23.4375 kvadrata.

18. Provjera je trivijalna. Koeficijent smjera tangente nakon deriviranja:

eYy'sinz +eYcosx+e Peosy+e Tsiny-y = 0 [(0,7/2)
ety = 0
y = €/?~4810

daje tangentu:

[N

™
— — =e2,
L

19. Area-sinus hiperbolni Arshx = In(z + vz? + 1) ima inverz:

y = In(z+Va2+1)
ey = z4+V22+1
(¥ —2)? = 2241
e —2xe¥ +2% = 22 +1
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e —_1 = 2z¢¥

e —1
xrx =
2eY
I ¥ —eV
r=f"y) = 5
e’ —e "
h =
shx 5 ,
sinus hiperbolni. Prva derivacija sinusa hiperbolnog je
1 x —x
3 (e —e - (-1)) = % = chz

ili kosinus hiperbolni. U tocki

o =
vy = 0
y'(z0) =
==z
20. Inverz:
2y —m = arcsin y—
-1
sin(2y —m) = yT
3sin(Qy—7)—1 = =z
fHz) = 3sin(2z —7)+ 1.
Tangenta na graf inverza:
g = 71'/4
vo = [ Hxo)=3sin(r/2—7m)+1=-3+1=-2
y' = 3cos(2x —m) -2
y'(xo) = 0
tangenta. . . y=—2
normala . .. x=m7/4

21. Domena se dobiva rjeSavanjem nejednadzbe
1- V=

1+ Yz + Va?

Nejednadzba se rjesava analizom predznaka brojnika:

1-¢z = 0
= 1

> 0.

)

195



koji je pozitivan za x < 1. Nazivnik je uvijek pozitivan, kao rezultat drugog
korjena. Pitanje je da li se korjenovati uvijek moze.
korijenom pocinje trazenjem nultocaka:

1+ ¥z + Va2
/Vx

14t 42

t1,2

t

S

0

t/

0

—1+1—4
2

Q.

Analiza izraza pod

Nepostojanje nultocaka ukazuje da je izraz ispod korijena uvijek pozitivan.

D=TR.
Nadalje, f(0) = 0. Za jednadzbu tangente potrebno je odrediti koeficijent
smjera:
__1 32 (1 _ R S 1 2
o ﬁ+%+%? =\ 1+ Vot Ve —(1 %0WH%W§®® 575

-

3+ Va2
e L
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1+2 ¥z
3Vz2

1—2z

1+ Ya + Va2

—2—2¥x —2V22 — (1 — Jz + 2w — 2V/22)

6/z(1 —
-3-3¢x 1+ {x

x)

6Ya(l—z)  2¢a(l-a)

koji u ishodistu nije izra¢unljiv. Analizom grani¢ne vrijednosti:

1+ ¥z

lim —————— =+

r—0 2\3/5(1 71’)

dobiva se beskonacno velik koeficijent smjera, ¢ije je geometrijsko znacenje

vertikala x = 0.

22. Vrijednosti:

Yy =cosxT =
yh =cosz-2 =
tgp =
@ =
23. SjeciSte parabola:
(z—2)?

y1(0) =1
y5(0) = 2
2-1 1
1+2 3

18°

= —4+6z—2°



202 —10z+8 = 0

2 —5x+4 = 0
5jm/25—16_5i3_41
2 o2 7

T1,2
y1=2-2)=y4)=4  yh(1)=-2
Yp=06—22=y(4) = -2 ys(l) =4

tgp(4) = @ =—41° = 41°

_7
6 o

tgp(l) ==, ¢ =41

Kutevi su u obje tocke jednaki jer se za kut izmedu pravaca uzima Siljasti

kut.

24. Parabole imaju dva sjecista: (0,0) i (1,1). Koeficijenti smjerova tangenti u
sjeciStima:
yi=2z y(0)=0 y(1)=3
yy =32 y5(0)=0 y5(1)=3

ukazuju da se krivulje u ishodistu diraju, dok se u (1, 1) sijeku pod kutem:

11
tgp = —— == = =&
=116 77

25. Tocka (3,4) zajednicka je za obje krivulje. Iz racuna:

=842 yi(3) =26 y(~2)=-1
yo=32"—1 15(3) =26 y5(-2)=11
ispada da se u prvoj tocki diraju, a u drugoj tocki ne.

26. Racunaje koeficijenta smjera za obje hiperbole:

y+axy' =0 2z+2yy =0

I Y /I _ oz
y'=-2 y' =7

vodi na uvjet okomitosti tangenti u zajednickim tockama

ro y x
Y1 Yp=—=-—=-L
1°Y2 v

8 Primjene derivacija
Jednostavnost i razradenost tehnike deriviranja omogucavaju primjenu derivacija

u svim podruéjima ljudske djelatnosti. U ovoj zbirci su obuhvacene primjene
u geometriji.
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8.1 Ekstremi. Intervali monotonosti
Funkcije koje se obraduju u ovoj tocki eksplicitno su zadane formulom
y=[f(z).
Funkcija raste na intervalu < a,b > ako vrijedi:
T1,Te €< a,b>, w1 < I = f(z1) < f(xq).
Ako na intervalu < a,b > vrijedi
f'(z) >0 ze<ab>,
tada je funkcija rastuca na intervalu < a,b >.
Funkcija pada na intervalu < a,b > ako vrijedi:
T, T €< a,b>, 11 <9 = f(x1) > f(xq).
Ako na intervalu < a,b > vrijedi
f(z) <0 ze<ab>,
tada je funkcija padajuca na intervalu < a, b >.

Interval monotonosti funkcije je interval na kojem funkcija stalno raste
ili stalno pada.

Lokalni maksimum funkcije je vrijednost funkcije f(z1) za koju postoji
0 > 0 tako da
et —x1| <6 = f(x) < f(z1).

Lokalni minimum funkcije je vrijednost funkcije f(x2) za koju postoji § >
0 tako da
lt — x| < = f(x) > f(xq).

Singularna tocka domene je ona vrijednost varijable zy za koju je
f,(l'()) =0.

Lokalni minimumi i maksimumi nazivaju se lokalnim ekstremima funkcije.
Lokalni ekstremi funkcije vrijednosti poprimaju samo u singularnim
tockama, no postoje singularne tocke u kojima funkcija ne poprima
ekstremnu vrijednost.
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Primjer 8.1 Tocka xy = 0 singularna je tocka funkcije y = a2, no

funkcija u toj tocki ne postize lokalni ekstrem.

Dokaz. Prva derivacija iy’ = 32% o¢ito pokazuje da je ro = 0 stacionarna
tocka. No, na intervalu x €< —o0,0 > vrijedi da je y(x) < 0 =y(0) =
0, dok na intervalu z €< 0,400 > vrijedi y(0) = 0 < y(x).

Nuzan uvjet za postojanje ekstrema u tocki g je:
f/(xo) =0.

Dovoljan uvjet za postojanje ekstrema je promjena predznaka prve derivacije
u nultocki.

Druga derivacija svojom pozitivnoséu u singularnoj tocki ukazuje na lokalni
minimum, a svojom negativnoséu ukazuje na lokalni maksimum. Slabe
strane provjere drugom derivacijom su obaveza deriviranja i slucaj kad
je i druga derivacija jednaka nuli, kao u primjeru.

Zadatak 8.1 Odredite intervale monotonosti funkcije
y=1x?—2x+5.

Rjesenje. Domena funkcije je R. Nuzan uvjet:

y = 2x—2
y = 0 ex=1
Analiza predznaka na brojevnom pravcu:

Tr: —00 1 +00
Yy - 0
Yy N4

_|_
/
daje:

interval pada: < —oo,1 >

interval rasta: < 1,400 >
minimum u to¢ki Ty = (1,4).

Zadatak 8.2 Odredite intervale monotonosti funkcije




Rjesenje. Domena funkcije ocito je
D=<—-00,2>U< 2,400 >,

jer jedini uvjet na rac¢unanje vrijednost funkcije predstavlja dijeljenje koji u nuli nije defini-
rano.

Prva derivacija

, *—2—x 2
SRR EENCEPE

definirana je na cijeloj domeni. O¢ito je da prva derivacija poprima samo negativne vri-
jednost, jer je nazivnik kao kvadrat, uvijek pozitivan broj.

Odgovor: Intervali pada funkcije su < —00,2 > i < 2,400 >.

Zadatak 8.3 Za funkciju

flx)=zlnz
odredite intervale monotonosti.
Rjesenje. Buduéi se logaritmirati mogu samo pozitivni brojevi, domena funkcije je
D =<0,400 >.
Prva derivacija
y’zlnx—i—x-%:lna:—l—l

ima nultocku za

Inz+1 = 0
Inz = -1
1
r = e = o= 0.36788

Domena se ovom nultockom dijeli na dva dijela:
1 1
D=<0,->U< =, 400 >.
e e
Ni na jednom dijelu nultocaka vise nema. Uzimanjem tocke:
0.1 €<0,0.36788 >
i uvrstavanjem u prvu derivaciju dobiva se
y'(0.1) =In0.1 —1 = —1.30

negativna vrijednost, koja zbog neprekidnosti prve derivacije na intervalu < 0, é > povlaci
da je prva vrijednost negativna na cijelom intervalu. Naime, promjena predznaka neprekidne
funkcije povla¢i nuzno postojanje nultocke.

Analogno, uvr§tavanjem vrijednosti varijable 10 €< %, 400 > u formulu prve derivacije:

y'(10) =In10+1 = 3.30

pozitivna vrijednost ukazuje da je prva derivacija pozitivna na cijelom intervalu < %, 400 >.
Odgovor: Interval rasta funkcije je %, 400 >, a interval pada < 0, % >.
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Napomena 8.1 Promgjena vrijednosti neprekidne funkcije slicna je promjeni temperature. Negativna
temperatura pri prirodnom, neprekidnom, prijelazu u pozitivnu mora bar u jednom trenutku biti nula.
Eksplozija mine u snijegu ili puStanje COsq iz boce u poZaru nisu neprekidne promjene temperature.

Zadatak 8.4 Ispitajte monotonost funkcije
y = arcsin(1 + x).

Rjesenje. Domena funkcije dobiva se iz ograni¢enja:

—-1<14z<1|-1
—2<z<0
D =1[-2,0]

Prva derivacija
1
Yy =——>0
1—(14x)?

daje rast funkcije na cijeloj domeni [—2, 0].

Zadatak 8.5 Odredite lokalne ekstreme funkcije

x2—2r+2
y=—""""".
r—1

Rjesenje. Funkcija nije definirana u nultoc¢ki nazivnika:

x—1#0
x#£1
D=R\{l} = <-o00,1>U<1,+00>.

Nultocke prve derivacije:

Qe —-2)(x—-1)— (2 —20+2) 2u®—dx+2—2®+2x—2

V= (@ — 1) - (@ —1)2 =0
x? — 21 9
T = 0-(z-1)
z(r—2) = 0
xr1 =

Nultocke i tocka prekida dijele skup realnih brojeva na tri dijela:

<-00,0>U<0,1>U<1,2>U<2,+00>.
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Uvrstavanjem u prvu derivaciju po jedne tocke svakog segmenta dobiva se

8
—2€< —00,0> = Y (-2)=->0

9
—0.75
. 1 (0.5) =
0.5€<0,1> = %'(0.5) 0.9 <0
—2.75
1. 1,2 "(1.5) = ——
5e<1,2> = y(L1.5) 095 <0
3
3e<2,400> = y'(3)=-=>0

4
- tocka lokalnog maksimuma (0, —2), buduéi funkcija raste do 0, a zatim pada
- tocka lokalnog minimuma (2,2), jer funkcija pada za manje, a raste za vrijednosti

varijable vece od 2.

Zadatak 8.6 Naci ekstreme funkcije

SL’S

2 +3

y:

Rjesenje. Buduéi je funkcija definirana na cijelom R, nuzan uvjet trazi nultocku prve
derivacije:

, 32?(a®4+3) —a?(22)  2?(2?49) 0
B (22 4+ 1)2 (22432
2 = 0

Y

z9g =0
Nultocke druge derivacije dijeli domenu D = R na dva dijela
< —00,0>U < 0,400 >.
Uvrstavanjem broja —1 €< —o0,0 > u formulu

, 1-10
y(=1) = BT 0,
a zatim 1 €< 0, +o00 >:
y = 110 >0
14
postaje jasno da funkcija ne mijenja tok, ve¢ je rastuca na oba dijela. Zbog toga singularna
tocka nije tocka ekstrema.

Zadatak 8.7 Nadite lokalne ekstreme funkcije zadane formulom



Rjesenge.

D=R

y = 2ze—x + 2% " (—1) = ze *(2 — x)
Y =0z "2—2) = 0
xry = 0
To 0.

Analiza na brojevnom pravcu daje:

T | —00 0 2 400

Yy’ — 0 + 0 -

y N0 AN

min max

Zadatak 8.8 Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije
y=zln’z.

Rjesenje. Domena je ogranicena logaritmom:

D =<0,400>.
Nultocke prve derivacije:
/ 2 1
y=In"z+z-2lnz-— = 0
x
Inz(lnz+2) = 0
xr, = 1
To = e 2
vode na analizu predznaka prve derivacije na domeni:
T ‘ 0 e% 1 400
Y + 0 — 0 +
y o2 N\ 0/

Analiza daje rast funkcije na intervalima
1
<0, >U<1,+00>
e

i pad funkcije na intervalu
1

S 1>

<

Lokalni maksimum iznosi % i postize se za z1 = 2, a lokalni minimum je tocka (1,0).
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Zadatak 8.9 Odredite i klasificirajte lokalne ekstreme funkcije
y = 2sin2x + sin4x.

Rjesenje. Domena je R. Prva derivacija:

y =2cos2x-2+cosdxr-4 = 0
4dcos2x +4cosdr = 0]:4
cos 2z + cos? 2z —sin®2z = 0
cos 2z + cos® 22 — (1 —cos?2x) = 0
2c0s?2x 4+ cos2x —1 = 0, cos2x =t

28 +t—1 = 0

- —1im: —1+3

’ 4 4
t, = —1; to = 1
2
daje beskona¢no mnogo nultocaka:
cos2x = —1 cos2x = %

2v=m+2km,k€Z 2x==4% +2km,keZ
r=5+kmkeZ r=+% +kmke 2

pomocu kojih se analizira predznak prve derivacije na brojevnom pravcu:

T _z _z s s 3T~ _ T

2 6 6 2 2 — 2
y + 0 - 0 + 0 - 0 + 0 -
y 0N\ —%\/g / %\/g N0 0 N

Analiza pokazuje da su lokalni minimumi funkcije u tockama {% +2kn, —% + 2k}, k € Z,
dok lokalne maksimume funkcija postize u tockama {—3 + 2kx, & + 2kn}, k € Z.

U slijede¢im zadacima samostalno odgovorite na zahtjeve.
1. Odredite intervale monotonosti i ekstreme funkcije zadane formulom:

Inzx

y:?-

2. Odredite domenu i intervale monotonosti funkcije

T

y= In?z

3. Odredite domenu i intervale monotonosti funkcije




4. Odredite domenu, intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

2r — 3
r—1

y=1In

5. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

a:—:c2

Yy = xe

6. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme slijede¢ih funkcija:

(a)

2 3
y:§a: — 2z +1

(b)

(c)

y=In*z—In’z

7. Odredite podrucje definicije i klasificirajte lokalne ekstreme funkcije

y=1x—2sin’z

8. Odredite lokalne ekstreme funkcije:
23

V= Eis

9. Odredite intervale monotonosti funkcije:

@) = Inz — =z

X

Upute i rjesenja zadataka 1.-9.
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1. Domena D = (0, +00). Prva derivacija i njena nultocka:

1

/ x _

r—2rlnz  x(1-2nz) 1-2hz

gz x? N x? x
1-2lnz=0
Yy =0& i=Inz
r=e'/? ~1.649
Analiza predznaka na brojevnom pravcu:
z: 0 el/? 400

A E—
y ! =N\
daje odgovore:

- interval rasta: (0,e'/2)

- interval pada: (e'/2, +o0)

- (lokalni) maksimum M = (61/2, %)

2. Zbog nazivnika koji ne smije biti nula,
D=<0,1>U<1,+00>.
Prva derivacija:

y,_lnzx—xﬂlna%% _ Inz(nz—-2) Inzr-2

In? z B In? z Iz
Analiza predznaka provodi se nakon nalazenja nulto¢aka brojnika i nazivnika:

Inx =2 Inzx=0
r=e>~738 z=1.

Na brojevnom pravcu:

z: 0 1 e? +00
y I+ ! - 0 +

2
y N g S

dobivaju se odgovori:

intervali rasta <0,1>U<e? 400>

interval pada <1,e? >

2
2 &

lokalni minimum (e, 4)
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3. Domena: D =R\ {—1,1} Iz formule prve derivacije

, 22 —1-21-x 1+ 22

T @y T @y

zakljucuje se da je prva derivacija uvijek negativna, pa je funkcija padajuéa na
cijeloj domeni.

4. Domena je rjeSenje nejednadzbe:

20— 3

> 0.
r—1

Nultocke brojnika i nazivnika na brojevnom pravcu daju

x: —o0 1 3/2 +0o0
T72z=3
7= ¥ - 0 +

domenu
D=<-00,1>U<3/2,400 > .

Prva derivacija

;=1 2x—-1)—Q2r-3) 2r—-1-22+3 2
Y=o -3 z—1 T (2z-3)z-1) (z-3)(z-1)

nakon analogne analize daje rastu¢u monotonost funkcije na cijeloj domeni.

5. Funkcija je definirana na cijelom R. Prva derivacija i nultocke:

y = e fg et (1—-22)= e (1+x—227)
y =0
20—z -1 = 0
1+v14+8 1+£3 1
12 = = = 1) 5
’ 4 4 2
brojevni pravac:
T —o0 —1/2 1 +o0
Yy’ — 0 + 0 -
e—3/4
Y N TN
intervali monotonosti:
intervali  pada : < —00,—1/2>U< 1,400 >
interval rasta : <-1/2,1>
_e—3/4
lokalni  minimum (—1/2, T)7 lokalni maksimum (1,1)
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6. RjeSenja:

(a) D=TR.

222 — 9

1,20 = —1

< —00,—1>U< 1,400 >
<-1,1>

1

Tmin = 17_7
(13

(b) Podrucje definicije R. Slijedi analiza prve derivacije. Radi jednostavnosti
deriviranja, mudro je algebarski dotjerati formulu funkcije:

y = e (x3 — 2?).
Nadalje:
y = e"(2® —2?) + e (32% — 2x) = €% (2% + 227 — 22) = ze”(2® — 22 — 2)
y =0
T = 0
—2+4+8 2423
x2,3 = =
2 2
Ty = —-1- \/§
r3 = —-1++3=0.73
T: —00 -1-3 0 ~1++3 +00
Y - 0 + 0 - 0 +
y N e VB4 —ay3) 0 N\, —2e V313 -8V3)
intervali pada < —00,—-1—-V3>U<0,-1+V3>
intervali rasta <—-1-v3,0>U< —-1++3,+00 >
lokalni  minimumi : (=1 -3, —6_1_‘/5(14 +4V/3) ~ —1.36),
(—1— /3, —2e"1V3(13 — 8V/3) ~ 3.56)
lokalni  maksimum (0,0)

(¢) Domena je < 0,400 >. Prva derivacija:

1
y =4ln®z- = —2lnzx- -
x x
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daje nultocke:

Inz =0 11123::%
581:1 1112132:1% lnx3:1_%
xo=evZ 2 xz3=e€ V2 =05
koje na brojevnom pravcu daju analizu:
P 1
z: 0 e vz 1 ev3 +o0
y I — 0 4+ 0 — 0 +
y N -1 /0N - S

koja iznjedruje
_L BN
- intervale pada: < 0,e v2 >U<1,evz >

_ L
- intervale rasta: <e v2,1 >U<ev2,400 >

- lokalni maksimum: (1,0

=

- lokalni minimumi: (e , %), (e%’_i),

S
!

7. Podrucje definicije je R. Prva derivacija
y' =1—4sinzcosz =1 — 2sin2x

daje kandidate za ekstreme u stacionarnim tockama:

y =0

1 = 2sin2x
T
s

X = E—l—k?r
5

2y = %Jrz/m
51

To = ﬁ+2k7r

Analiza predznaka 3’ najocitija je na trigonometrijskoj kruznici. Radi neznanja o
crtanju kruznice, autori su prisiljeni analizu napraviti na dijelu pravca:

. bm _ pi 5m L 5m = 57 _
T 39— T 12 12 12 ptr=3n -7
Yy 0 4+ 0 — 0 + 0 - 0

Analiza klasificira

e lokalni maksimumi za x = 75 + km

o lokalni minimumi za z = % + k7
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8. Domena R. Iz formule

, 32?(a?43) —2z-2®  xt + 922
T @ @rep

Y

slijedi da je nemoguée naci nultocku, pa time ni ekstrem.

9. Domena
D =<0,400>.

Prva derivacija

f-Dz—-(Inr—2) l1-z—-Inz+z 1—Inz
flla) === 2 = 2 = 2

€T x €T

je pozitivna na intervalu < e, 400 >, a negativna na < 0,e >, pa su to i intervali
rasta, odnosno pada.

8.2 Tocke infleksije. Intervali konveksnosti i konkavnosti

Konveksno prema gore je zakrivljen graf funkcije koji odozdo omeduje
konveksni dio ravnine. Na intervalu konveksne zakrivljenosti druga
derivacija je pozitivna.

Konkavno prema gore je zakrivljen graf funkcije koji odozdo omeduje
konkavni dio ravnine. Na intervalu konkavne zakrivljenosti druga je
derivacija negetivna.

Tocka infleksije je tocka grafa (xg, f(zo)) u kojoj funkcija mijenja nacin
zakrivljenosti. U tocki infleksije druga derivacija jednaka je nuli, no
obrat ne vrijedi.

Zadatak 8.10 Odredite tocke infleksije grafa funkcije

y=e

Rjesenje. Domena funkcije cijeli je R.
Prva derivacija
.2 2
Yy =e ¥ - (—2z) = -2z "
Druga derivacija
2 .2
Y =27 —2ze”" - (—21).
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Nultocke druge derivacije:

—2e7(1-222) = 0
1-222 = 0
1
2 — —
T
V2
T = —
! 2
V2
Tg = ——.
2

Analiza predznaka druge derivacije izvodi se na brojevnom pravcu:

T ‘ —00 —g g +o00
y" + 0 - 0 +
Y U e /2 n e /2 y

Zakljucak je da su tocke infleksije (—%, e~1/2) i (%, e~1/2).
Zadatak 8.11 Nadite tocke infleksije polinoma
y =3zt — 100 — 1222 + 122 — 7.
Rjesenje. Domena je R. Kandidate za tocke infleksije nakon deriviranja su:

y = 1223 — 3022 — 24z + 12
y" = 3622 — 60z — 24

362 — 60z —24 = 0]:12
322 52 -2 = 0
5EV25+24
Ty = ———F——
6
Ir1 = 2
1
To = —g
Analiza na brojevnom pravcu:
x ‘ —o0 —% 2 400
y” + 0 - 0 +

u 32 n -43 U

pokazuje da se infleksija postize u tockama domene x; = —% ixg =2.

Zadatak 8.12 Odredite intervale monotonosti i tocke infleksije funkcije

X

)
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Rjesenje. Funkcija je definirana na svim realnim brojevima. Prva i druga derivacija daju:

;o 14 22 — 222 - 1—2?
T T ey
J = —2z(1+22)? - (1 —2%) -2(1+2?) - 22 _ 22(1 + 22)(1 + 22 + 2(1 — 2?))
(I+a22)t (1+22)4
—2x(3 — 2?)
(1+22)3
T = 0

Xrog = —

B

xr3 =

Analiza predznaka druge derivacije na brojevnom pravcu daje:

+00

0
+ 0
n 0 U

%‘%O%

+
N

intervale konveksnosti:

< —V3,0>U< V3, +00 >,
intervale konkavnosti:

< —00,—V3>U<0,V3>

i tocke infleksije:
(—\/57 _§)a (07 0)7 (_\[7 _é)

Slijedece zadatke pokusSajte rijesiti samostalno. Nemojte se zadrzavati na
zadatkima koji su vam teski, ve¢ nastojte rijesiti sto vise zadataka.

1. Odredite intervale zakrivljenosti i tocke infleksije grafova funkcija:

(a)

y = 3z° — 225
(b)
2
y= 3 —1
(c)
Yy = xel ™
(d)
o
y= 241
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y = V22 — 23

_ln\/x2+1—x
Y Va4 1+

(2)
1

r—1

Yy = arcsin

2. Nadjite tocke infleksije funkcija:

(a)
y=e"
(b)
. 3 4 1 3 2 o
Yy =3z O0z” — 122" + 122 — 7
()
. xz
YT 12
(d)
y =sin®x
Upute 1 rjesenja
1. Prvi zadatak
a) Domena je R. Slijedi
D je R. Slijedi
y = 152% —124°
y' = 602® — 60z = 602(1 — x)
y' =0 S =0, zp=1
T: —00 0 1 400
y"” - 0 4+ 0 —
y nou1ln
konveksna : <0,1>
konkavna : < —00,0>U< 1,400 >
Infleksija : (0,0) ¢ (1,1)
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(b) Domena je R\ {1}. Nadalje:

, 4?2 1) — a2t 322 b — 428

T @ T @

, (625 —1222) (2% — 1)% — 2(3:3 —1)- 322 (25 — 423)
b @ =1

_ 622 (23 — 1)[(z3 — 2)(z% — 1) — 23(23 — 4)]

(3 —1)*
,,_6x2(x3+2)
=@
V' =011 =0, x0=-V2
T: —00 — 0 1 400
7 T 0 -0 — T +
u 22 0 o n ! U
y e !

konveksnost :< —o0, —-V2>U< 1,400 >
konkavnost :< —v/2,1 >
2v/2
Infleksija : (—v/2, —\T[)
(¢) Domena je opet R bez ogranicenja. Dalje slijedi prva, druga derivacija, anal-
iza i odgovor:

y = el 4ael T (1) =771 —x)
Y = —elmT el = elmT (g 9
y' =0s x =2
r: —o00 2 400
y" - 0 +
y n 2 u
konkavnost : < —00,2 >
konveksnost : < 2,400 >
Infleksija : (272)
(d) Racunanje vrijednosti funkcije nema ogranicenja, pa je D = R. Prva i druga
derivacija:
y = 1 (47 — 32?) = 4z — 32?
3/ (222 — x3)? 3/ (222 — x3)
2
. 1 (4—6z) - ¥/ (202 — 23)2 - 3\3/(%(41‘—3332)
3 (222 — 3)4
34— 6:1:)(2x2 - xg) —2(4x — 3m2)2
a 3{/(22% — %)% - 3227 —
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62%(4 — 62)(2 — ) — 222(4 — 32?)?
9/ (222 — 23)4
222[3(8 — 122 — 4x + 622) — (4 — 24z + 92?)]
93/ = o)
22%(92? — 24z + 20)

Analiza predznaka druge derivacije slijedi nakon otkrivanja nulto¢aka brojnika
i nazivnika. Nultocke brojnika:

24 + /576 — 720
T12 = eC \ R
’ 18
z = 0
Nultoc¢ke nazivnika:
22% — 13 =
?(2—2) =
T = 0 To = 2
Analiza zakrivljenosti na brojevnom pravcu
Tr: —00 0 2 400
y" + 7?7 + 7 -
y Uu o u o0 n

daje interval konveksnosti < —oo0,2 > i interval konkavnosti < 2,400 >.
Tocka (2,0) je tocka grafa u kojoj funkcija mijenja zakrivljenost, pa je to
tocka infleksije.

Domena funkcije je rjesenje nejednadzbe
Vat+l—z
Vrz+1l+z

Bududi ni brojnik ni nazivnik nemaju nultoc¢aka, rjesenje nejednadzbe je cijeli
R ili nejednadzbu uopée nije moguée zadovoljiti. Buduéi postoji y(0),

> 0.

D="R.

Deriviranje:

, vETIee () VR0 - (1) VP -)

vo- Vai+l—z (Vaz+1+2x)?
20 —Va?+ 1+ %H—x—(Zm—l—\/xQ—!— - %ﬁﬂ—x)

2 +1— 22
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472

2+ 1
S - 8xva?+1— Nﬁﬂxﬁlﬂ _ 8x(2? + 1) — 4a®
2 +1 (2 +1)vVa2 +1
_ 43 + 8x
(.T2+1)3

Nazivnik je uvijek pozitivan. Nultocke brojnika omogucavaju analizu predz-
naka druge derivacije na brojevnom pravcu:

da(x*+2) = 0
z = 0
Tr: —o0 0 400
1! _ 0 +
Y n 0 u
Infleksija : (0,0)
konveksnost : < 0,400 >
konkavnost : < —00,0 >
(f) Prvi je problem domena:
—-1< <1
ST S

RjeSava se posebno lijeva, posebno desna nejednadzba:

_1§L Lgl
zfll 1:571
Oslt+oy z55—-1=0
0< rx—1+1 1—xz+1 SO

— z—1 z—1
0< 2= —= <0

rz—1 r—

[}
8

—

RjeSenje lijeve nejednadzbe je < —o0,0 > U < 1,400 >, rjeSenje desne
< —00,1 > U < 2,400 >, a obje nejednadzbe mogu zadovoljiti brojevi iz
intervala

< —00,0 > U< 2,400 >.

Konveksnost, konkavnost i tocke infleksije zahtijevaju deriviranje:
1 -1 -1 _
/ 4 2
y = . = :—((:1:—1) —(113—1))
1 —1)2 “ 1D (r—1)2
I e (z—1) V-1 =(z-1)
1 3
Vo= (D @12 (A - 1) -2 1)
(z—1)(42® — 8x + 4 — 22 + 2)

N T
(x —1)(22% — 5z + 3)

Vo= =@ 1F
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Nultocke brojnika su 1 = 11 29 = % Nultocke nisu u domeni. Analiza

predznaka druge derivacije na domeni:

Tr: —00 0 +00

" _ ! +
Y n - U

izvan domene
7

[CIEREEGE )

o[

daje konveksnost za < 2,400 > i konkavnost za < —o0,0 >. Tocaka infleksije
nema.

2. Rjesenja drugog zadatka:
(a) Domena polinoma je R. Derivacije:
y = 122°—302% +12
y" = 3622 — 60z
odmah daju tocke infleksije, jer je oc¢ito da za x; = 01 za 22 = 5/6 druga
derivacija mijenja predznak, a graf funkcije zakrivljenost.
(b) Domena funkcije je R. Derivacije:
2

y = 3sin“xz-cosx

" = 6sinzcos’z — 3sin® x = 3sinz(2cos? x — sin’ x)

ukazuju na nultocke druge derivacije:

2

sinz =0 2cos’x —sin“x =0
x=kr, k€Z 2cos’z— (1—cos’x)=0
3cos?x =1
cos?x = &
cosz = +3

x1 = £ arccos % + 2km
To9 = Zarccos %1 + 2km

Bududéi su sve nultocke druge derivacije jednostruke, istina je da su tocke
infleksije funkcije nultocke druge derivacije:

(km,0), ke Z
1 16v/2
+ -+ 2 +— Z
(£ arccos 3 + 2k, T ), ke
1 16v/2
—— 42 —_— Z
(arccos 3 + 2k, o ), ke
1 1612
(arccos 3 + 2k + D), —27\7[)7 ke Z
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8.3 L’Hospitalovo pravilo

Neodredjenost u racunanju limesa dolazi kada uvrstavanje vrijednosti ¢
dovodi do diskusije tipa

lim —f(x) = 9,
odnosno
lim M = @.

=eg(x) o0
L’Hospital je dokazao da, ako u tom sluc¢aju postoji
!/
lim f,(x)
e g'(x)

onda je taj limes jednak pocetnom.

Primjer 8.2 L’Hospitalovo je pravilo ocito na primjeru

sinx . Ccosx
= L'H = lim =1,
z—0 1

lim
z—0

sto je u poglavinu o limesu funkcije pokazano pokusom.

Zadatak 8.13 Primjenom L’Hospitalovog pravila odredite

In sin 2x
im-——-
z—0 Insinz

Rjesenje. Ocito da uvrstavanje u formulu funkcije ¢iji se limes trazi dovodi do

nedoumice: )
In sin 2% —00

im -
z—0 Insinx —00
L’Hospital predlaze deriviranje posebno brojnika i nazivnika:
L. cos2x-2 tg2x 0

= lim 802 " = —9]im - = —

z—0 Insinx z—0 Sirllx - COS X z—0 tgx 0
1

_ / _ . coszx.Z_
= L'H=2lim &% =4
£—0 1

cos? x

Insin 2%
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Zadatak 8.14 Odrediti
. Inzx
lim .
z—0 ctgx

Rjesenje. Bududi uvrstavanje

Inx —00

im
z—0 ctgr 00

daje neodredenost, Pokusava se deriviranjem brojnika i nazivnika do¢i do odredljivog

izraza . )
. Inx . = . sin“x 0
lim — = L'H = lim zl = — lim = ——.
x—0 Ctng z—0 — —— z—0 xX 0
sin< x
Primjena L’Hospitalovog pravila nije ogranicena:
.92 .
. sin“x . 2sinxzcosx 0
— lim =LH=—lim ——~ =- =0,
z—0 x x—0 1 1

a uzastopno ponavljanje pravila garantira da je konaé¢ni limes jednak pocetnom.

Primjenom L’Hospitalovog pravila, odredite slijede¢e limese:

L 220
imm= 0
2 Inx
fm === 0
3.
lim T + arctgx _ (1)
2—00 x
& rcosx —sinw 1
- 3
5. v
Jim o= (o0)
6.
lim(1 — cosx) - cot x = (0)

xr—
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el‘

lim — =
Sl (00)
8. |
nx
li = 1
lim —— (1)
9. . ) .
anx — sinx
lim ————— = —
700 sin® x (2)
10. "
cotx
li = —
220 Inz (=o0)
Oprezno s L’Hospitalovim pravilom:
11.

. T +sinx
lim ——
Ty —SsIT
Rjesenje. L’Hospitalovo pravilo u ovom slucaju daje
. l4coszx
lim ———
z—oo 1 —cosx

koji se ne moze odrediti. Stoga pocetni limes rjeSavamo pouzdanom klasikom:

. x+sinz =z . 1+ =2%
lim ——: — =limx_oco—=— =1,
z—oo T —SINT T ] sz
jer je
. sinx
lim =0

T—00 I

zbog ogranic¢enih vrijednosti sinx i neogranicene vrijednosti kojom se sin x dijeli.

U neodredjene oblike spadaju:

lim f(z) - g(z) = 000
lim f(z) — g(z) = o0 —o0
lim f(2)" = 1% 0% oo

Elementarnim transformacijama i koriStenjem zamjene limesa i
neprekidnih funkcija navedeni se oblici transformiraju u izraze na
koje se smije primijeniti L'Hospitalovo pravilo.
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Zadatak 8.15 Izracunajte

hH(l) arcsin xctgzx.

Tr—>

Rjesenje. Trigonometrijskim identitetom
ctgr = —
g tgx
dobiva se zapis funkcije na koji se moze primijeniti L’Hospitalovo pravilo:
arcsinz 0

lim arcsinxzctgr = lim = -
x—0 z—0 tgx 0

Zadatak 8.16 Nadite

Rjesenje. U ovom slucaju izraz se nasilno, ali pravilno transformira u podobnu
formulu:

. 1 . e
lim z(ex —1) = lim —
r—00 r—0o0 =
xr
1
€z —3 . 1
= L'H = lim 77— = lim e» = el
T—00 - T—00
= 1

Zadatak 8.17 Odredite

lim
t 12

t—0t+

o)

Rjesenje. Uvrstavanjem kriti¢ne vrijednosti dobiva se zaista
00 — 00.

Za primjenu L’Hospitalovog pravila funkcija mora imati oblik razlomka:

1 In(l1+¢ t—In(1+¢
lim ,,M = limwzg
t—0+ | t t2 t—0 12 0
= LI'H=lim —* = > lim ——
t—0 2t 2 t—0 t(t + 1)
1 1 1
= I'H=-lim— ==
2t—=0t+14+1 2

Rijesite nadalje:
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

lim (7 — 2z) - tgr =

T—7

limz - -lnx =
x—0

i a® e
1 1
lim(— — =
zlg(l)(x et — 1)

z—0 "

T—-+00

dosjetka je bizarna:

1
lim [mg ( —1In
r——+00 X

Zadatak 8.18 Odredite

Rjesenje. Uvrstavanjem se dobiva upravo neodredeni oblik 0°. Prispodoba na oblik

lim {x —2%1n (

1

sinx 22

)]

1
14— =1
<+x>ﬂ S
lim (sin z)**
z—0

(2)

(0)

pogodan za ra¢unanje limesa zahtijeva transformaciju

(sinz)

tgx

=€

koja se poziva na odnos medusobno inverznih funkcija:

Nadalje, zbog neprekidnosti eksponencijalne funkcije, moguce je zapisati:

lim e
x—0

tgx-lnsinx
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pa se racunanje svodi na nalazenje

—L_cosaz
lim, o lnsine L'H limg o =027
e ETY ctge = e sin2

02
. sin“ xz-tgx
e~ limg .o —F—%

Odredite i posljednje limese:

lima® = (1)
lima=7 = (@)
glgii%(ctgx)ﬁ = (1)
lim(1+2%) = (1)
lim(e +a)c = (e
glgirl%(tan ﬂ;ll)tan% _ (e

Konacno, samo za najzahtjevnije:

lim(z — arctgx)ﬁ = (1)
z—0" 92
1
lin%xlnﬂfe*z) = (e)
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8.4 Asimptote grafa funkcije

Postoje vertikalna

rT=c & lim f(z) = o0
horizontalna
y=d & lim f(x)=0

r—00

mozebitno kosa

y = kx+1

k = lim@

T—00 €T

I = lim(f(z) — ax)

T—00

Zadatak 8.19 Nadéi asimptote grafa funkcije

£E2

V= et

Rjesenje. Domena funkcije bit ¢e rjesenje nejednadzbe:
2 —1>0.
Nejednadzba se rjesava nalazenjem onih toc¢aka x na brojevnom pravcu, za koje je

22—-1 = 0

.TQ

x1 =1 To = —1

Analiza predznaka izraza 2 — 1 na brojevnom pravcu dat ée interval u kojem je izraz
x% — 1 pozitivan:
T ‘ —00 -1 400

1
=1 + 0 — 0 +

Buduéi da nazivnik iskljucuje nultocke, domena je:
D = (—o0,—-1) U (1, 400).
Vertikalne asimptote traze se u rubovima domene:

lim Ly
1M —— = - = oo,
rz——1 xZ _ 1 0

pa je pravac z = —1 prva vertikalna asimptota
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Racunanje
i x2 1 n
el —1 0
daje i drugu vertikalnu asimptotu « = 1 i to su jedine vertikalne asimptote.
Horizontalna asimptota trazi se ispitivanjem limesa u beskona¢nim rubovima domene

x? x? 1

T —+00 ZC2 -1 mz r—+00 22 1

Jo? = VA

pa nema horizontalne asimptote prema +oco. Posve analogno nema je ni prema —oo, jer
je zbog parnosti funkcije graf simetrican:

(—$)2 _ x2
VicaE =1 Va1

Svejedno je da li se uvrstavaju pozitivni ili njima suprotni, negativni z-evi.
Kosa asimptota trazi koeficijent smjera:

5172

. 12— . X T
a= lim 21— lim —: —
r——+00 T z—+o0 /2 -1 T
. 1
a = hm —_——
r—-+00 x2 1
=z T 22

lim —— =
x—-+00 1—0

i odsjecak na osi y:

) 2 ) 2 —axvr2 -1
b = llm — — I = hm —_—
r— 400 .%'2 -1 x—+00 1‘2 -1
o0 — 0
<

Omiljeno L’Hospitalovo pravilo ovdje nema upori§ta za primjenu, buduéi je neodreden
brojnik. Preostaje pokuSaj prebacivanja iracionalnosti iz brojnika u nazivnik, odnosno
racionalizacija brojnika:

22 —ava2 -1 22 +ava?2 -1 xt —2%(2% - 1)

z—+oo 2 —1 224 vVe? -1 eotoo p2/72 — 1+ z(z? — 1)
. x2 1’3 . .
= lim :— = lim L
e—too g2¢/q2 — 1423 —2 3 Toteoy J22 1
3:.2 2
0
f— —_—— = O
1+1-0
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Rezultati pokazuju da postoji kosa asimptota za x — 4o00:
Yy =z

Asimptota se za drugu stranu domene, x — —oo trazi analognim postupkom:

x2

. /22 —1 . X xr
a= lim X% = lim ——: =
r——00 x z——0o/p2 ]

/x<0:>x:—\/a?/

. 1
a = lim
xr— —00 12 1
T\ 22T 2?2
. 1
a = lim =-1
z——00 —/1 =0

Analogno se racuna koficijent b u jednadzbi kose asimptote y = ax + b:

b 5 ( 22 N ) . 22+ v —1
= 1m —_— xT = 1umn
T——00 \ A /1'2 -1 T— —00 1'2 —1

.22 tavar—1 2?2 —avar? -1 ) ot —22(2? - 1)
b= lim . = lim

T—+00 2 —1 2 —ava? —1 t——00 3:2/92 — 1 — z(a? — 1)
i z’ z® i 3
RNy e R LN
2Vt —-1—2d+z @ 1-(—/% - L) =140
0
b = — =0
-1-140 7

pa je asimptota kojoj se graf funkcije priljubljuje za izuzetno negativne vrijednosti argu-
menta:
Yy = —x.

Zadatak 8.20 Nadite asimptote krivulje

B 273
=
Rjesenje.
Vertikalna asimptota nalazi se na temelju domene:
D=R\{-2,2}.
Ispitivajuéi
I 223 —16 n
m ——- = — = o0
s—-—2-22—-4 -0
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23 —16

N R

lim 27 = 1—6 = -0
r—2-x2—4 =0
23 16

= 400

xLIgJFIQ—‘l:ﬁi

dobivaju se dvije vertikalne asimptote:

Horizontalne asimptote dobiti se mogu nakon ispitivanja

i 223 a3 2 2
1m — = = — = —00
z——oo g2 —4 3 %—;% -0
. 2z3 3 2 2 N
im ——: — = =~ — 100
z—too 22 —4 g3 %—zi +0
koje pokazuje da ih nema.
Kose asimptote postoje ako postoje konaé¢ni limesi:
3
. $22z_4 . 222 22 . 2
a= lim = lim ———:—5= lim ——5 =2
z—+oco I z—too g2 —4 22  z—doo] — =
: 223 . 22% — 2x(2® — 4)
b_wEI-ir-loo <I24_2x)_wll>l-ir-loo 2 —4
8z x?
= 1. —_—— =
b a:—1>r-ir-1<>o 22 —4 22
koji u ovom zadatku daju desnu kosu asimptotu
y = 2x.
Lijeva beskonaé¢nost ispituje se u nadi da postoji i lijeva asimptota:
3
. 36221_4 . 222 x? . 2
a= lim = lim i—= lim —— =2
r——00 I zo—co 2 —4 2 z——00 ] — %
223 223 — 2z (2% — 4)
= 1l —2z | = i
b L <x2 —4 x) o x?—4
8 2
b= lim —r .

z——oco 22 —4 g2

Asimptota kojoj se graf funkcije priljubljuje tezeéi u beskonacnost s lijeve strane je isti
pravac
y = 2z.



Zadatak 8.21 Odredite asimptote funkcije

:L»3
y= x+3

Rjesenje. Domena funkcije dobiva se rjesavanjem nejednadzbe

3

x
> 0.
r+3

3
Rjesenja nejednadzbe nalaze se analizom predznaka izraza ;fr:,)

na brojevnom pravcu. Analiza se provodi nakon nalazenja nultoc¢aka brojnika i nazivnika,
jer je za te x-eve nemoguce odrediti predznak razlomka:

2=0=2,=0
z+3=0= 29 =-3.

Analiza na brojevnom pravcu:

x:‘—oo -3 0 400
=] + -0 +

daje domenu kao uniju podrué¢ja na kojim razlomak poprima pozitivne vrijednosti. Tocka
-3 iskljucuje se iz domene, jer dijeljenje nulom nije definirano. Domena je tako:

< —00,—3 > U[0, 400 > .

Vertikalna asimptota dobiva se ispitivanjem limesa:

lim o = _—27——1—00
sV zr3 - Vo ©
3
hm,/xZ\F:o.
z—0V z+3 3

U ovom sluc¢aju, jedina vertikalna asimptota je

T =—-3.

Slijedi ispitivanje horizontalne asimptoti¢nosti:

3 3 3
lim = lim ——: —
z——oo \ x4+ 3 z——ocox +3 x3
li 71 +
= 1m = o0
z——00 (0 —0

. \/ 3 \/ I 3z
im = im ——: —
z—+oo | x4+ 3 z——ocox +3 x3

—/ lm =y
V2P o—o T T
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Kosa asimptota zahtijeva nalazenje koeficijenta smjera i odsjecka na osi y:

23
. z+3 . X X
a = lim = lim =
r— 400 x r—+00 T + 3 x

3
b = lim< z —x)
Tz—~400 r+3

Vad —axvr+3 Vi +avx+3

= lim .
st Vo3 Vb tavois
. 23— 2%(x + 3)
= lim
=+ \ /o3 (x 4+ 3) + x(x + 3)
. —3z2 z?
= lim P
z—+too \/r3(x +3)+x(x+3) T
= lim -3 -
_ 8 __3
1+1 2
Slijedi da je desna kosa asimptota
3

Lijeva asimptota dobiva se nakon sli¢ne analize. Koeficijent smjera dobiva se analogno:

1
. x
a = lim
T——00 T ac—> oc x+3

/jer je x<0=x=-Va?/

Slican rac¢un za b:

b= L (F )

B lim\ﬁ AVE Vs — z+3
= \ﬁ VP —ar i3

x’ —2*(x +3)

lim -
z——o0 \/x3(x + 3) — z(x + 3)
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. —3z2 x2
= lim P —
e——00 \/y3(x+3)+x(x+3) T

-3

= lim

TR GrD LD
-3 3
o141 2

nazalost, ne pali, jer se u ra¢unanju javljaju nedefinirani izrazi poput v z3 koji za r — —oo
ipak nije definiran. Stoga navedeno nema smisla, ali se malim trikom moze prispodobiti
na analogiju:

. 3 . —3 . 3

Korektan ra¢un za b:

3
b = lim< a —x)
xT— 400 z—3

—  lim Vad —avr—3 Va3 +azvx —3
z—+Fo0 Vr—3 Vi + vz —3
23— 2%(x — 3)

lim
z—+oo  /3(x — 3) + z(x — 3)

. 3z x?
= lim P
w—+oo \fr3(x —3)+x(x—3) T
3
= lim
T—T00 3
Vs Er D11+ 02)
I SN
o141 2
pa je lijeva asimptota
3
y——x—|—§.

Slijedec¢e zadatke pokusajte rijesiti samostalno. Nemojte odmah gledati
u rjeSenja. Odredite prvo domenu, a zatim ispitajte limese na rubovima
domene. Oni ukazuju na postojanje ili izostanak vertikalnih i horizontalnih
asimptota. Postojanje horizontalne asimptote iskljucuje kosu asimptotu.

1. Odredite asimptote slijede¢ih krivulja:

(a)




(i)

x
y = 2z + arctan 5

1. RjeSenje.

(a) Vertikalne asimptote: @ = 11 = —1, horizontalnih nema, kosa asomptota:
Yy =2

(b) Vertikalnih asimptota nema. Horizontalne asimptote: y =11y = —1.

(c) Vertikalnih i horizontalnih nema. Kose asimptote su: y = x za x — 400 i
y=—xzarT— —00.

. . . _ . _ 1
(d) Vertikalna asimptota je z = —1. Kosa asomptota: y = 5o — 1.
(e) Vertikalna asimptota: x = 2. Horizontalne nema. Kosa asomptota: y = x—i—%.
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(f) Vertikalna: z = 0. Kosa asimptota: y =  + 1. Racun:

. 1
lim z-ex = 0.7 =0-00=neodr.
rz—0t
1 ER—

. 1 . €x ’ . . €r 2 .
lim z-e* = lim —=LH= lim lim —— = lim e
z—0t z—0t > z—0t z—0t - z—0t
. 1 _

lim z-e= = 0-¢e°=0-0=0.
x—0~

. 1 0

lim z-e2 = o0-e =00

Tr— 00

1
. Tr-e= . 1
k= lim = limer=¢"=1
r—00 €T r—00
1 1_
. 1 . ew —1 ’ . ew - Tzl
= lim (zer —x) = Ilim T =L'H = lim T
r—00 T —00 = r—00 ;2

. 1
= lim ez =¢° = 1.
xTr— 00

(g) Vertikalna asimptota ex + 1 = 0. Kosa asimptota: y =z + 1.
Svojstvo logaritmiranja potencija daje zapis formule:

( 1>
y=xln|e+ — ).
x

Domenu ¢ine brojevi koji zadovoljavaju
1
e+—>0
x

Nejednadzba se rjesava analizom predznaka izraza

1
e+ —
x
na brojevnom pravcu:
1
e+— =0
x
1
r = —=
e
xr: —00 —1/e 0 00
e+l + 0 - !+

T

Domena je D =< —o0, —é > U < 0,400 >. Ispitavanje rubova domene:

lim x-ln(e—i—l) —1-(—00):—1—00
x

z——1/e

1
lim z - In (e—i— )
x—0 X

I
je)

n
I
S
)
)
S8
=
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In(e+ L ol z2 1
an —IH= lim & — lim —— =0
z—0 % x—0 - zgv()e—‘,—;

+o00-lne = +oco

. 1
lim z-Iln <e + )
r—+oo x

Kosa asimptota:

1 1
L Gt ) B
Tr—00 x€X
1 1 1y 1
l= lim (mln(e—f—)—x) = lim M
xr— 00 €T 700 1
1 -1
1 72_0
I'H = lim Stz =
1

(h) Vertikalne asimptote nema. Horizontalna asimptota je z-os.

(i) Vertikalne i horizontalne asimptote nema. Kosa asimptota je y = 2z + 7:

2x + arctan Z arctan Z z
k=lm ——2 = |lim (2+2>:2+2
T—00 X Tr— 00 0
24+40=2
x T
I= 1 (2 t 7—2) R
wirgo X + arc an2 X 5

8.5 Kvalitativni graf funkcije

Crtanje kvalitativnog grafa podrazumijeva graficki opis domene, intervala
rasta, pada i ekstreme, konveksne, konkavne zakrivljenosti i tocaka infleksije
te kona¢no asimptota.

Zadatak 8.22 Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije:

1
x

y = zlex.
Rjesenje.
i Domenu funkcije ¢ine svi brojevi osim 0: D = R \ {0}.
ii Analiza predznaka prve derivacije

’_ 1 2 1 -1
Yy = 2ze=r 4+ x”e o)
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vodi na rjesavanje jednadzbe:

/

Y 0
er-2z—1) = 0
1
X1 = 5
nakon koje slijedi ispitivanje monotonosti:
Tr: —00 0 % 400
y - ! - 0 4+
2
Yy NN T S
Druga derivacija
1 2
n"o__ = 2
Y= e (227 — 22+ 1)

nema nultocku a predznak ne mijenja ni u tocki prekida, pa je pozitivna na cijeloj

domeni, §to znaci da je graf konveksan.
iii PonaSanje na rubovima domene:

lim 2° 0
Tr——00

1 -1 1
1 . ex €@
lim z%2ez =0-et>° = lim +— =L'H= lim *—
z—0t z—0*+ ol z—0t =
e% ;16%
, ) Llez
= lim — =L'H= lim & ==¢"° =400
z—0t = z—0+t —&
xr xr
1
lim z?er =o00-e’ = 0
Tr— —00
. 1
lim z%e=

Kwvalitativni graf je jednostavan i nalazi se u prilogu.

Zadatak 8.23 Ispitajte tok i skicirajte graf funkcije

(TP e
Rjesenje. Domena funkcije
D =R\ {-1}
Prva derivacija ima formulu
2% (xz+3)
Y@ r1)s

1
er =00-e =00




iz koje se ocitavaju nultocke: x; = 0 i zo9 = —3 koje su potrebne u analizi rasta i pada
funkcije:

r —00 -3 0 400
Y - 0 4+ 0 +
y N2 0
iz koje je vidljiva totka minimuma (—3, —%7).
Druga derivacija:
"o 3z
T
ima nultocku u nuli. Analiza predznaka druge derivacije:
T: —00 0 +00
y// — 0 +
Y n o0 u
daje tocku infleksije (0,0).
Vertikalnu asimptotu x = —1 pokazuje
I v +
im ——— = +o0.
a—-12(x+1)2
Horizontalne asimptote nema, a kosa asimptota:
13
. 3@t . x? 1
a= lim = lim ——m— = —
3 1 23— x(r+1)?
b= li —— ——z|=lm ————— = -1
e (2(:c +1)2 2$> a0 2(x +1)2
ima jednadzbu
1
y=—-z—1

2

i asimptota je kojoj graf prijanja na obje strane prema beskonacnosti. Graf se nalazi u
prilogu, na kraju zbirke.

1. Nacrtajte grafove slijedec¢ih funkcija:

(a)

4
_ 3.
y—:c+4

(b)

o
y_x2+1
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2t —3r+2
¥y= 2 +1
(e)
B r— 2
v= 2+ 2
()
y=umxe *
(8) i
e
y=—
z
() 1
Yy = xes—2
(i)
y=2’lnz
() y:
T
y_lnzx
(k)
1—Inx
y= l+Inz

2. Ispitajte tok funkcije i skicirajte graf:

(a)
B 2x
Y Inz
(b)
6—332
y= 1—=x
(©) 1
y = re =



z
Yy = arctan
T

x?+1
20 +1

y:

(3z +2)?
3r—1

(2)
Y= xm

3. Ispitati tok i nacrtati graf funkcije zadane formulom

1
Y= z2ex.

4. Nacrtajte kvalitativni graf funkcije

) 1
= arcsin
y ps
5. Ispitati tok i nacrtati graf
3
v x—2

9 Integrali i primjene

Integralni racun rjesava vrlo jednostavno izreciv, no i netrivijalno rjesiv prob-
lem izracunavanje povrsSine ravninskog lika. Osim u geometriji, integralima
se rjesavaju problemi gibanja, potrosnje energije, pa i ekonomski problemi.

9.1 Definicija odredjenog integrala

Primjer 9.1 Izracunajte povrsinu omedenu u koordinatnoj ravning vertikalama
x =2, x =4, osi apcisa i grafom funkcije f(x) = 3.

Rjesenje. Nakon crtanja, povrsina je jednaka 6 kvadratnih jedinica.
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Odredeni integral u oznaci

4
/ 3d
2

predstavlja zadatak naveden u primjeru. RjeSenje zadatka zapisuje se

4
/ 3dz — 6.
2

Zadatak 9.1 Izracunajte povrsinu omedenu pravcem y = 3x, ver-
tikalama x = 0 i x = 3, te ost Ox. Zapisite zadatak pomocu oznake
za odredent integral.

Rjesenje. Nakon crtanja, zadatak se svodi na ra¢unanje povrsine pravokutnog
trokuta i dobiva se 13.5 kvadratnih jedinica. Zapisano integralom:

3
/ 3xdr = 13.5
0

Zadatak 9.2 Odredite povrsinu omedenu pravcem y = 2x + 5 odozgo,
vertikalama x = —2 1+ x = 3 slijeva i sdesna, te osi apscisa odozdo.
Izrazite zadatak integralom.

Rjesenje. Nakon crtanja, povrsina dobivenog trapeza jednaka je

a+c 711+1

P: =
5V 5 5=30

kvadratnih jedinica. Zadatak iskazan integralom:

/ 23 (22 + 5)dx = 30kv.

Zadatak 9.3 Izracunajte
10
/ (10 — z)dx =
0

Rjesenje. U koordinatnoj ravnini nacrta se pravac x + y = 10 i trazeni integral
upravo je povrsina pravokutnog trokuta i iznosi 50 kvadrata.

238



Newton-Leibnitzova formula daje uputu za racunanje povrsine ispod grafa
funkcije y = f(z), iznad osi apscisa, lijevo od vertikale x = b i desno

odz=a: )
| f@)da = F@)l; = Fb) - Fla).
gdje je
F'(x) = f(x)
najveci problem koji se sastoji u nalazenju antiderivacije podintegralne
funkcije.

Antiderivacija je problem koji se naziva neodredjenim integralom:

/f(x)da:

Antiderivaciju potenciranja uvijek je moguée pronadi:
xn—l—l

"dr = -1
/a: x n+1+c7 n #

1
/—-da: = In|z|+¢,
T

gdje je || radi sire definicije podintegralne od primitivne funkcije.

Jedino pravilo koje vrijedi prilikom integriranja je

[(@ @)+ 8- g@)dz =a- [ f@)de+ 8- [ gl@)dz.

Integriranje se izvodi pogadanjem antiderivacije. Algebarskim meto-
dama, supstitucijom i parcijalnom integracijom podintegralna funkcija
moze se pripremiti do oblika prepoznatljivog za pogadanje.

Rijesite Newton-Leibnitzovom formulom nekoliko slijedeé¢ih zadataka.
1. Izracunati povrsinu koju omedjuju graf funkcije
y=a,
vertikalni pravci x =11 x = 31 os apscsa: y = 0.

2. Izracunajte povrsinu koju omeduju parabola xy = 12, os apscisa i
vertikale x =2 iz = 6.
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3. Odredite velicinu jednog od dijelova koje parabola

y =3 — 4z

zatvara s koordinatnom z-osi.

4. Odredite velicinu povrsine ispod grafa funkcije
y =z
koja se duz x-osi proteze od 0 do 9.

5. Koliko je velika jedna od povrsina koju sinusoida y = sinz zatvara s
x-0si7

Rjesenja.
1. P=26/3; 2.
9.2 Neposredno integriranje

Jedini nacin rjesavanja integrala je pogadanje formule koja derivirana daje
podintegralnu formulu. Diferencijal dx ukazuje na varijablu u podintegralnoj
funkciji. Ostali brojevi koji se javljaju ispod integrala su konstante. Integri-
rati se moze samo po jednoj varijabli.

Tablica neodredjenih integrala

1.
/da::x—l—c
2.
. xn—i—l 1
/x-da:—n+1+c, n# —
3. y
/—x~dx:1n|x|+c
x
4.

a!l'
/ex-dx:eaurc; /axda:: +c

Ina

240



/sinx-dx:—cosx—l—c; /cosx-dx:sinx—i-c

6.
dx dx
/COSQZL‘ ~dx = tgr + ¢; /mdac: —ctgr + ¢
7.
/ dx 1 tx+
——— = —-arctg— +c¢
2+a?2  a ga
8.
/ dzx 1 1|az—a|+
—— = —"In c
2 —a?  2a r+a
9. g
0
——— =z +Va2+ Al +c
/\/xQ—l—A | |
10.
/ dz . $+
————— —arcsin— +c¢
va? — x? a
11. )
/\/@2—x2-dx:g-\/aQ—IQ—F%-arcsing—i-c
a
12.

A
/\/a:2+A-dx:g-\/x2+A+§-lnx+v:ﬁ2+A+c

Ostali neodredjeni integrali, ako su rijeseni, mozda se nalaze u nekom od
priru¢nika namjenjenog inzenjerima ili studentima. Opet valja napomenuti
da nije svaki integral rjesiv.

Zadatak 9.4 Odredite

/ 2pxdx

Rjesenje. U podintegralnoj funkciji broj p je konstanta, pa zbog linearnosti operatora
antiderivacije:

3

/\/2pxd$ = / V2 - Vrdr = \/2p-/x%dx =+/2p- g + ¢,
2
§to se moze, ali i ne mora srediti. Ovisno o zadatku.
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Zadatak 9.5 Nadite

Rjesenje.

¥ 2 '3
= @7 21 te
3 3 3
_ 336;1;/5—3;627%—6{‘/5—&—0

gdje je posljednji redak radi sminke, a i da pokaze algebarsku spretnost autora zbirke.

Zadatak 9.6 Odredite

/ dz
2+ 7
Rjesenje. Jednostavnom primjenom tablice
/ de —iarct i—i—c
FEE Y A B
Zadatak 9.7 Rijesite
/ tg*xdx

Rjesenje. Pomocu osnovnih trigonometrijskih identiteta podintegralna funkcija poprima
oblik pogodan za pogadanje primitivne funkcije:

.2
/thxd:v _ /sm mdx/lcOS2xdx
cos? x cos? x
1 cos? x
= — = dx
/(COS2ZC cos%c)
1
/ 5 dx—/dx:tgx—x—i—c
cos? x

dx
32 +5

Zadatak 9.8 Integrirajte
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Rjesenje. Nasilnim izlu¢ivanjem 3 u nazivniku dobiva se

/ dx _1/ dx _ 11 arct T n
2453 TR g\/g
3 3

Zadatak 9.9 Odredite
/ (ax _ bx)2dx

a*b*

Rjesenje.

c

a21_2ambz+b2z a\?® b x
/ T da:—/(g) dx—2/dx—|—/(a> dx

- 1n2;;) ' (Z)zzxﬂnzb) (Z)I

Zadatak 9.10 Izracunajte

1
/ 3*e*dx.
0

Rjesenje. Racunanje odredenog integrala izvodi se po Newton-Leibnitzovo] formuli i sas-
toji se od nalazenja primitivne funkcije za podintegralnu funkciju. Pravilom o potenciranju
potencija jednakih baza, moguce je podintegralnu funkciju svesti na oblik iz tablice:

1

/01(3e)xdac = (3¢)*

1
3%e”d
/0 e In3e |,
e 1
= - = 3.40932
In3e In3e

Zadatak 9.11 Odredite vrijednost odredenog integrala:

“lg—2
/ dx.
—2 a3
Rjesenje. Algebarskom transformacijom:

—1
T 2
/2 <x3x3>‘“

integral se svede na dva integrala opéih potencija:

-3 -3
/ x 2dx — 2/ x 3dx.
—2 -2
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Primjenom tablice, po Newton-Leibnitzovoj formuli dobiva se:

“’ S I
-1 —2 —2 —2
1 1 1

=1---2(—-—"—)=
2 -2 -8

1 -3

=-_-92.—

2 8

_d

T4

Zadatak 9.12 [zracunajte

/ [xa =5 v \f)] d””

Rjesenje: svodenjem podintegralnog izraza na zajednicki nazivnik dobiva se:

/351+f—\/§(1+\/§)dx B /32 1—z

dz
e z(1—x) z(1—x)
= lnx|§%2zln%—lngzln3

Primjenom tablice i jedinog nam pravila odredite formule u slijede¢im
zadacima:

1. Neposredno integrirajte:

(a)

(b)

/m

3

de =

/\/1—sin2x dr =
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2. Odredite vrijednost odredenih integrala:

(a)

1 d
/ * =, In2 -1
o 1+

(b)

° tg*x - do =,

w

3. Izracunajte vrijednosti odredenih integrala:

(@) 8
/ V- dr =,
—1
(b)
2 x
/1 N
Rjesenja.
1. zadatak:
(a) —1/z—2lnx+x+c

(b) 22z +3)+c
(c)

=142 \/9647+2 \/m <r4+1)2
/ x—|—xx3 + o / T dm—/ dg;—/
1
-I-x dx—lnx+—4+c_1nx_@+

(d)
/\/l—sin2a? dx:/\/sin2x—2sinxcosx+c052mdx=/\/(sinx—cosx)2dx:

|sing — cos z|dz — sinz —cosz, € [—32F +2kr, T +2kn], k€Z
ST T cosTlar = cosz —sinz, € [T +2knm, 3 4+ 2kn], keZ

2. Odredeni integrali: a) 0.693, b) 0.73.
3. Analogno a) 11.25 b) 0.56
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Slijedeci zadaci su slozeniji zadaci neposrednog integriranja. Integrirajte
algebarskim svodenjem integrala na tabli¢ne.

1. Integrirajte

a) [(3—a2)dw = ) J(t+S+%)de=
c) [f(1- xQ)de = d) [ 25 e =

e) ‘f;:lld ) [ctg*xdr =

9 I5%E= h) YR =

2. Izracunajte

a) [y v/rdr = b) [ F Vay/rdr =
1 dx -2 dzx
c) is = d) [ gl—ﬁ =
o) = £ L@+ a?) de =
- I — 4T x2
i) JZ"(2sing + 3 cosa)da — DR+ 20 — 3 —
3. Izracunajte:
a) fol (3" — 4%)dx f_11 53 %dx
RjeSenja:
1. zadatak:
a)27x—9x3+%—%7+c b)alnx—%—m-f-c
c)%x@f%xgé/ﬁJrc d)ﬁ‘f’ﬁﬁ*c
e)se* +e®+ate f)—ctgr —x+c
g)r — arctgx + ¢ R)ln|z ++vx —1|+In|z — vz — 1| +¢
2. zadatak:

a)3; D) E (215 —1); ¢)—5; d)—2; e)1; f)—445; g)15 + 41 3; h)—1.09; 1)0; j)—72
3. zadatak:

2 3. 16
a) o3~ i b)15(ln57ln3)
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9.3 Metoda supstitucije

Metoda supstitucije sastoji se u zamjeni dijela formule u podintegralnoj
funkciji koja ovisi o x, zapisanog kao k(x), formulom koja ¢e ovisiti o novoj
varijabli ¢:

k(z) = ot
Izbor k(z) mora biti takav, da je mogucée potpuno uvesti varijablu ¢ pod
integral:

k(z) = o(t)
v =k (1))

Potrebno je zamijeniti i diferencijal dx sa dt, zamijeniti debljinu niti integri-
ranja. Preslikavanje

mora biti bijektivno definirana funkcija.

Zadatak 9.13 Supstitucijom odredite
/ V5 — 6xdx

Rjesenje. Nema pravila koji dio podintegralne funkcije zamijeniti i koju funkciju izabrati
za zamjenu. U ovom slucaju mudro je uzeti:

5—6z = t°
—6dx = 3t3dt
t2
dr = ——dt
x 5 4
jer nakon uvrstavanja dobiva se prepoznatljiva podintegralna funkcija
2
/ e —t=dt
2
1 1t
=— [ Pdt=—=—
2/ 91 ¢

Buduéi zadatak trazi nalazenje primitivne funkcije za /5 — 6z, u rezultat se mora vratiti
varijabla

5—t3
Tr =
6 )
pa je trazena primitivna funkcija:
s 1/5—#\*
\/5—6$dx:—§ 5 +c
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Zadatak 9.14 Odredite
2 —5
—————dx.
22 —=bx+T7
Rjesenje. Ovaj integral posebno je znacCajan, jer je u brojniku sadrzana derivacija
nazivnika. Lukavo je cijeli nazivnik zamijeniti novom varijablom:

22 =5z +7 = t
2z —b)dx = dt

jer je tada integral po novoj varijabli bitno jednostavniji:

dt
/7:ln|t\+c=ln|ax2—5x—|—7|+c.

3
/x2ex dzx.

Rjesenje. U ovom je zadatku faktor x2 prispodobiv do na konstantu, derivaciji argumenta
eksponencijalne funkcije:

Zadatak 9.15 Odredite

/xQexsdx = /a* =t
32?dr = dt/

dt
_ 2t A
= /x e 22

1 1
= g/etdt:§et+c

1363+
= ce c
3

Zadatak 9.16 Pogodnom supstitucijom rijesite

/ xdx

V1—at

Rjesenje. Metodom izrazito upornog gledanja mogucée je u brojniku otkriti derivaciju
2

izraza x*, pa izvrsiti zamjenu:

? =t
2edr = dt
dt

Lo

1/ dt
2) V1I—¢2

1 ) 1 . 9
= EarcsmtJrc:farcsmx +c

V1—12

Ovaj zadatak je vrlo tezak i zahtijeva puno iskustva.
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Zadatak 9.17 Rijesite

Rjesenje. Supstitucija

-1 =t
efdr = dt
I Todt dt
/ewe_ldz:/%'g: ?:1n|t|+cln\et71\+c

Zadatak 9.18 Zgodnom supstitucijom otkrijte

/ arcsin x
1 — 22

Rjesenje. Ponekad je zgodno zamijeniti nezgodnu funkciju jednostavnom:

arcsin x .
——— = Jarcsinx =t
1—22

1
———dz =dt
V1—2a?
dx = /1 — 22dt/

Vi
= X124
/\/l—ac2
t3
= /t%dt:T—i—c
2
2 .\3
= g(arcsmx)2 +c

Zadatak 9.19 Rijesite neodredeni integral:

/ xr — \/arctg2:z:d
———dx
1+ 422

Rjesenje. Prije supstitucije integral se rastavi:

T — \Jarctg2x T varctg2x
——————dx = dr — [ —————dx
1+ 422 1+ 422 1+ 4x2
14422 =t arctg2r = s
/ 8xdr = dt m . 2d:z2: ds /
_d _ (14+42%)ds
dr = 8—; dr = ——"—
B /:E dt Vs o (1+42?)ds
B t 8z 1+ 422 2
1 fdt 1 1
= 3 7‘5/““
1 1 2
= 3 In(1 + 42?) — 5 garctgx% +c

249



Zadatak 9.20 Odredite

a-e "dz.
Rjesengje. Supstitucija —ma =t daje:
dt ,
/a-et~—:—get+c:—ge_mx+c
-m m m
Zadatak 9.21 Odredite
/(Cos r + sinz)?dr.
Rjesenje. Nakon kvadriranja:
/(0052 x +2cosxsinz +sin® z)dr = /dx + /cos 2xdx
= [2z=t dr=—
/2x = T =
dt 1 .
= x+ [ cost- 5 :x+§-(fsmt)+c

1
= — —si 2
x 25111 x4+ c

/tgxdx.

Rjesenje. Definicija tangensa i ¢injenica da je sinus derivacija kosinusa:

Zadatak 9.22 Nadi

sin cosx =1
/tg:vdx :/ der = / —sinxdr = dt /
cosx dt
dl’ T —sinz

B / sinz dt
—sinz

/—z—lnt—i—c

—Incosxz + ¢

kao primitivnu funkciju.

Zadatak 9.23 Nadite
sin? z cos xdx
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Rjesenje. Supstitucija
sinx =1
coszdr = dt
daje
3

3 sin’z
tdt = —
/ 3 3 +

Zadatak 9.24 Odredite primitivnu funkciju:

/ cos? zdzr.

Rjesenje. Koristiti identitet

9 1+ cos2x

COS™ T =

1 2
/ +c20s Id:c

2
i supstituciju:

20 =t,

1 1
—x

2 2
1 1
—x

2

4

.
2

C.

1 1
- - 2
2/d$+2/COS xdx

2dx = dt

1 +1
o4 =
2 2

t
cost—
2

- (—sint)

— —sin2x + ¢

Kod rjesavanja neodredenog integrala rezultat nije jednoznacan. Tocnost
primitivne funkcije dovoljno je provijeriti deriviranjem. Derivacija mora biti

jednaka podintegralnoj funkciji.

1. Zamijenom varijabli integrirajte:

(a)

(b)

[eVTHaT do =

dx
[ e
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/ dx B
rlnzlnlnz

arctg®
/ g2dx:
4 + 22

1
Ex
X

/eix/a — betdr =

()

/sin5x-cosx dr =

2. Pogodno odabranom supstitucijom integrirajte:

(a)

/ sin(In z) I
) / 1+sin3x

dz
cos? 3x

sinx — cosx
——dx

sinx + cosx
/:C cctg(x® +1)dzx
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1
/ dx
zlnz

e

o '
/esm ¥ . ¢in 2xdx

(h)

arctgx In(1 2 1
/6 toh(l vl dx

1+ 22
Rjesenja.
1. Supstitucija:
(a)

1—a? =¢ }_ —tdt

xdx B . 1 .
\/Tiaﬂf —2xdx = 2tdt ) T tEoviow +c

/952 mdx

14+23=1¢2 _ $2.t'2t7dt:g.ﬁ
3z2dx = 2tdt 322 3°3

2
= § (1+l‘3)3

dz =12 otdt
@ _ 2,

/dm_{ e }_/%dt—2arcsin\/§+c
z(l—x) dx = 2tdt tVI— 22
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dx

/

arctgs
4+ 2

T

/

1
ez
Pl
X

/

/ex\/a — be®dx

/sin5 T - COST

2. Prikladno je odabrati:

(a)
/

sin(lnx) )
——dz
x

1 + sin 3x
cos? 3z

/

zlnzlnlnx

_ Inz =t _ xdt
o idl’:dt ) xz-t-lnt
Int=s tds
= { Lt — ds }_ P =In(In(lnz)) + ¢

arctgy =1t )
_ L lde = dt _ t 4+ i
s 1+22 2
do = S22t
_ } ﬁfl tg2Z +
= 33 4a7’cg c
l:t et 2 1
B a — be® = t? B x.t.Qtdt__g t
T —berdz=2tdt [ )¢ Ther T 503
2 3
= —%(\/a—bﬁ) +c

sinx =1t
cosxdx = dt

1
der = { }:/t5dt:6sin6m+c

Inx =t sint
= {idx:dt} T'xdtffcoslnerc
/ / sin 3x
= +
cos2 3z cos2 3z
o 3r =1 cosdr =t
o 3dr = dt —sin3z - 3dx = dt
- / n / sin 3x ds
a cos? t cos?3x —3sin3z
1 1 s! 1
gtg?)x 3 o1 thBx + 3 cos 3x
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sinx — cosx sinx +cosx =t
——dz = .
sSinx + cosx (cosx —sinx)dr = dt

sinx — cosx dt .
— - —— = —In|sinz + cosz| + ¢
t cosT —sinx
(d)
2
9 _ *4+1=t | _ dt 1 [ cost
/m ctg(x” + Ddr = { 2vdxr = dt }—/x ctgl 2 2 sintdt

_ cost =s 1 [—ds 9
B { —sintdt = ds }_2/5__111'608(96 +hl+e

1 Inz =t 1
/xlnxdx = { d _ gy }—/M-xdt—ln(lnx)—&—c

/ dx B lne =t 7/ xdt 77/ dt
(4 —Inz) sde=dt [ ] w(4—1) 2 -4

1 Inz—2 n
= ——In|l——|+c¢
2-2 Inx +2
(g)
. sin?z =t L
/esm T.sin2xdx = 2sinzcosxdr = dt p = /etdt: e T+
sin 2xdx = dt
(h)
arctgx In(1 2 1 arctgr In(1 2
/e +zln(l+2%) + dx:/e dw+/xn(+x)
1+ 22 1+ 22 1+ 22
B arctgr =t In(z2+1)=s
T\ mde =t St 2zde = ds
et r-s (224 1)ds
= — (1 +2?)dt : t
[T et [ 75 ES 0 s araage

arctgx 1 52
et +5 5 tarctgr

1
e?retar 4 1 In?(2% 4+ 1) + arctge + ¢
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9.4 Integral racionalne funkcije

Racionalne funkcije su omjeri polinoma. Racionalne funkcije jedine su koje
mozemo racunati pomocu cCetiri osnovne racunske operacije. Racionalne
funkcije se mogu u potpunosti integrirati. Integriranje se provodi direktno
ili metodom supstitucije.

Primjer 9.2 Dokazati neodredeni integral iz tablice

1 1
[

2 — a? 2a

r—a

+c

x+a
Rjesenje. Racionalnu funkciju potrebno je rastaviti na parcijalne razlomke:

1 A B

2 _ a2 = x—a+x+a |- (v —a)(z + a)
1 = A(x+a)+ B(z—a)
1
T =a 5
= L B
Tr= —Qa _—
—2a
1 1
L %
2 — a? r—a x+a

Nakon cega je integriranje lagano supstitucijom:

/ dx 1/d 1/ dx
= — TT — a4 — —
2 — a? 2a 2a ) x+a

1 1 r—a
= —(lnlr—a|—Inlz+a|])=—1In +c

2a 20 lz+a

Zadatak 9.25 Integrirajte
/ dz
3+ 1
Rjesenje. Potrebno je rastaviti racionalnu funkciju u jednostavnije racionalne funkcije:
1 A Bx+C 3
3 +1 m+1+x2f:£+1 @+ 1)
1 = A@@*—z+ 1)+ (Bx+C)(z+1)
1=A4-3

256



xr=20 1:_§+20
3

1 _ 4

=1 1 3B+:2B 3

Integriranje je jednostavnije:

dx B 1 dzx . I*% d
@B+1 3] r+1 21t

2 —1+1—42
= 1mm+1\ /—Ji—————f3

3 2 —x+1
_ lmm+u+,/4§:£7_l/44@;7
3 2) 22—2+1 6) 22—2+1
_ 1 _
B 2 —x4+1=t xdxigss
- (2z — 1)dx = dt N

x271+i:32
1 dt 1 d
= ln|m—|—1\—|— 7/78

3 t 6 52+%

1 1, 11 -1
1 1 1 22 — 1
= Zlhjz+1+=-In(z>—2+1) — ——arctg——= + ¢
gt g NG

Zadatak 9.26 Odredite

341
/—da:
23 — 5x?2 + 6x

Rjesenje. Brojnik ima stupanj jednak nazivniku. Mogucée je dijeljenje brojnika i nazivnika:

(3 +1) : (23522 +62)=1
—z3 4+ 5z — 6z
502 — 6x + 1
23 +1 _ s 522 — 6x + 1
3 — bx + 6z 3 — 5x? + 6z

Zadatak je sada jednostavniji:

3+ 1 522 — 6z 4+ 1
dr= | d —————dx.
/x3—5x+6xx / x—!—/ 3 — 512 + 6x

Integral racionalne funkcije zahtijeva faktorizaciju nazivnika:

23— 52% + 62 = x(2? — 52+ 6) = x(2® — 3x — 22 +6) = 2(x — 3)(z — 2).
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Racionalna funkcija rastavlja se na parcijalne razlomke:

2
T
50 —6x+1 = Az —2)(z —3)+ Bx(z —3) + Ca(x — 2)
1
z=0 69—A
g
T =2 3

i integral sada glasi:

3 +1 28
— 4 d Sq d d
/m3_5m2+6x$ /w+/ w+/ x+/x_3x

9
ln|x|—|——1n|x—3|—fln\x—2|—|—c

Supstitucijom se velik broj integrala svodi na integrale racionalnih funkcija.

Zadatak 9.27 Naci primitivnu funkciju:

dx
e2r _ eac'

Rjesenje. Supstitucija e* = t, e*dx = dt daje

/d; _/ dt
22—t t2(t — 1)

BT = Gtetion e
1 = At(t—1)+B(t—1)+Ct
t=0 : B=-1
t=1 : C=1

t=2

[t ) i7_1 /
2(t—1) tfl

= —ljt+ +1n|t—1|
= —x+e” +1n|e —1]+¢

1. Integrirajte slijedec¢e racionalne funkcije.
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/ 5 — 8 dr —
3 — Az + 4o

(—2Inz +2In(z — 2) — -5 +¢)

20+ 3
[ e—omis ==

i
/73 1dm:
x —
2
(5 + 3z — 1] = gIn(2® + 2 + 1) + 5= arctan 2754 + )

/1’2“ dr
22 —5x+6 a

x—15Injz — 2|+ 20In|z — 3|+ ¢

2 +1
/(x—i—l)Q-(x—l)'dI:

%ln|x2—1|+%ﬂ+c

/ x® + 5z + 4
- . x
xt + 522 4+ 4
2In(z? +4) + £ arctan £ — 2 In(2? 4+ 1) + & arctanz + ¢

dx

1—22
(5 In|{£2))

3. Izracunajte odredene integrale slijede¢ih racionalnih funkcija:
@ 2 d 1., 12
/ Y LY
1 224 bz 5 7
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ey 1 1
T g = 54132 —
/3362_3x+2:p (3.5+ 13102 — 51n3)
R 0 27— 3 1
x_
ST = (5 — 22
/_Q(x—2)2x (4 n2)

/U x3 d (— 3 27

Rt 1 T 2_3\/§)
(e)
R 0.0014
/512—1 Xz =, (_7 )
(f) .
x4+ x
_T Y = 2.2
/z 23— 3z 420 (2.23)

(2)

4

Ty 277
/ox2+3x_ (2.77)

9.5 Zamjena varijabli u odredenom integralu

Rezultat odredenog integrala je broj. Promjena varijable integriranja povlaci
1 promjenu granica:

b ’ 0= (o)
x)dx :/ t))dt;
[ @ = [ rtear =20
Primjer 9.3 Treba izracunats
/a r*vVa? — 22dx
0

Rjesenje. U ovom zadatku pogodna je trigonometrijska supstitucija:

r = asint
dr = acostdt
T
t = arcsin—
a
a = arcsin0=0
. T
8 = arcsinl = 5
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Nakon supstitucije i promjene granica:

a
/zZ\/aQ—xQda: =
0

[NE]

sin?t - Va2 — a2 sin® tdt

[SE]

sin’t-a-V1—sin?tdt

/ sin? t cos tdt
0
sint = s sp=sin0=0
costdt =ds sg=sinZ =1

2
1 31
s
= a 2ds=a- —
0 3

I
o— >—

[SE]

Il
S

a

o 3

Zadatak 9.28 [zracunati
Ind o, /e — ] p
— Y- dx
0 er +3
Rjesenje. Supstitucija mijenja granice:
et —1=1¢2
e*dx = 2tdt
e"+3=1"+4
tD =V 60 —1=0
t—G=+Ven5-1=2

i novi integral glasi:
2 2 2
-t 2tdt t
/ oot Aty / —dt
0 t2 —+ 4 e’ 0 t2 + 4

2 42 _ 2 2
_ 2/ Liégéﬁzg/’ﬁ_g/Agﬁ,
o t2+4+4 0 o t2+4

1 t
= 22 -8 —arctg-|?
|0 26”"0 92|0

= 4-«0—%)=4+w

Zadatak 9.29 [zracunajte

/5 dx
0 2r++3r+1

261



Rjesenje. Supstitucija

3z +1 =1t
3dx = 2tdt
dx = 2tdt
2y
r="3
=vV3r+1
tp=1
ta =4
daje integral racionalne funkcije:
/4 2tdt _ /4 tdt
1 2't2;1—|—t - —1+3t
B 1/ t+,_,
2 2143t
_ 1/ 2+
2 22143 t
1-|- t—v
B (2t+ )dt dv
UD—§
vg =21
- 1/2101@ 3/T
o2 )s w 4 Jz
4
3 1
_ 21 9
= lnv|E 17

L3
22

1.
9
/ 2? Vr =5 dv =
5
(54
2. .
ver — ldx =,
0
(2-3)
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/6 ln zdx B
1x\/1+lnx_

(8/3)
4. Izracunajte
a) [y x(x? —13)% b) [ (5 — 2z)%dx
¢) [ \/2x — 3dx d) [, mdx
e) fol 23y £) [2e27da
g) 7% sin 2xdw h) J§ 2t da
i) J© lr;mdx j) f—12 xffg;izldx
i) I ﬂ/g sin® wdx k) f;r/ﬁ? sin® x cos xdx

Rjesenja. a)— 586 10'2; b)1.73 - 10%; ¢)82; d)111; €)—2.69; £)0.4; )0.5; h)—In5;
i) %QJ') ézlu k) 128

9.6 Integral trigonometrijskih funkcija

Integrali trigonometrijskih funkcija rjesavaju se neposredno, primjenom iz
srednje Skole naucenih trigonometrijskih identiteta.

Primjer 9.4 Izracunajte:
1
/ sin(2t + 3) cos(3t — 1)dt
0

Ovakav zadatak rjesava se primjenom formula za pretvaranje produkta trigonometri-
jskih funkcija u zbroj:

e sinacos 3 = %[sin(a + ) + sin(a — 5)]
e sinasinff = %[COS(O& — ) — cos(a+ )]

e cosacos f = f[cos(a — () + cos(a + )]
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Rjesenje primjera:

1 1 1
/ sin(2t + 3) cos(3t — 1)dt = 3 / sin(5t + 2)dt + 5 / sin(4 — t)dt
0 0 0

_ L zewlt42), 1 —costi=t),
-9 5 079 -1

1 1
= —1—0((3057—(3082)—5(0083—0084)%0.05

1. Izracunajte primjenom formula za pretvaranje umnoska trigonometri-
jskih funkcija u zbroj:

2
3sin(2x — ) - 6Sin(§ + E)dx
0 3 2

1 T T
/ —3cos(2mp + =) - 3cos(—3mp — —)dyp
0 2 4
/6
/ sin bz cos xdx =
0

/2 . r .
sinx - sin — - sin —dx =
0 2 3

1173 123 3

385 770

Integrali tipa

/ sin™ x cos” zdx

trivijalni su ako je bar jedan od cijelih brojeva m ili n neparan. Prim-
jerice, za m = 2k + 1 integral prelazi u

/sin% ~cos" x - sinzdr = — /(1 — cos® x)* cos™ zd(cos )
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koji supstitucijom cos x = t prelazi u rjesivi integral polinoma:
/(1 — )kt

Analogno u slucaju da je n = 2k + 1 neparan broj:

Primjer 9.5

/ sin®x - cos® zdx = / sin® x - cos® z - cos xdx
= /SiﬂGx(l —sin?x)* - d(sinz) = /sinx =t/

= /t6(1 —tH)4dt = /t6(1 — 417 + 6t* — 415 + %)dt
t7 13

t9 7511 t t15
= ——4—4+6——4— 4+ —
T U TR T I T
B sin” x 4sin‘9 €T n 6311111 x 4sin13 T . sin®® z .
- 7 9 11 13 15 ©

Integrali tipa

/ sin™ x cos™ xdx

u kojim su potencije parne rjeSavaju se identitetima

e sin’z = (1 — cos2z)
e cos’z = 1(1 + cos2z)
® SInxCcosxT = %Sin2$.

Primjer 9.6

/C082 3rsin?3zdr = /(cos 3z sin 3z)? - sin? 3wdw

_ sm o 5(1 — cos 6z)dx = 3 /sin2 6xdr — 3 /S.in2 6x cos b6xdx

4
1 1 1 1
3 / 5(1 — cos 12z)dx — g/SiDQ 6 - gd(sin 6x)
1 1 sinl2z 1 sin®6z

— = — ——— +cC
16 16 12 48 3
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2. Izracunajte slijedece integrale:

a

(
(b) [ sin* x cos® xdx

)
)

(C) 45 dx
)

Cos T

(d " sin? 5z cos® brdr
Rjesenja: 2)0.089; b)0; ¢)—3.76; d) 37

U rjesavanju se primjenjuje i posebna, trigonometrijska, supstitucija:

tgs = ¢
92 =
2dt
dv = ——
v 1+¢2
) 2t
smr —= ———r
1+ ¢2
1—¢2
cCOSr — ———
1+¢2

kojom trigonometrijski integral prelazi u integral racionalne funkcije koji je
uvijek moguce razrijesiti.
Primjer 9.7 Rijesite
dx
1+ sinz+ cosx’

Rjesenje. Univerzalna supstitucija daje

2dt
dx _ 1+t2

R - 1—¢2

1+sinz +cosw 1+ 1+t2 + 15

2dt dt

X
o I n|l+t/+c=In| +g2!+c

Zadatak 9.30 Univerzalnom trigonometrijskom supstitucijom integrirajte

/ dz
cosx +2sinzx + 3
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Rjesenge.

d 2dt
[aroas = [
S X - 1—t2
cosx + 2sinx + 3 o +1+t2+3

_/ 2dt _/ dt _/ dt
B 2 44t +4  f 242t +2 ) (t+1)24+1

= arctan(t + 1) = arctg(1 + tgg) +e

Ipak, osnovna metoda integriranja je pazljivo gledanje:

Primjer 9.8 Integrirati

/ 1+4+2cosx
x.
sinx(3 — cos x)
Rjesenje. Integral rjesava supstitucija:
1+2cosx cosx =t 1+2t dx
/. de = / il
sinz(3 — cosx) —sinzdzr = dt sin x( —sinz
_/ 1+ 2t
B (1—t2)(t—3)
rastav :
142t A B C
= + +
(I—=t)(1+1¢t)(t—3) 1—¢t 1+t t—-3
1+2t = AQ+t)(t—-3)+B(1—-t)(t—3)+C(1—1t)(1+1)
1
t=1 : A=—-
4
7
t=3 ==
8
t=-1 _ !
B -8
integral :
/ 142t g - 1 dt +1 dt +z dt
(1—-#)t-3) 4J 1—¢ 8 1+t 8/ t-3
1 7
= —In|l—¢t|+= ln|1+t|+—ln|t—3|
4
1 7
= Zln]l—cosx|+§ln]1+cosx|+§ln|cosx—3|+c

U slijede¢im zadacima integrirajte primjenom univerzalne trigonometrijske
supstitucije:
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1. U slijede¢im zadacima integrirajte primjenom univerzalne trigonometri-
jske supstitucije, ako ne ide drugacije:

(a)

dx
/ (24 cosx) -sinx -
(b)

/ sin xdx B
cosz-V1+sin’x

© y
sin”
/sina: + 2cosx dr =
2. Integrirajte:
dx

/ cos® z + cos® x
sin? z + sin*

3. Supstitucijom t = tgx rijesite:

(a)

)
S
71n' acz ~dr =
1+ sin“x
(b) ;
™ T s
[ rmrrromms = Gy
0o 4sin“z+9cos’x 12
/2 dx /2 dx
) —7r/2 2+4cosx b> fﬂ'/3 5+4x
4. Izracunajte: 2/3  cosx /2 sina
C) f7r/2/ 1+cosmdx d) 0/ sinx-i—cosa:dw

Rjesenja: a)% In gi, b)0.0877; ¢)1+ & — /3; d)—4(—# In2+ %W +
24v2 ), V2 2-v2 1, V2
1 In 71T I In oA

9.7 Integrali iracionalnih funkcija

Funkcije u kojima se javljaju mastovite kombinacije korjena integriraju se
supstitucijama. Ruski matematicar Cebisev otkrio je uvjete pod kojima
postoje primitivne funkcije iracionalnih funkcija, no to prelazi okvire ovog

kolegija.
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Primjer 9.9 Rijesite
dx
x4/1 + 22

Rjesenje. Supstitucija je vrlo egzoticna:

% +1 =22
dx _ —m%dx =2zdz | / —zatdz dz
1+ a2 1;92 = 22 ) otz 2

1+ 2% =222
3
= —/(22—1)dz:z—%—|—c

)
N 2 3 322 ¢

Nisu ipak sve supstitucije egzoti¢ne. Ve¢inom su prirodne:

Primjer 9.10 Integrirati
/ r3dx
/(14 222)3
Rjesenje. Prirodna supstitucija uklanja drugi korjen:
/ rdx 14222 =22 _/ﬁ-ﬁ_
/(1 + 242)3 N drdr = 2zdz [ 23

2
1 p55+-dz 1 1 o,

1 1
GVI+20° 4 o e

A(1 + 222)

Zadatak 9.31 Pogodnom supstitucijom rijesite integral:

64 \’3/5
| AT

Rjesenge.
/64 Ve oo r=1 tp=1 _/2 t2 . 6t°dt _/2 dt
poa(Vr+E) T T Lde=6dt ta=2 [ ) 5 +2)  J t(t+1)
1 A B
= —4+—
t(t+1) t ot
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1 = A(t+1)+Bt
t=0, A=1 ~1, =1

64 3
/ A / L
1 z(vVz + Yx) 1 t+1
= 6(Int—Int+1)? ~1.73
Integrali koje je Cebisev proucavao imaju zapis

/xm(a—i-bx")pdx, m,n,p € Q

i rjesiv je u tri slucaja:

e pc Z

. mjl'l cijeli broj, supstitucija

a+bz" = 29, p=

Q| ®»

° mT-&-l + p cijelobrojno, supstitucija

ax™ " +b=29.

9.7.1 Trigonometrijska supstitucija

[ako nisu uvijek pogodne, moguce je primijeniti ih u situacijama ako integral

sadrzi iracionalnosti:

2 2

a* —x T =asint

22 —a?2 x=-L
cost

V2 +a? x=atant.

Tada se podintegralna funkcija svodi na trigonometrijsku, trigonometrijska
na racionalnu, a racionalna se funkcija moze integrirati.

Primjer 9.11

— qi 1 2t
/\/1—x2d:c = v =smt }:/cost~costdt:/mdt

dx = costdt 2
1

1 1
t+ Zsin2t = §arcsinx+ 3 + §Sintcost

1
+§x\/1—x2—i—c

N[~ N — —
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Primjer 9.12

/ dx B { r = atant } / ey dt
(x2+a2)% dr = cog2 dt (a? tan? t—i—aQ)%
B / 1/ dt
= — 3 :—2 71
cos2t - cos2 t) > cos? ¢
/ Lt 1 . ‘4 - tant atant
= — [costdt = —sint+c= /sint = =
a? a? V1+tan’t Va2 + a?tan®t
x
= 7—}—6
N
Primjer 9.13
/ T - COS t / P \/_ 2sint &
Va2 —2 dm = f(:?tdt | 2 — cos?t
B / - /2sint gt — / 2dt
B V2 &zi cos2t ) cos3t
2 cos tdt ds
— — /sint = tdt = d zz/i
/ ol /sint =s cos s/ ESE
1 A, B C D
= . — S
(1—35)%(1+s)? l—s 14s (1—-s5)?% (1+s)?
1 = AQ—5s)(1+5)*+B(1+s)(1—-35)*+C(1+s)*+D(1—s)?
1 1
t=1=0C= - tl=—-1=D=—
4’ 4
1 1 1
2/ ds 1 ds 1 / ds
(1—-s2)2  4J) 1-5 T3 1+s 4 1—5 (1+s)2
1 1 1
= —(=In|1—- In|1 . —
4( n|l—s|+1In| +8D+1—3 s
11 14 sint +2sint
= —In
4 |1—sint| cos?t
1 [1+y1-9%] 2y1-%
= —Iln + +c
4 a? a
1—/1-2 =
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Slozeniji integrali koji se rjeSavaju pogodnom supstitucijom.

1. Rjesite supstitucijom:

a) [x(32%—1dx b) [-Sszde ) 2T gy

\/1+sin2x Ve
In2 d d.
d) [ wizde o Jy= N Jaam
Rjesenja.
1. zadatak

a) & (322 —1)"+¢, b)ln|sinz+4/1 + sin? z| +¢; c)§(1+\/5)3—3(1+\/§)2+8(1+\/E)—41n(1+
VZ)+ ¢ d)nz+mn2-In|lnz + In2| + ¢ e)ln | Ya—1=1 ‘ +c f)arccos%—l—c

Ve —1+1

9.8 Parcijalna integracija

Primjenjuje se kada je mogucée u podintegralnoj funkciji razluciti dva faktora:

[ f@) = [ul@)-dv(a) .

gdje je
dv(z) ='(z) - dx
Metoda porcijalne integracije ne nalazi primitivnu funkciju odmah, ve¢ nalazenje

prebacuje na drugi faktor podintegralne funkcije u nadi da ¢e tada biti jed-
nostavnije:

/ (@) - do(z) = u(z) - v(z) — / () - du(z).

Primjer 9.14 Integrirat:
/ xInxdx

Rjesenje. funkciju u(x) mudro je izabrati tako, da se deriviranjem pojednos-
tavni. Faktor koji ostaje dv(x) treba biti moguée integrirati. Buduéi je ovo
jedini univerzalni naputak, odabir je prepusten rjesavacu. Pogreske nema,
jedino nije pozeljno dobiti slozeniju podintegralnu funkciju od prethodne.
Odluka

u=Inx dv=axdx
2

du=3de v=%
T 2
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prebacuje integraciju na jednostavniju funkciju:

/xlnxdx = —lnm—/— —dx

2?Inz n
= — c
2 2 2
Primjer 9.15 Treba odrediti
/ arcsin zdx
Rjesenje. U primjeru je isklju¢ena svaka dvojba:
u=arcsinez dv=dx
du = \/11_7dx V=2
Dobiveni integral integrira se supstitucijom:
/ i d / xdx
arcsinxzdr = wxarcsinx —
V1—2x?
1—a% =1t zid
- { —2xdx = 2tdt }

= garcsinz + V1 — 22

Zadatak 9.32 Izintegrirat

/ln(x +V1+a?)dx

RjeSenje:

u=In(zx ++v1+22) dv=dx
duzﬁdm V=1

1422 =¢2 tdt
- {2x;xx:2tdt}_xlnx+vl+x2 /

= xln(x+\/1+m2—\/1+m2+x

/ln(x—i— 1+ 22)dx }zwln(m—&— 14 22) —

V14 22

Moguce je zavrtiti se u krug

Zadatak 9.33 Izracunajte
/ e’ cos xdx
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Rjesenge:
U = COS T dv = e*dx .
e“cosxdr = . - =e"cosz+ [ e’sinzdr
du = —sinzdx v=e

{ u =sinx dv = e*dx

x =ecosx+ e“sinx — | €* cosxdr
du = cosxdz v=e€

Pocetak i zavrsetak daju neodredeni integral kao rjesenje jednadzbe s jednom nepoznani-

com:
/ e” coszdx

e® cosx + €e* sinxf/e”” cos zdx

/e”” cos zdx + /e”” cosxdr = e"cosx+ e sinx
e?(cosz + sinx)
xr
e’ cosxdr = —

Zadatak 9.34 Izracunajte

= T COST
4
g S1mn- T

Rjesenje. Kombinacija parcijalne integracije i supstitucije
3

T gcosx u=x dv= 8Ly
dLL' — sin f
= sin?zx du=dr v=-—

T s x

3
x 3z T dx

= T |£ + "
sinz 2 = sinx

. cosx =t tp =
—sinxdz =dt tg=—

"
™ / 1 dt
V2 2 sinx —sinx

5

< S
—




Zadatak 9.35 Izracunajte

/ sin In zdzx.
1

Rjesenje. Vrtuljak s odredenim integralom:

€ 3 €

. u=sinlnz dv =dx .

sinlnzdxr = da =zsinlnz|{ — coslnzdx
1 du =coslnx - V=2 1

_ { u=coslnz dv = dx

du:fsinlnx%{” vV=2x

}:esinl—(xcoslnxﬁ—i—/ sin ln zdx)
1
2/ sinlnxzdr = esinl —ecosl+1
1
e
/sinlnxd:v ~ 09
1

Zadaci:

1. Parcijalnom itegracijom integrirajte:

() 1
JEE? o=

X

(b)
/9:2-sin293-dx:

/eﬁ-dx:
/x-sin2x~dx:

/x-arctgx-da: =

(f)
/ cos? In xdx =

2. Izracunajte vrijednost odredjenog integrala primjenom parcijalne inte-
gracije:
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2e 1 9
/ rlnzdr =, (16

(2)

1 x? arctan x
————dr = :
/0 e (—0.08)
w/2
/ xrsinzdr =, (1)
0
™ 1 1
/0 e coszdr =, (5 - E)

Zahtjevnost zadataka integriranja svodi se na primjenu identiteta koji nisu

uobicajeni.

Zadatak 9.36 Otkrijte

u = e dv = sin tdt

earctga:
J
(1+22)z
Rjesenje.
earetge t = arctgx
———dr = _ 1y cost =
(14 a2)2 = Tyez 0T \/l—l—tg \/1+tg
v _ u = et dv = cos tdt toi 4 t .
/e costdt = { du—etdt v —sint }e sint /e slntdt—{ d

t
/etcostdt - <
2

(sint + cost) =

etsint + el cost — /et cos tdt

earctga:

izt

a nejasnoce pojasnite u trigonometrijskom dodatku.
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9.9 Primjene neodredenog integrala

Diferencijalna jednadzba je jednadzba u kojoj se trazi formula funkcije,
a u jednadzbu ulaze formule derivacija trazene funkcije. Neodredeni
integral je sredstvo za rjesavanje jednostavnih diferencijalnih jednadzbi.

Gibanje je promjena polozaja u odnosu na fiksiranu tocku prostora 0. Jed-
nadzba gibanja je funkcija koja racuna polozaj tijela s(t) u odnosu na
za zadani trenutak ¢. Brzina gibanja u trenutku ¢ racuna se po formuli
v(t) = 5(t) za proizvoljni trenutak ¢. Akceleracija u trenutku ¢:

a(t) = o(t) = §().

Cesto je poznatom silom ili impulsom odredena akceleracija tijela, kao
u svemiru pri paljenju motora.

Zadatak 9.37 Tijelo se giba pravocrtno s ubrzanjem koje se mijenja po for-
muli
a =6t —12.

U pocetnom je trenutku t = 0 imalo pocetnu brzinu vo = 9m/s i nalazilo se
na so = 10m desetom metru od tocke orijentira. Nadite:

a) brzinu i zakon gibanja tocke i
b) iznos ubrzangja, brzine i poloZaj tocke u 2. sekundi gibanja.
c) trenutak u kojem je brzina najmanga.

Rjesenge.

a) brzina je rjesenje diferincijalne jednadzbe po varijabli ¢:

b o= 6t—12 |/ dt

v o= /(6t—12)dt
v = 3t2—12+c¢

gdje je ¢ konstanta koja se nalazi iz takozvanog pocetnog uvjeta:

’U():’U(to) = 9
3-02-12-0+¢ =
c = 9
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pa je formula za racunanje trenuta¢ne brzine:
v(t) = 3t* — 12t + 9.

Jednadzba gibanja koja racuna trenutacan polozaj tijela na pravcu u odnosu na
tocku orijentira rjeSenje je jednadzbe

§ = 32 —12t+9 \/ dt

sty = t*—6t°+9t+c
so=s(0) = ¢=10
s(t) = t3—6t24+9t+10

b) vrijednosti ubrzanja, brzine i polozaj tijela u drugoj sekundi ubrzanja jesu redom

a2) = 0
v(2) = —=3m/s
s(2) = 12.m

¢) nuzan uvjet lokalnog ekstrema funkcije v = v(t) je
v = 0

6t—12 = 0

t 2

)

pa je u drugoj sekundi brzina najmanja. Ovdje se radi o brzini suprotnoj od smjera
akceleracije, jer se do druge sekunde tijelo usporava, ali sve blaze i blaze. Nakon
druge sekunde tijelo se pocinje ubrzavati.

Zadatak 9.38 Na visini od 30 metara izbacen je kamen vertikalno brzinom
od 20m/s. Odredite formulu za racunangje trenutne brzine i visine leta u polju
sile teze s g = 9.81m/s%. Izracunagte najveéu visinu leta i vrijeme za koje ée
pasti. Otpor zraka zanemariti.

Rjesenje.
a(t) = g=-9.81
v(t) = /adt:/—gdtz—gt-i-c
v(0) = 20m/s=—-g-0+c¢
o(t) = —gt+20
p)=st) = [(-gt+ 200t =% 4200 e
h(0) = 30=—g-0+20-0+c
ht) = —g§+20t+30

278



Najveéi domet je maksimum funkcije h(t). Nuzan uvjet maksimuma daje moguéi trenutak
t:

>

—~
~

~—
I
s}
I

20
—gt+20 =t =— =~ 2.04s,
g
4
h(2) = —95 +20 -2+ 30 = 50m.
Iz jednadzbe gibanja mogudée je izracunati trenutak ¢ u kojem ¢e tijelo biti na visini h(t) =

0:

2

t
0 = —g§+20t+30
—20 ++/400 + 600  —20 4+ +/1000
t172 = 5 = 5 = 1037 —2.3

Bududi je izuzetno mala vjerojatnost puta u proslost, let ¢e trajati malo vise od 10 sekundi.
U slucaju da se tijelo ne giba pravocrtno, nastoji se gibanje rastaviti na
komponente i odrediti jednadzba gibanja za svaku komponentu.

Primjer 9.16 Granata iz haubice ispaljena je pocetnom brzinom vy, pod ku-
tom ¢ prema horizontali. Odrediti gibanje granate.

Rjesenje. Gibanje se rastavlja u komponentu visine h(t) na kojoj je granata
i komponentu horizontalne udaljenosti od mjesta lansiranja s(¢). Visina u

trenutku ¢ jednaka je
g

h(t) = vt sin p — §t2,
dok se udaljenost od mjesta ispaljivanja rac¢una po formuli

8 = vgt COSs .

Dobivene jednadzbe predstavljaju parabolu u hs koordinatnom sustavu, a
parabola se dobiva eliminacijom parametra ¢:

. s
© ypcosy
" s , g s
= Yp———sinp —T—5——
000 cos ¥ 2 v cos? o
g 2
h = stanp — ————s
7 208 cos?

Zadatak 9.39 [zracunajte za koji kut se pri istoj brzini granate ostvaruje
najveci domet?
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Rjesenje. Domet je druga nultocka jednadzbe parabole u (h, s) koordinatnom sustavu:
2
so =D = 2% gin 2¢
g

i najvedi je za ¢ = 45°.
Zadaci

1. Svemirski brod ubrzava po formuli @ = 12t? 4+ 6t. Sekundu nakon
pocetka ubrzavanja brod je imao brzinu 8m/s i nalazio se na 6. metru
od tocke orijentira. Odredite jednadzbu gibanja broda i izracunajte
brzinu i polozaj u trenutku ubrzavanja. Izracunajte brzinu i polozaj 5
sekundi od pocetka ubrzavanja. Koloki je put brod presao u 5. sekundi
od pocetka ubrzavanja?

Rjesenje. s = t*+t3+t+3, v = 4t3+3t2+1, 5(0) = 3pc, vo = 1pc/s, v(5) = 576m/s,
s(b) = 758m, put u 5. sekundi je 758 — 305 = 453m

2. Tijelo je izbaceno u zrak brzinom vy. Odredite formulu za racunanje
trenutne brzine i visine.
Rjesenje. v(t) = —gt + vot, s = — 1% + vot.
9.10 Primjene odredjenog integrala
Odredjeni integrali primjenjuju se za izracunavanje ukupnosti veli¢ina koje
nisu pravilne homogene.
9.10.1 Primjene odredjenog integrala u geometriji

Newton-Leibnitzova formula modificira se u slucaju da je povrsina u xz0y
ravnini omedena vertikalama z = a i x = b slijeva i sdesna, grafom funkcije
y = f(x) s gornje, a grafom funkcije y = g(z) s donje strane:

b
P = [(f@) - ga)dr.
Ako se dio ravnine nalazi izmedu horizontala y = ¢ iy = d, a lijeva i desna

krivulja imaju implicitne jednadzbe = = ¢(y) i * = ¥(y), tada se povrsina
tog dijela ravnine moze ra¢unati formulom

/Cd(g(y) — f(y))dy.
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Primjer 9.17 Poursina koju zatvaraju y = 23, pravac y = 8 i 0s Oy racuna
se integralom

Primjer 9.18 Dio ravnine omeden hiperbolom

2 2
-
a b2

1 pravcem x = 2a ima povrsinu koja se rjesava integralom:

b s T
_ _ 2 — " cost co
b= / a*dr = { Ll 2a = :>t—7r/3

__ asin
dr = cost

w/3 t t w/3 t
_ 27/ /&sm _asm ot —2ab/ sin?
a Jo cost cost cos3t

B sint = s sin0 =0 _o b/
B costdt = ds sm7r/3—— ¢ 1—52

s A N B n C N D (1— s2)?
1-s2)2  1-s5 1+s (1-52 (1+s)72 °
s = A(1+8)2*(1—8)+B(1—5)?2*1+s)+C(1+s)*+D(1—s)
1 1
821:>C:Z7 8:—1:>_D:1
1 1 1
s=0=A+B=—3,  s=2=234-B=-2 A=B=—
b 1 1 3
a
= 2<ln(1—s) 1n(1—|—8)+1_8—1+8>0

- “2(’1 (;:\/g>+\{§

Zadatak 9.40 Izracunajte povrsinu obaju dijela na koje parabola y = 2x
dijeli krug 2% + y* < 8.

4

Rjesenje. Tocke u kojim se sijeku parabola i kruznica su

2 _
{x2y+y22f8 = 224+22-8 = 0
—2+v4+32 -2£6
1‘12 = = :2
' 2 2
y = =£2

}



Radi ocite simetri¢nosti, ra¢una se povrsina omedena parabolom, kruznicom i osi Ox:

2 2 . )
Y y:2\/§smt 0=2V2sint=t=0
P = V8 —1y2 - |dy=
/0< 8-y J:) y {dyzQ\/icostdt 2=2y2sint =>t=mn/4
7|'/4 1 32 7T/4 8 4
= 8/0 cothdt—2y30:4/0 (1+c082t)dt—6:7r+2—§
L2
= T —
3

Jedan od trazenih dijelova ima duplo ve¢u povrsinu od trazene i iznosi

4
P1:27T+§,

dok je povrsina drugog, ve¢eg dijela dopunjak do povrsine ¢itavog kruga

6 — =
T3

Zadatak 9.41 Izracunajte povrsinu zatvorenu pravcem y = 2x izmedu parabola
2

2 _x
y=x"iy="%

. Rjesenje. 1z crteza je jasno da se povrsina racuna u dva dijela:

2 4 22 23 2 23
P = /(2x—z2)da:+/(2x——)d$=(x2—f) + (2% - %)
0 2 2 37, 6|,
8 64 8 16
= 4-2h16- 2 4y
3+ 6 6 +6 3

Zadaci racunanja povrsine dijela ravnine omedjenog grafovima funkcija i
koordinatnih osi:

1. Izracunajte povrsine koje su omedjene:

(a) parabolom y = 4z — 22 i osi apscisa. (10.67)

(b) grafom funkcije y = Inx, osi OX i pravecem = = e.(1)

(c) lukom krivulje y = tgr, x = 7 i osi z. (0.35)

(d) dijelom grafa y = z® — 3z + 2, osi x i vertikalama u tockama

ckstrema funkcije.(4)
2. Izracunati povrsinu ogranicenu krivuljama:
(a) y =sinx, y = cosx osi apscisa i pravcem 2x = 7w (0.6)

(b) y=¢€", y=e""1ipravcem z = 1. (1.1)
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10.

11.

12.

13.

(©) y=rmiy="2% (12

Izracunajte povrsinu lika omedjenog krivuljom y = 22 i pravcem y = 4.
(10%.)

[zracunati veli¢inu povrsine koju omedjuje os ordinata i grafovi funkcija
y=tgriy= %cosx. (0.2)

[zracunajte velicinu povrsine omedjene pravcima x = 0, y = e, lukom
hiperbole zy = 4 i normalom u tocki (1,4) zadane hiperbole. Normala
je okomica na tangentu u diralistu. (36)

[zracunati veli¢inu povrsine koju odredjuju grafovi funkcija y = Inxz i
y =1In*z. (0.3)

[zracunajte povrsinu izmedju hiperbole zy = 2 i pravca 2y +x = 5.
(0.98)

Odredite veli¢inu povrsine omedjene krivuljom
. T
y= Sln(§ + g)
i pravcima y = 112 =0. (0.36)

Odredite veli¢cinu povrsine omedjene krivuljama y?> =z, xy =1, v = 3
i osi apscisa. (1.7)

Odredite veli¢cinu povrsine omedjene krivuljama: y = 1 — 22, y =
3+ 2z — x? i osi apscisa. (6)

[zracunajte povrsinu omedjenu krivuljama y = vV +21iy = %x + 1.
(4)

Nadjite veli¢cinu povrsine omedjene:
(a) krivuljama 2+ = 3?1 2y = = + 2. (6)
(b) parabolom y = 2x — 2% i pravcem x +y = 0. (4.5)
(c) grafom y = 2%, horizontalom y = 2 i osi x = 0. (0.56)

Odredite velicinu povrsine omedjene
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(a) grafom funkcije y = |logx| i osi apscisa od z = 0.1 do = = 10.
(6.4)

(b) krivuljama y = (z + 1)* i * = sin(7rx) i osi apscisa y = 0 za
0<y<1. (0.97)

Zadatak 9.42 Izracunajte povrsinu omedenu krivuljom x = y? —2y+2
1 praveem 2z + 1y = 9.

Rjesenje. Krivulja je parabola okrenuta, zbog pozitivnosti 2, prema pozitivnom
dijelu osi 0z. Jednadzba y? — 2y 4+ 2 = 0 nema rjeSenja, pa parabola ne presijeca
os Oy. Iz modificirane jednadzbe x = (y — 1)? + 1 dobiva se tjeme u (1,1). Sjecista
pravca i elipse su:

(22 =0 = v
202 —3y—5 = 0
3+V9+40 5
Y2 = f:_l;ﬁ
1 =9 x2:§
5 13

T = (_175) T = (57 Z)

Iz ovih podataka moguée je nacrtati pravac i parabolu. Trazenu povrsinu lakse je
dobiti integralom duz osi Oy:

5/2 9_— 5/2 5 3
/ (21/—(312—21/+2)>dy=/ (2+2y—y2>dy
—1 —1

5/2
(5y+3y2_y3>
2° 22 3|,
25 325 125 5 3 1
4+28_24_<_ )
7

= 7—
48

P

Zadatak 9.43 Izracunati povrsinu koja je omedena krivuljama y* =
20 +11y=z+1.

Rjesenje. Za x = 0 u jednadzbi parabole dobivaju se sjecista s osi ordinata: (0,1)
i(0,-1). Sjecista s pravcem su (0, —1) i (4, 3).

3 2

—1

P:/ (y+1-2 )y =35
—1

14. Izracunajte povrsinu ogranicenu krivuljama 2z = y? i 2y = 22, (4/3)
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9.10.2 Volumen rotacionog tijela

Rotaciono tijelo nastaje rotacijom geometrijski odredene povrsine oko neke
istaknute osi.

Ako se povrsina u koordinatnoj ravnini nalazi s jedne strane osi 0z, ako
je slijeva i sdesna omedena vertikalama x = a, x+ = b, ako se gornja granica
moze opisati jednadzbom y = f(x), a donja y = g(z), tada se volumen tijela
koje nastaje rotacijom povrsine oko osi Ox racuna integralom

b
V= 7r/ (fQ(:c) — g2(:1:)> dx
a
Primjer 9.19 Treba izracunati volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi
x povrsine omedene krivuljama y = |2 1y = —2% + 2.

1 1
V = 27r/ ((—x2 +2)? — 356) de = 2/ (z* — 42 + 4 — 2%)dw
0 0

xd x3 x’
= 971 | == — 42 44y —
W[5 3+x 7]

1

0

Zadatak 9.44 [zracunati volumen tijela koje nastaje rotacijom oko osi Ox
pouvrsine omedene krivuljama 4y = 22 i y? = 4x.

Rjesenje. Nakon nalazenja sjecista

2
-
o=Adz >r=4 y=16= T(4,16)
3

= wé4bﬁmf<f>jdxﬂ<42m;vo
96
= n

Povrsina koja rotira moze biti smjestena u potpunosti s desne strane osi Oy
i biti odredena s
0<a<zxz<bd

g(x) <y < f(a).



Ako takva povrsina rotira oko osi Oy, volumen kroz koji povrsina u prostoru
prolazi racuna se po formuli:

v =2r [[(7(&) - gla))dr

9.10.3 Duljina luka krivulje
Duljina krivulje grafa y = f(x) od tocke (a, f(a)) do (b, f(b)) jednak je

Loy = /ab J1+ (f(2))2dz.

Primjer 9.20 Nadéi duljinu krivulje y = arcsine™" od tocke x = 0 do tocke
x =1 znaci 1zracunati integral

1 e—2x 1 1 1 — 2z — 42
b= /0 1+ 1-— e—%dx N /0 \/ 1— 6_2xdx o { e~ dt = 2tdt
Vi—e™? ¢t Vi—e=?2 (¢
n /0 6—21’-75_/0 1—¢2

’1_t m

=In(e+ Ve? —1)
141

1
—1In
2 0
Zadaci.
1. Odredite duljinu luka grafa funkcije
y = a2
izmedu nultocke i tocke s apscisom = = 4.
2. Izracunajte duljinu grafa eksponencijalne funkcije
y=e
za —1 <z < 3.
Rjesenge.
L[\ /1+ Swde = 9.07

2. [P VT F eZde = /1 + e =12/ = 20.72
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Zadatak

2

1. Izracunajte duljinu luka parabole y? = 5x — 22 izmedu nultocaka.

2. Izracunajte duljinu lancanice y = % ok tocke s apscisom x = 0 do
tocke u kojoj je x = a

3. Odredite opseg astroide

r34+ys =a
4. Izracunajte duljinu luka krivulje
y*> Iny
r==-—
4 2
ody=1doy=ce.
5. Izracunajte duljinu krivulje
y = Insinx
izmedu tocaka x = iz = %’T
Rjesenja.
1. 8.23
2. s= %foa Vi e% +2+e%dz: %a(e—é)
3. 6a
4. 522»1
5. In3

Parametarski zadanoj krivulji duljina se racuna po formuli

s = /: V22 () + y2(t)dt,

gdje su z(t) i y(t) formule koje racunaju koordinate tocke krivulje po
parametru t.
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Primjer 9.21 Odrediti duljinu cikloide

= 2(t —sint)
= 2(1 — cost)

1zmedu tocke s parametrom 0 1@ tocke s parametrom 2.

Rjesenge.
& = 2(1—cost)
= 2sint
P+ = 4(2 - 2cost)

27 t t
s = / /8 (1 —cost)dt = / — o8 81n2§

t27r
s = 2\/5/ sin - dt—2\/_ T2 82
0

2

0
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10

Ogledni primjerci ispitnih zadataka

Matematika 1

. Odredite najveé¢i kut u trokutu u kojem su vrhovi tocke:

A=(2,3,4) B=(509038), C=(36-1).

Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije zadane for-

mulom:
N3
Y= nz
nx
Nacrtajte tangentu povucenu na graf funkcije

y = 6332+:B—2

u tocki s apcisom x = 1. Odredite duljinu dijela tangente izmedju
njenih sjecista s koordinatnim osima.

/’5 cosr
o 1+2sinz

Kolika je velicina povrsine koju omedjuju krivulje:

Izracunajte

Pyt =2 i y==u
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Matematika 1
. Zadane su tocke A = (2,3,1) i B = (0,—2,—3). Zadan je i vektor
T =37 +27 — k.

Izracunajte:

(AB x @) — @) x AB = .

. Odredite intervale konveksnosti i konkavnosti, kao i tocke infleksije
funkcije zadane formulom:

y=1In"z.

. Nacrtajte tangentu na krivulju
y+In(3—2z) =4

u tocki s koordinatom x = 1. Koliko je velika povrsina koju s koordi-
natnim osima zatvara tangenta?

. Izracunajte i rezultat zaokruzite na stotinku:

3
/ e dr =
0

. Kolika je velicina jedne od povrsina koju sinusoida
y = 2sin(3z — )

zatvara s koordinatnom osi OX?
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Matematika 1

. Izracunajte volumen i oplosje tetraedra ¢iji su vrhovi odredjeni tockama:
O =1(0,0,0);A=(2,3,-1); B=(3,3,3);C = (—1,-2,4).

. Nacrtajte tangente na graf funkcije

y = 2" — 102> + 242 + 62 — 6

u tockama infleksije grafa.

4 1
/ln -dx =
2 2¢ — 3

Rezultat zaokruzite na desetinku.
. Kolika je velicina povrsine koju omedjuju:

r+y=8 1 xy=12.

. Odredite domenu, ispitajte monotonost i zakrivljenost grafa, ponasanje
na rubovima domene i nacrtajte graf funkcije:
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Matematika 1
 Nekaje @ =37 —25 +kib=—1i—j +4F%. Odredite:
(a) @x b
(b) [@|

(c) kut izmedju @ i b

. Napisite jednadzbu tangente i nacrtajte tangentu na graf funkcije y =

2> — Inz u tocki s x = 1. Odredite koordinate sjecista tangente i osi
apscisa.

. Odredite intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

. Izracunajte i rezultat zaokruzite na stotinku:

1
/(1+§Pwm:.
—1 2

. Kolika je povrsina jednog od likova omedjenog krivuljama y = cosx i
Yy = sinx.
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Matematika 1

. Tocke A(3,0,2), B(-1,0,1); (C(2,0,3)iD(0,-5,0) odredjuju tetracdar.
Odredite volumen tetraedra i njegovu visinu ako on lezi na trokutu

ABC.
. Napisite jednadzbu tangente na graf funkcije
y=e*4+e" +1

u tocki s apscisom x = 0. Odredite povrsinu koju tangenta zatvara s
koordinatnim osima.

. Nacrtajte graf funkcije

y=x-vV1— a2

tako da ispitate domenu, monotonost, zakrivljenost i ponasanje na kra-
jevima domene.

. Izracunajte i zaokruzite do na stotinku:

elnx
— - dx =
1

. Koliku povrsinu zatvaraju graf funkcije
y = 2sin(3x + )

i krivulja 3(2? + y) = 7.
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Matematika 1

. Tocke A(3,0,5),B(0,1,0)10(0,0,0) odredjuju ravninu u kojoj se nalaze.
Nadjite bar jedan vektor okomit na ravninu. Odredite bar jedan kut u
trokutu OAB.

. Kolika je povrsina trokuta kojeg s koordinatnim ravninama zavara tan-
genta na
y =sin®x

u tocki za Ciju apscisu vrijedi

7
tgr =1, OSJ;SE'
. Odredite domenu, intervale monotonosti i lokalne ekstreme funkcije

2r — 3
x—1"

y=1In

. Rezultat zaokruzite na desetinku:

7
/ V2 — 13dx =
4

. Odredite povrsinu omedjenu krivuljama y =e*, y=e*iy=ce.
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Matematika 1
. Za zadane tocke A = (2,3,0),B =(3,2,1) i C' = (4,4, 1) izracunajte
(AB x BC) x CA.

. Odredite jednadzbu tangente na graf funkcije
y=1In(z+ Va2 +9)

u tocki s apscisom x = 4. Koliku duljinu na tangenti odsijecaju njena
sjecista s koordinatnim osima?

. Izracunajte i zaokruzite na stotinku:

. }
5 sinx
-dx = .

z 1—-2sinz

. Ispitajte tok i nacrtajte graf funkcije

Inz

V=

. Odredite povrsinu koju zatvaraju grafovi funkcija zadanih sa: y = Inx
: 2
iy=In"2x.
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11 Algebarski dodatak

11.1 Potenciranje binoma

U prvom razredu srednje skole u programu je algebra. Poznata je formula
kvadrata binoma:
(a+b)* = a® + 2ab + b*.

Nesto manje ostaje u sjecannju formula
(a+b)* = a® + 3ab + 3ab® + b*.

Pogotovo
(a+b)* = a* + 4a’b + 6a*V* + 4ab® + b*.

Proucavanjem koeficijenata, Pascal je dobio "trokut” koji daje koeficijente
za slijede¢u potenciju:

(a+b)' = 1 1

(a+b)?* = 1 2 1

(a+b)? = 1 3 3 1
(a+b)* = 1 4 6 4 1
(a+b° = 1 5 10 10 5 1
(a+b)° = 1 6 15 20 15 6 1

Zadatak 11.1 Nastavite trokut.

Rjesenje. Prvi koeficijenat u rastavu (a+b)7 bit ée 1. slijededi ée biti jednak zbroju prvog
i drugog u rastavu (a + b)% i iznosi 7 Treéi koeficijent rastava (a + b)7 jednak je zbroju
drugog i tredeg koeficijenta u prethodnom rastavu (a + )% i iznosi 21. Cetvrti koeficijent
u 7. redu jednak je zbroju treceg i ¢etvrtog koeficijenta u 6. redu, sto iznosi 35. Za njim
slijedi na petom mjestu ponovo 35 kao zbroj ¢etvrtog i petog ¢lana u redu iznad. Potom
opet 21, pa 7 i na kraju 1:

(a+0)" =a" + 7a5b + 21a°b? + 3540 + 35a°b* 4 21a26° + Tab® + 1.

Prvi i posljednji koeficijent uvijek je 1.
Drugi i pretposljednji koeficijent uvijek je:

n.
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Tredi i pretpretposljednji koeficijenti su rezultati
nin—1)
1-2
Cetvrti gledani s obiju strana su
n(n—1)(n—2)
1-2-3

Zanimljivo je da se koeficijenti podudaraju s brojevima kombinacija na lotu. Tako je broj
kombinacija pri izvlacenju 3 razli¢ite kuglice iz bubnja sa 7 razlic¢itih kuglica:

7-6-5

1-2-3 35

Primjer 11.1 Broj kombinacija na izvlacenju lota 6/45 bio bi

45-44 -43 - 42 - 41 - 40
1-2-3-4-5-6

dok bi na lotu 7/39 bio

39-38-37-36-35-34-33
1-2-3-4-5-6-7

(+)

koji se ¢ita n povrh k racuna se na racunaljci programom nC'r kao broj
kombinacija na lotu k/n. Vise o tome doznat ¢e oni koji budu upisali
"Vjerojatnost i statistiku”.

Binomni koeficijent u oznaci

11.2 Potenciranje
Potenciranje prirodnim eksponentom definira se induktivno:
2

n _:L,'n—l



i jednakih eksponenata:
n n n n n x !
z" -y = (zy) I:y=<>

Potenciranje negativnim eksponentom:

3.7 73:i
3

Korjenovanje m-tim korjenom prirodno je prosirenje potencija na razlomljene
eksponente:
m/ n
I‘n = Irm s
a prirodnost se vidi na primjeru

3 6
26 = 23 = 2%

11.3 Trigonometrijski identiteti

Trigonometrijski identiteti izvode se iz definicija:

sin x
tgx = , ctgr - tgr = 1,
cos T

a mogu biti posljedica Pitagorina poucka:

sin?z + cos? x = 1.
Slijedi izvod
9 sinfz 1 —cos?x sin®
cos? cos? x 1 —sin“x
cos’x-tg’r = 1—cos’x
cosz(tg®z +1) = 1
: 1
cos“r = ——
tg?r + 1
-2 _ tg%
sin“x = ———
tg?xr + 1
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