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UVOD. STO JE LOGIKA?

Uvod u logiku na pocCetku studija filozofije!? Moze se odgatvala je to
smisleno a takader i u skladu s tradicijom filozofije i logike. Uvod u logiku
doista je ujedno i jedan uvod u filozofiju. Logika otvara i ornogje filozo-
fijski pristup predmetu. S njom filozofija zapocinje, a Bjem i dogradnjom
logike dogratuje se i razvija i sama filozofija. U jednom Sirem smislu wazi
‘logika’, filozofija se Cak i svodi na logiku.

Logika je na odrden nacin pretpostavka svih znanosti (prirodnih i hu-
manistickih). U svim se znanostima nesto tvrdi, zakljed dokazuje. Sam
oblik koji imaju tvrdnje, nacCin kako se zakljuCuje i tvi@gndokazuju, ne za-
nima samo filozofe po struci, nego i strucnjake u drugim neyon poljima,
osobito ako su to opce, apstraktne ili formalne discipli@®ga se logika
u ovoj ili onoj mjeri studira, osim na odjelima filozofije, i kispu studija
studija matematike, informatike, raCunarstva i umjetrteligencije, jezikos-
lovlja, teologije. Osim toga, svaka disciplina ima svojingfenjenu logiku,
logiku primijenjenu na posebno predmetno podrucje ahatiznanosti, 5to
¢ini metodologiju te znanosti.

Neki konacan i sasvim zadovoljavaju¢i odgovor na pitanfem 5to je to
logika, necemo moti odmah da$to je to logika, postajat te nam blize i
jasnije Sto cemo dublje ulaziti u sam predmet logike,&&mo se viSe njim
baviti. Tek cemo na kraju ovoga teCaja moci imati potfiyrwjam o logici.

Na pocCetku ipak mozemo dati prethodni, preliminarni oggama nase pi-
tanje, stvoriti neki pretpojam same logike. Tu mozemoi potnaSega sva-
kodnevnoga zivota, od nacina kako svakodnevno razani&lj govorimo i
razgovaramo.
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0.1 LOGIKAKAO NAUK O VALJANU ZAKLJU CIVANJU

Cesto se logika odrije kao nauk o valjanom ili ispravnom zakljugivaniju.
Stoga cemo logiku pokusati sebi pribliziti na nekolikalpostavnih primjera
zakljuCaka.

Svatko €e moci bez ikakova predznanja iz logike prosiestil li to dobri,
ispravni zakljucci, onako kako obi¢no prakyemo zakljuCke u svakodnev-
nom zivotu. Onima koji su u srednjoj skoli imali logiku, ée biti lako pre-
poznatljivi primjeri nekih oblika zakljuCka. Ti Ce namiprjeri posluziti da
na njima pokazemo oddene osobitosti logike.

Evo jednostavnoga primjera:

Svi su glazbenici umjetnici.
Svi su violinisti glazbenici.

Svi su violinisti umjetnici.

UoCavamo smislenu povezanost navedenih iskaza. Zagleaaémo, logicki
(il nuzno) proizlazi (slijedi) iz premisa.

Oni s predznanjem iz logike prepoznat ¢e da je to kategosifbgizam,
prvoga lika (figure), i to naCin (mod) koji se u tradiciji nelpe Barbara
Svaki redak sadrzi jedan sud (kao misaoni oblik), odnosdarn iskaz koji
je jezicni izraz suda. Sudovi, odnosno iskazi iznad vodoeacrte nazivlju
se premisama (veca i manja), a sud (iskaz) ispod crte mas@lzaglavkom
(konkluzija). Sudovi se pak sastoje od pojmova (veci, rniasiednji), koje
izrazujemo nazivima. Za zakljucak koji je logican, k@i dobro, ispravno
izgraden, kazemo u logici da je valjan.

O Cem ta valjanost ovisi? U cem se sastoji?

0.1.1 QOCUVANJE ISTINITOSTI

Promatramo li sadrzajnu stranu zakljuCka, te provjeravastinitost su-
dovgiskaza koji se u njem javljaju, uoCit cemo odenuapstraktnostva-
ljana zakljuCivanja, odidenu neovisnost o sadrzaju. Vidjet Eemo naime da u
valjanu zakljucku ne moraju svi suddigkazi biti istiniti, te da, primjerice,
na istinu mozemo zakljuciti iz neistina.
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a) Evo primjera u kojem su premise neistinite a zaglavahitsti

Svi su znanstvenici umjetnici.
Svi su violinisti znanstvenici.

Svi su violinisti umjetnici.

Kako vidimo, istinu mozemo dobrim, valjanim zaklju€iyam dobiti i iz ne-
istine. Dakle, da bi zaglavak bio istinit, nije nuzno daeémise budu istinite.
To nam je veC prva naznaka apstraktnosti predmeta logi@gdgledajmo
dalje.

b) U sljedecem su zakljuCku svi iskazi neistiniti:

Svi su glazbenici violinisti.
Svi su umjetnici glazbenici.

Svi su umjetnici violinisti.

Vidimo da ni zaglavak ne mora biti istinit da bi zakljucalohbialjan.

To je joS jedna potvrda da je ono u cem se sastoji logitmesto apstrak-
tno.

Navedimo i primjere s mijeSanim, istinitim i neistinitinrgmisama. U
prvom je primjeru zaglavak istinit:

Svi su glazbenici violinisti.
Neki su umjetnici glazbenici.

Neki su umjetnici violinisti.
U drugom je primjeru zaglavak neistinit:

Svi su violinisti glazbenici.
Svi su znanstvenici violinisti.

Svi su znanstvenici glazbenici.
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No valjanost se zakljuCivanja, s obzirom na istinitostagiskaza koji se u
njem javljaju, sastoji u tom Stonikada iz istinitih premisa valjanim zak-
lju Civanjem ne dobivamo neistinit zaglavak Pademo |i od istinitih pre-
misa, ako smo valjano zakljucivali, mozemo biti sigurai g i zaglavak
istinit — da je, dakle, u zakljuCku oCuvana istinitost. Aldakle, u nekom
predlozenom zakljucku uoCimo da su premise istiniteaglavak neistinit,
mozemo biti sigurni da taj zakljuCak nije valjan.

0.1.2 FORMALNA PRAVILNOST

Da bismo prosudili valjanost nekoga zakljucka, moramoolpte znati
jesu li sudoviiskazi koji se u njem javljaju, istiniti ili neistiniti?

Svi su konektori operatori.
Svi su replikatori konektori.

Svi su replikatori operatori.

Valjanost toga zakljuCka lako mozemo prosuditi ako i namp 5to znace
uporabljeni pojmovi, odnosno uporabljeni nazivi. OCigg prema tome, da
valjanost u zakljuCivanju ne ovisi 0 haSem poznavanjursja i odgova-
rajucih predmeta o kojima se govori. Konkretni pojmovid&gmo u pri-
mjerima upotrebljavali, ne €ine logicku bit zakljuckanova i jos izrazitije
uoCavamo apstraktnost, formalni karakter predmeta &gik

Svi navedeni zaklju€ci imaju neki zajednidblik (lat. forma. Mozemo
stoga i€i i korak dalje, pa zakljuCak izraziti tako da ustfe konkretnih
pojmova uvedemo oddene simboleshematska slovavarijable, u Sirem
smislu).

SviM jesuP.
SviSjesuM.

Svi SjesuP.

Umjesto svakoga od upotrijebljenih shematskih slova muze@ konkret-
nome zakljucku staviti bilo koji naziv za pojam. Ako smo jedno uvrStavali
— uvijek isti naziv stavili za isti simbol — svaki ¢e put zaldak biti valjan.
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Sto je s izrazima ‘svi’, ‘jesu’? Mozemo li i njih po volji méinjati? Evo
primjera za promjenu tih izraza u zakljucku:

Svi su glazbenici umjetnici.
Neki su violinisti glazbenici.

Svi su violinisti umjetnici. Nije dobro!

U drugom je iskazu ‘svi’ zamijenjeno s ‘neki’ te zakljuCakendobar. Treba
I u zaglavku ‘svi’ zamijeniti s ‘neki’.

Vidimo da su za valjanost zakljuCivanja bitni izrazi kao Su ‘svi’, ‘ni-
jedan’, ‘nekr, ‘jesu’ (‘su’), ‘nisu’. Ne mozemo ih po valjmijenjati a da
zakljucak ostane valjan. One imaju specificho logicka&nje. Zbog toga
ih se Cesto nazivlje logickim Cesticama (ili logiCkiarazima).

Stoga mozemo reci da se valjanost u zakljucivanju siaistopdredenoj
formalnoj pravilnosti po kojoj zaglavak izvodimo iz preraig’ritom su bitne
logiCke Cestice, dok su drugi izrazi (na mjestu shematskiva, varijabla) po
volji zamjenljivi. U ispravnom konkretnom zakljuCku man@ moci uociti
njegov opci logicki oblik (shemu). Taj oblik mozZzemo izih pomocu she-
matskih slova i logickih Cestica.

U nas vec dijelom simbolizirani jezik mozemo uvesti d@@j simbole i
pisati ovako:

MaP
SaM

SaP

‘a’ nam tu skracuje izraz ‘svi jesu’.

Otudaionaj naziBarbara koji kazuje da se tri suda (iskazahizu jedan
za drugim.

U hipoteticnom zakljuCku (modus ponens) mozemo updirahematska
slovap i q za sudovgskaze. Tu se javlja i logiCka Cestica ‘ako... onda’:
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Ako p, ondaq
Y

q

Ako je ljeto, more je toplo.
Ljeto je.

More je toplo.

Pomocu shematskih slova i logickih Cestica mi zaprav@enmo prikazati
same logicke oblike, sheme, u svoj njihovoj apstraktn@skovim prikazom
logiCke oblike stavljamo gotovo doslovce na papir, predwao ih u vidljive
jezicne izraze, u zapis.

0.1.3 ODREDBA LOGIKE

Promotrimo li gornje primjere mozemo uociti da su pojmesstavnice
suda, a sudovi sastavnice zakljucka. ZakljuCak na ne&innabjedinjuje
pojmove i sudove. Metode, kojima se logika na opcenitmagkaier bavi,
nisu drugo nego sustavna uporaba navedenih logickih abiiko osobito
zakljucaka — npr. u dokazivanju neke postavke.

To je i razlog da se, kako smo vect rekli, logika ¢esto ddje kaonauk
o valjanu zakljuCivanju. Valjanost se zakljuCivanja ocituje u ihesobnoj
povezanostoblika misli te u uskla@enosti tih oblika sdealnim pravilima
misljenja. 1z tih osobina proizlazi formalni i idealni keltter logike.

Logika istrazujeoblik, formu misljenja, tj. melusobne odnose misli, neo-
visno o njihovu konkretnom sadrzaju, a ne stvarni, prednsetdrzaj misljenja.
Kad kazemo ‘logika’, uobicajeno se misli upravo na formalogiku, to je
logika u uzem smislu.

lako se logika ne bavi predmetnom istinom kao druge znanesgio samo
oblicima oCuvanja istinitosti, formom pomocu koje sev&ustinitost, ona
je ipak pretpostavka sviju znanosti. U svakoj znanostiavapravno za-
kljuCivati, dokazivati, ispravno misliti, da bi se iz d&nistina (spoznaja)
mogle izvoditi druge istine (spoznaje).
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Formalna je logika ujednoprvi korak filozofijske analizéJ logici ana-
liziramo vlastito miSljenje, vlastit jezik (refleksija)izlucujemo formalnu
stranu nekih temeljnih filozofijskih pojmova, kao 5to janst predmetnost
(“bitak”) itd. Te pojmove zatim u filozofiji analiziramo i s dgih strana,
produbljujemo ih proSirujuci, dogdujuci samu logiku, napustajuci njezin
formalni okvir. Filozofija takorec€i izrasta iz logike i riass logikom.

Logika se bavidealnim pravilima misljenja, bez obzira na to kako se ona
u konkretnom sluc€aju ostvarivala. Stoga neki logicaai kil odvojili logiku
od psihologije, govore cCistoj’ logici. Prema tome, logika se ne bavi empi-
rijskim istrazivanjem kako se u odtenim duSevnim okolnostima (Cuvstva,
afekti, stresovi itd.) stvarno odvija misljenje, ne bagigvarnim ‘procesom
miSljenja’ — to ne bi bila logika, nego psihologija misfja. Isto se tako
ne bavi empirijskim istrazivanjem jezika u kojem se midaaslici oCituju.
Time se bavi jezikoslovlje (lingvistika).

No idealna logiCka pravila nisu bez povezanosti sa stuailvijanjem
miSljenja. lako ne pokazuju kako se stvarno misli, ona pakakako treba
misliti, kako se ispravno zakljucCuje. Logicka su prauiléom smislutnorme
misSljenja, logika normira misljenje.

0.2 LOGICKIJEZIK
0.2.1 UMJIETNI LOGI éKI JEZIK

Pristup logici, obradu logike mozemo sebi na neki naCiaksati ako
logiCke oblike analiziramo onako kako se ostvaruju u jazike npr. izravno
kao oblike miSljenja. JeziCni izraz nesto je Sto ses@akego sama misao
dade objektivirati, uCiniti izvanjski, zorno dostupnirmeze se zapisati i na
taj se zapis mozemo po volji vracati — i Sto se zatim la#t&de obrdivati,
provjeravati, nego sama misao, koja nam izmice.

Pogodno je za potrebe logiCke teorije izgraditi posebanjetan jezik,
koji iskljuCuje iz jezika sve elemente, sve izrazajne m@gpsti, koje nisu
vazne za logiku, a sadrzane su (i to obilato) u naravnincij@a (kao 5to su
hrvatski, engleski, hindi i sl.).

U tom umjetnom logickom jeziku ne radi se samo o shemafizémima-
lizaciji obicnoga jezika pomocu shematskih slova (kakwsvidjeli prije),
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nego o pravom novom jeziku. Njime ¢emo moci izraziti kogtkie, istinite,
odnosno, neistinite iskaze, a ne samo opce oblike, sheawer(r. ‘SviS
jesuP’), koje same po sebi nisu iskazi, nisu istiniti, odnosnotiréts

Prevedemo li konkretne iskaze, primjerice, hrvatskogékgekonkretnim
iskazima logiCkoga jezika, u tom €e se prijevodu ocitosamo ono 5to je
logicki vazno. Buduci da nas tu ne ometaju nikakovi tgirievazni izrazi,
konotacije, tako prevedeni iskazi bit ¢e vrlo prikladni Ipgicku analizu,
izluCivanje samih logickih oblika.

0.2.2 SINTAKSA | SEMANTIKA LOGI CKOGA JEZIKA

Taj €e jezik, s jedne strane, sadrzavati aidmeizraze, a s druge strane,
vrjednovanje kojim se izrazima odmena oblika pridruzuje neko znacenje
(kao njihova vrijednost). Tako ceopis logickoga jezika imati dvije razine:

1. opis na razinizraza, koji nazivljemo sintaksom;

2. opis na razinznaCenjaizraza, koji nazivljemo semantikom.

Semantiku mozemo pojednostavniti tako da znaCenja sved®a op-
seqg (ekstenziju). Npr. mozemo sasvim zanemariti odrextiwjeka (Sto je
covjek, koje obiljezje Cini bit Covjeka, npr. obdarestayovorom, umom,
druStvenost i sl.) i drzati na umu samo to na koje sve popatho bice
mozemo primijeniti rijeC ‘Covjek’, a na koje ne — o kojem $ve predmetu
istinito reci da je Covjek, a o kojem nije. Na taj naCinklig zanemarujemo
sam sadrzaj pojmova predmeta i zadrzavamo samo njipsgeg

0.2.3 PREDMETNI JEZIK | METAJEZIK

Baveci se logiCkim jezikom, govorit cemo o njem i opidivga. Kojim
cemo se jezikom, natim, sluziti govore€i o tom jeziku? Rabit ¢emo hrvat-
ski jezik u koji cemo mjestimice ukljuCivati i neke posebsimbole i izraze
(npr. iz teorije skupova).

Opcenito, jezik o kojem govorimo, kojim se bavimo, jesedmetni je-
zik, a jezik kojim govorimo o predmetnom jeziknetajezik.

Rasvijetlimo tu razliku ngrimjeru. ReCenica:
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‘—’ je simbol logickoga jezika.

kazuje neSto o logickome jeziku, koji je naS predmetrilfei to da sadrzi
simbol ‘=’. No ta reCenica nije reCenica samoga toga logiCkoggenego
hrvatska recCenica, ne predmetnojeziCha nego metagzétenica.

Vazno je pritom razlikovatporabu i spominjanje izraza (rijeci, recenica
i sl.). Npr. pogledajmo recCenicu:

Krk je otok u Jadranskom moru.

U toj reCenici spominjemo otok Krk i Jadransko more, i toe@abizraze,
rijeci ‘Krk’, ‘otok’, ‘Jadransko more’ Zelimo li spomenuti samu rije¢ ‘Krk’,
tj. re€i nesto o samoj toj rijeci, stavljamo ju u navodaik ju istiCemo, npr.
kurzivom:

‘Krk’ ima tri slova.
Krk ima tri slova.

Tu, rabeci navod, odnosno isticanje, spominjemo rijec.

Sli¢no, u primjeru =’ je simbol logickoga jezika’, spominjemo-’, a
rabimo primjerice rijeC ‘simbol’. -’ mozemo spomenuti i bez navodnika.
Kako ‘—’ nije sastavnica hrvatske abecede, mozemo se posljggorom
razlikovnoscu kako bismo ga istakli i spomenuli, te jeskawno reci:

— je simbol logickoga jezika.

Izraze nekoga jezika mozemo spominjati i tako da ih istiGal zasebnome
retku, kao gore kada smo u zasebnome retku navodili re€&fiik je otok u
Jadranskom moru’ i “Krk’ ima tri slova’. Izraze nekoga jeziknozemo, na-
pokon, spominjati i na opisni nacin. Ime ‘Krk’ mozemo spamati opisnim
izrazom ‘ime najvecega otoka u Jadranskom moru’, ‘ime kejsastoji re-
dom od petnaestoga, dvadesettrecega i petnaestoga slatskie abecede’.

0.3 ELEMENTARNA LOGIKA

Razmislimo o izrazima iz primjera na pocetku ovoga uvoda & su
‘svi’, ‘nekr’, ili ‘pas’, ‘zivotinja’ i sl.? Sto znace te rijeCi, na 5to se odnose?
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U elementarnoj logici, u smislu kako danas rabimo taj nazinljemo da
se one odnose naojedinacne predmete(individualg. ‘Svi’ se odnosi ha
sve pojedinacne predmete o kojima je rijec, ‘neki’ na ngdarem jedan) od
tih predmeta, ‘violinist’ na bilo koji pojedinacan predivea koji kazemo da
je violinist, i sl. Logika u kojoj se javljaju samo dvije ram: (1) predmeti o
kojima je rijeC i (2) svojstva i relacije nt tim predmetima, jest logikjar-
voga reda Ona jeopsegovnger ‘pojmove’ uzimlje samo u njihovu odnosu
prema predmetima, ne obziruCi se na sadrzaj pojma.

Baveci se elementarnom logikom bavit temo se najprije

1. logickim jezikom, njegovom sintaksom i semantikom, gdje ¢emo u
sklopu semantike definirati logiCki pojaistine; zatim

2. oCuvanjem istinitosti iskaza pod promjenama znacenja svih simbola
osim specificno logickih; i naposljetku

3. valjanim zaklju€ivanjem u okviru formalnogdeduktivhoga sustava

No kako bismo sebi olakSali svladavanje elementarne &gi&jprije Eemo
kao njezin uvodniiogledni dio obradiikaznulogiku. Ona ¢e nam posluZziti
kao mali uzorak logike na kojem ¢emo moci u jednostavnigdtiku upoz-
nati glavne logiCke pojmove i metode. Zatim cemo prijegilogikuprvoga
reda, u kojoj se dublje rasclanjuju oblici kojima se bavi iskadogika, Cime
cemo iscrpiti cijelu elementarnu logiku.

U iskaznoj logici jos nema predmeta i izraza koji im se pririCu. Turte
samo promatrati kako sastavljeni iskazi logiCki ovise dnjestavnima kao
svojim sastavnicama, tj. kako istinitost sastavljenitaizk ovisi o istinitosti
jednostavnih. U logicprvoga reda ulazimo u dublji ustroj, strukturu is-
kaza i njegove istinitosti. Javit e se novi simboli, predne oznake, za
oznacivanje pojedinacnih predmeta, i priroci, za pange svojstava i od-
nosa pojedinacnim predmetima.
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0.4 ZASNIVANJE. TRADICIONALNA | MODERNA LO-
GIKA

Prvu sustavnu logiCku teoriju izgradio fgistotel (384. pr. Kr. — 322. pr.
Kr.), Ciji su logicki spisi sabrani u zbirk@rganon Aristotel je utemeljitel;
logike. Razvio je nauk o kategoricnom iskazu i o kategwooit silogizmu.
Logiku su prosSirili njegovi ucenici i osobito tzwnegarsko-stocka Skola
(Chrysipp, cca. 282.—206. pr.Kr.). Oni su razvili logikustavljenih iskaza
(pogodbeni, disjunktivnii dr.) i zakljuCaka sa sastanija iskazima.

1) Tradicionalna logika. Pod njom se obi¢no podrazumijeva nauk o pojmu,
sudu i zakljucku (i metodologijski oblici), odnosno, o @igrajucim jeziCnim
oblicima. Nastaje u kasnome starom vijeku (5.—6. st.) dbjadanjem aris-
totelovskoga i stoickoga shvacanja logike. — U povijestijavlja u vrlo
razliCitim oblicima: npr. terministiCka kasnosrednjekovna logika nastaje
u 13.iu 14. st. (naglaSena je jeziCna analiza, npr. o Uupeoraziva; razgra-
nata teorija logi¢koga slijeda, Petapanjolski, Vilim Ockhamski); I. Kant
svodi logiku u potpunosti na formalnu logiku kao nauk o oiotia misljenja.

2) Moderna logika nastaje sredinom 19. st. osobito povezivanjem i pri-
blizavanjem logike i matematike.

a) Da bi se sto jasnije izrazili logicki oblici te da bi se jgmma 5to lakSe
postupalo i Sto lakSe ih se analiziralo, poCinje se rambolicni, algebar-
ski jezik slican onomu u matematici. Takovu logiku izdugu GeorgeBoole
(1815.-1864.) i Augustude Morgan (1806.—1871.)Cesto se kao pocetak
matiCka analiza logikea De MorganFormalna logika PretecCa je algebar-
skoga pristupa logici G. W.eibniz (1746.—1816.).

b) Istrazuju se logicki temelji dokazivanja u matemasiailejom svdenja
aritmetike, ili Cak matematike uopce, na logiku. Takaisfup uvodi Got-
tlob Frege (1848.-1925.). Objavljivanje njegove knjig®jmopis(1879.), u
kojoj je korjenito reformirao tradicionalnu logiku, uzijalse kao pocCetak
moderne logike u najuzem smislu. Na Fregeov je rad nasBetitvandRu-
ssell(1872.—-1970.), koji zajedno s A. N. Whiteheadom piSe apedjelo
Principia mathematical—3 (1910.-1913.)

Logika (moderna) nazivlje se gdjekadatematickontogikom, no taj je
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naziv dobro rabiti preciznije (kao Russell), upravo za kagmatematike;
zbog uporabe posebnih simbola pa i deaja Citavoga posebnoga, logickoga
jezika, moderna se logika cesto nazigjenbolicnonmogikom.

Osim s matematikom, logika je danas usko povezanat&k®informati-
kom (computer scienges umjetnom inteligencijom, kao i s jezikoslovljem;
nalazi svoju primjenu kako u prirodnim tako i u humanistmiknanostima.

U jednom vaznom smislu i matematika je (ne samo logika)postvka
filozofije. Tako je to bilo i u tradiciji filozofije, o cem svjedi natpis na Pla-
tonovoj Akademiji, prema kojem u Akademiju nije mogao uitka tko nije
bio upu€en u geometriju. Tada je matematika bila geons&tijja danas se
utemeljuje, primjerice, u teoriji skupova. Teorija je skwp pak usko prozeta
logikom i potrebna je za razmatranja o samoj logici.

Vjezbe
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Poglavlje 1

JEZIK T ISTINA U ISKAZNOJ LOGICI

1.1 SINTAKSA JEZIKA 4

Nazovimo jezik iskazne logike4, Najprije Cemo dati opis toga jezika na
raziniizraza. To jesintaksajezika.Z. Sama je sintaksa nesto vrlo apstrak-
tno jer se u njoj izrazi uzimlju neovisno o znacenju. Sistalezika Cine:

1. rjec¢nik, koji sadrziosnovne simbolgezika, i

2. gramatika, koja dajetvorbena pravila pomocu kojih simbole postav-
ljamo u pravilne formule. U iskaznoj su logici, kako c¢emadjeti, sve
formule iskazi.

Sintaksa je, kako smo vec rekli, priladgna semantici, koju cemo izloziti
nakon sintakse.

Navest cemo koji se to simboli nalaze u rjecniku jezikai koji se is-
pravni gramaticki oblici u tom jeziku mogu tvoriti od osrmola simbola.
Pritom ¢emo radi boljega razumijevanja neformalno, peiinpa, upucivati i
na znacenja tih oblika.

1.1.1 RJIECNIK

Osnovi simboli koje rabimo u jezik¥, jesu iskazna slova, poveznici i
zagrade.
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1. Iskazna slova To su sljedeca kurzivna velika latinicna slova, kojima
se dodaju i pozitivni cijeli pokazatelji:

P,QRP,...

(Zarezi i trotoCja, naravno, ne pripadaju rjecniku jeeik.)

PraktiCno je dopustiti da se kao iskazna slova neformasthe rsva
velika latinicna slova s pokazateljerA,B,C, ..., A, .. .), osobito kad
reCenice jezikaZ trebaju odgovarati (prevoditi) neslozene hrvatske
reCenice. Tako mozemo neformalno upotrijebiti npza ‘Pada kisa’,

S za ‘Sokrat tr&’, | za ‘lvan je prosloga ljeta bio $panjolskoj'.
Odbir pocetnoga ili nekoga drugoga karakteristicnogaahrvatske
reCenice za iskazno slovo (kao u gornjim primjerima) siponije
obvezatan, nego samo ima ulogu da olakSa upamtiti kako sevelp
hrvatske recCenice.

2. Poveznici To su sljedeci simboli:
) /\7 Va _)a .
(Nazivlju se ilogickim veznicima, konektorima, junktora itd.). Mozemo
ih Citati hrvatski na sljedeci naCiri kao ‘ne’; A kao ‘i’; v kao ‘ili’;
— kao ‘ako..., onda’ k- kao ‘ako i samo ako'.

3. Razgodci(interpunkcija). To su okrugle zagrade:

()

Iskazna slova pripadajpisnim simbolima, poveznidogickim (logiCke
Cestice), a razgodgiomocnim (takader vaznim) simbolim.

1.1.2 GRAMATIKA

Sada cemo definirati neke osnovne gramatiCke pojmovkgeZ].

Dermnica 1.1 (Izraz) 1zraz je konaCan niz osnovnih simbola jezika
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Privuer 1.1 1zrazi su w%, primjerice,

P(A = A
(RQ(-
-R4P

Nisu izrazi u.%:

P.((
RP & R

AR+
To nisu izrazi uZ jer sadrze simbole kojih nema u rjecCnil.

UocCimo da se svaki simbol naveden u rjeCniku moze u izjazljati viSe
puta. Tj. kazemo da svaki simbol moze imati viggavaka. Tako se u pr-
vom gore navedenom primjerujavlja dva puta, &, — i lijeva zagrada po
jednom. U gornjoj definiciji izraza podrazumijevamo da jeio nizupoja-
vaka simbolaa ne o nizu simbola kao takvih (kao 5to je to slucaj kad de ra
0 rjecniku).

Nakon izraza je potrebno u iskaznoj logici definirati Stesjaz, jer su sve
formule u iskaznoj logici iskazi. To €e biti induktivna deiftija koja pomocu
tvorbenih pravila odréuje koji su oblici izraza u jezikW iskazi.

Da bismo 5to preglednije definirali iskaz tj. formuliratgvila, potrebno je
uvestimetavarijable (metajeziCne varijablepripadne metajezikiupomocu
kojih mozemo opcenito govoriti 0 izrazima jezikg. Kao metavarijable za
izraze rabit Cemo mala slova:

P.q. T, P, ...

Tvorbenim pravilima definiramo koji su izrazi formule. No sve su formule
u iskaznoj logici iskazi. Stoga mozemo tvorbenim pravdimravno defini-
ratiiskaz, i to pomocu sljedecih pravila:

1) SVAKO JE ISKAZNO SLOVO ISKAZ.

Npr. S je iskaz i moze stajati, primjerice, za hrvatski ‘Sokr&f'tr
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2) AKO JE P ISKAZ, =P JE ISKAZ.

Iskaze kojiimaju oblik prema tome pravilu, zvat Cemigkom (negacijom).

— Sli€no i u hrvatskome jeziku imamo nijeCne reCenicgekse dobivaju

odredenom preoblikom re€enica uz pomo¢ cestice ‘ne’, ‘nil.iStoga u

jeziku % =S moze stajati za ‘Sokrat ne trCi5l za ‘Ivan nije prosSloga ljeta
bio u Spanjolskoj’ itd.

3) Ako su prqiskazi, (PAQ), (pVa), (p— g 1(p« Q)IEsu

ISKAZI.
Pod 3) imamo Cetiri oblika iskaza:

a) Iskaz oblika p A g) nazivlje sekonjunkcijom a pi g konjunktima .
Slicno u hrvatskom imamsastavneecenice s veznicima ‘', ‘pa’, ‘te’,
‘a’ itd. Stoga npr. K A S) moze stajati za ‘Pada kiSa, a Sokrat trci'.

b) Iskaz oblika p v Q) nazivlje sedisjunkcijom, api qdisjunktima. —
Njome mozemo prevoditi hrvatske rastavne recenice)(‘Npr. (K v
S) moze biti prijevod za ‘Pada kiSa ili Sokrat trci'.

c) Iskaz oblika p — q) nazivlje sepogodbom(kondicionalom) p pred-
njakom (antecedentom) g posljetkom (konsekventom). — U hrvat-
skom, donekle slicno, imamo pogodbene reCenice. Npr— —S)
moze stajati za ‘Ako pada kiSa, Sokrat ne trci'.

d) Iskaz oblika p < q) nazivlje sedvopogodbom(neki ju zovu ekviva-
lencijom). Njome mozemo prevoditi odgovarajuce hrvatsiCenice s
‘ako i samo ako’ ili ‘upravo ako’ i sl. Npr.{ < —=0O) moze stajati za
‘Vedro je ako i samo ako nije oblacno.

Sada mozemo ovako definirati iskazAj:

Dermnica 1.2 (Iskaz) Skup iskaza jezik&; jestnajmanjiskup izraza izgrdenih
prema gornjima pravilima 1) — 3).

Napomenom “najmaniji skup”iskljucujemo sve izraze kgguntivoreni prema
navedenim pravilima.



6 POGLAVLJE 1. JEZIK I ISTINA U ISKAZNOJ LOGICI

Ima i konvencija definiranja prema kojoj se iskaz p mkizEei ovako definirati:

px=Pl-ql(@Ar)i@vr)i@—r)l(der),

gdje je P metavarijabla za jednostavne iskaze (iskazna slova}oRri:= Citajmo “jest”,
a| Citajmo “ili".

Iskazi tvoreni prema pravilu 1) jegadnostavni (atomni) iskazi. Oni u is-
kaznoj logici, kako vidimo, nisu dalje rasclanljivi. Tedter, jednostavne is-
kaze i zanijekane jednostavne iskaze nazivljemo zaj&dsiovnim iska-
zima. Iskazi prema pravilima 2) — 3) jesastavljeni iskazi(molekularni):

Iz pravila 2) uoCavamo da je poveznikza nijekjednomjestan (singu-
laran, unaran), tj. ima samo jedno slobodno mjesto (vermgadan iskaz).
Ostali su poveznialvomjesni(binarni), tj. imaju uza se dva slobodna mjesta
(vezu dva iskaza).

Privier 1.2 Pogledajmo za primjer sljedeci iskaz:

(=P - (QAR)).
Analizirajmo tvorbu toga iskaza, ne obziru€i se na njegoaguce znacenje:
a) cijelije izraz iskaz prema pravilu 3) jer sP’ i * (Q A R)’ iskazi,
b) ‘=P’ je iskaz prema pravilu 2) jer je ‘P’ iskaz,
c) ‘P’ je (jednostavan) iskaz prema pravilu 1)
d) ‘(Q A R) je iskaz prema pravilu 3) jer su ‘Q’ i ‘R’ iskazi.
e) ‘Q’'i ‘R’ jesu (jednostavni) iskazi prema pravilu 1).

Neformalno, u svrhu bolje prijeglednostii jednostavnaapisa, neka vri-
jede sljedecdogovori o porabi jezikaZ:

a) vanjske zagrademogu se ispustiti kadgod iskaz stoji sam za se, tj.
kad nije dio drugoga iskaza (da se uStede zagrade), npr.

(PA-Q —-R
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b) umjesto okruglih zagrada mogu se rabiglate zagrade(radi bolje
prijeglednosti), npr.

(Rt = [(P1V P;) & Qi]) ARy,

c) konjunkcija i disjunkcija mogu seopetovatibez novih zagrada; npr.

PAQAR PVQVR

Evo joS nekolikih sintaktickih pojmova koje ¢e nam bititpebni u daljnjem
opisu iskazne logike.

Derinicua 1.3 (Popiskaz) Podiskaz je dio iskaza koji je ta#ter iskaz.

Pritomi sam iskazp kao cjelinu smatramo dijelom iskapaStoga i jednos-
tavni iskaz ima svoj podiskaz, a to je on sam.

Privier 1.3 Prema tome su podiskazi iskazaP — (Q A R)’ iz gornjega
primjera sljedeci njegovi dijelovi:

-P—- (QAR)

-P

QAR

P

Q
R

Derinica 1.4 (DoseG pojavka PovezNIKA) Doseg pojavka poveznika je naj-
kraCi podiskaz koji sadrzi taj pojavak.

Mozemo krace govoriti 0 “dosegu poveznika” ako iz toga n@ztazi dvo-
smislenost.

Privuer 1.4 U gornjem je primjeru iskaza najkraci podiskaz koji sadz,
cijeli iskaz =P — (Q A R)’; nadalje, najkraci podiskaz koji sadrz, jest
podiskaz ~P’; a najkraci je podiskaz koji sadrzi, podiskaz ‘QA R'.
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Derinicua 1.5 (GLavnr posavak PovezNikA) Glavni pojavak poveznika u podi-
skazu p jest pojavak poveznika takav da je p doseg toga @ojavk

Uobicajeno je krace govoriti 0 “glavhome povezniku” ust@o “glavhome
pojavku poveznika”.

Privier 1.5 Stoga je u gornjem primjeru glavni poveznik cijeloga iskaza
glavni poveznik prednjaka, a glavni poveznik posljetka. Podiskazi ‘P,
‘Q’ i ‘R’ nemaju glavnoga poveznika.

Derinica 1.6 (Neposrepnt popiskaz) Neposredan podiskaz definiramo na sljedecCi
nacin:

1. uiskazima oblika-p neposredan je podiskaz p,

2. uiskazima oblikdp A @), (pV q),(p — 9),(p < Q) neposredni su
podiskazi piq.

Privier 1.6 U naSem primjeru, neposredni podiskazi iskaz® ‘— (Q A
R) jesu ‘=P’ i ‘Q A R’; neposredan podiskaz podiskazaP’ jest ‘P’, a
neposredni podiskazi podiskaza AR’ jesu ‘Q’i ‘R’. ‘P’, ‘Q’ i ‘R’ nemaju
viSe svojih neposrednih podiskaza.

Primijetimo kako je svaki sastavljen iskhgerarhijski ustrojen. Na vrhu je
hijerarhije iskaz kao cjelina, a pod njim njegovi neposiiqudiskazi, pod
njima njihovi neposredni podiskazi itd. sve do jednostavmodiskaza, koji
nemaju svoje neposredne podiskaze.

Privier 1.7 Evo kako hijerarhija izgleda na naSem gornjem primjeru:

-P-> (QAR)

-P QAR
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Na dnu, u osnovici, stoje jednostavni iskazi, a od njih pastupomocu po-
veznika sastavljamo sve slozenije i slozenije iskaze.

1.1.3 HRVATSKE RECENICE | ISKAZI JEZIKA %4

Kako smo ve¢ naznacili, ima nekih bitnih slicnosti izthugezika % i hr-
vatskoga jezika. No ima i vaznih razlika. U hrvatskom ségemogu dobiti
I oblici reCenica koji se posebno ne javljaju#j — npr. upitne, usklicne, zah-
tievne, bezlicne recenice, kao i mnoge druge ‘slozeaéénice osim onih
Cetiriju sastavljenih u%. Pritom, u hrvatskome jeziku ima i mnogo vise
veznicCkih izraza nego L¥.

Vet iz toga vidimo da je sintaksa hrvatskoga jezika daleayranatija,
sloZenija i bogatijanego sintaksa jezik&;.

Uz to poveznici jezikaZ u sintakticnom smislu ne odgovaraju uvijek i
ne odgovaraju sasvim hrvatskim Cesticama i veznicCkirazirna koje smo
upotrijebili za Citanje poveznika u jezik&;. Upozorimo na neke razlike.

a) Neki se od spomenutih izraza mogu u hrvatskom rabiti kdozprne
samo kao veznicki izrazi. Npr.

| Marko nije doSao na dogovoreni sastanak.
(‘i ovdje ima znacCenje isticanja, pojaCavanja, ‘Cak’)

b) Neke se reCenice u hrvatskome mogu izgraditi i tako daitkzizraz
ne stoji izmelu samih podrecenica (“ishodisnih” reCenica), nego npr
izmedu dvaju imena ili izmdu dvaju glagola, 5to se ne datzau_%.
Npr.

Petar i Marko jesu tenisaci.
Petar Seta ili pjeva.

Uporabi poveznika u% odgovarale bi sljedece preformulacije u spoj
dviju reCenica: ‘Petar je tenisaC i Marko je tenisac’nodno ‘Petar
Seta ili Petar pjeva’.

c) U sastavljenu se recCenicu ne mogu preformulirati hkeatecenice
kao Sto je sljedeca, u kojoj veznicki izraz povezuje duamna:
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Petar i Marko jesu vodeci par u tenisu.

Toj reCenici, dakako, ne odgovara spoj dviju reCenicddPg vodeci
par u tenisu’ i ‘Marko je vodeci par u tenisu’.

S druge strane, prijevod na logicki jezik unosi u reCenamicku jasnocu i
nedvosmislenost.

Vjezbe
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1.2 SEMANTIKA JEZIKA %

Dok sintaksa daje opis kako tvorimo formule (obrazice), aetika daje
opis kako tim formulamé&macenjem(interpretacijom) pridruzujemo znacenje,
vrijednost. Kako smo vidjeli, sve su formule# iskazi. Njihovo se znacenje
u iskaznoj logici svodi nastinitosnu vrijednost. Tj. u .% im pridruzujemo
ili istinitost ili neistinitost. A istinitosne vrijednosistinito i neistinito mozemo
biljeziti si i n, 5to takater nisu simboli jezik&4, nego metajezicne skracenice
za hrvatske rijeciistinito’ i ‘ neistinito’.

StrozereCeno, svako je tumacenje nefkmkcija T kojoj su formule, tj.
iskazi, argumenti, i kojoj je istinitosna vrijednost iskafuinkcijska vrijed-
nost. T|.T je funkcija koja skup svih iskaza preslikava u skum}. Stoga
vrijednost koju neko tumacenje pridruzuje nekomu iskazp, mozemo, u
naSem metajeziku, biljeziti’B(p) (Citamo: te od pe).

Opcenito vrijedi:

Ako je piskaz,T(p) =iili T(p) = n, ine oboje.

U iskaznoj logici istinitosna vrijednost svakoga iskaadjigivo ovisi o isti-
nitosnoj vrijednosti njegovih podiskaza. Pritom istirsit@ vrijednost iskaza,
ako je sastavljen, neposredno ovisi 0 istinitosnoj vriggtnnjegovih ne-
posrednih podiskaza. Istinitosna vrijednost tih podiskako su sami opet
sastavljeni, ovisi o istinitosnoj vrijednosti njihovih pesrednih podiskaza,
itd. sve dok ne ddemo do jednostavnih podiskaza i njihovih istinitosnih vri
jednosti. Hijerarhija iskaza i njegovih podiskaza prersgsikako vidimo, na
semantiku.

Sam pak jednostavni iskaz nema, kako znademo, drugih sastaesim
sama sebe. Stoga njegova istinitosna vrijednost ne mazgt\w istinitos-
noj vrijednosti nijednoga drugoga (pa ni jednostavnogegas.

1.2.1 OSNOVNO TUMACENJE

Prema semantici jezik&;, ako znademo istinitosnu vrijednost svih jed-
nostavnih iskaza u jezikl¥;, mozemo odrediti istinitosnu vrijednost bilo
kojega, ma kako slozenoga iskaza u tom jeziku.



12 POGLAVLJE 1. JEZIK I ISTINA U ISKAZNOJ LOGICI

Stoga nam je najprije potrebno definirati tumacenje u yzesnovnom
smislu.Osnovno tumatenjeu iskaznoj logici jespridru Zivanje istinitosne
vrijednosti svakomu jednostavnomu iskazyezika.Z. Osnovno tumacenje
jest neka funkcijdly koja skup svih iskaznih slova preslikava u skumj}.

PredoCimo sebi pojam osnovnoga tumacenja zornije, ulikekkoraka,
pomocu jednostavnih tablica.

1. Svakomu se jednostavhomu iskazu, u skladu s gore reendibe
pridruziti ili vrijednosti, ili vrijednostn. Npr.

P

|
n

2. U skladu s time, dodamo li gornjemu iskaRuskaz Q, on, u slucaju
da jeP istinit, takader moze biti bilo istinit, bilo neistinit, a isto tako i
u slu€aju da jeéP neistinit. Imat €¢emo, prema tome, ukupnx2 = 4
razliCita vrjednovanja para iska®ai Q. To mozemo prikazati istini-
tosnom tablicom:
P

o

i
n
n

3. Dodamo li jos iskaR, imat cemo ukupno % 2 x 2 = 8 razliCitih
vrjednovanja za iskazeé Qi R. Evo i te tablice:
PQR
i

i
n
n
i
i
n
n

5 —3 —3 — 3

i
i
i
n
n
n
n
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Kako graditi takovu tablicu?

a) Najprije trebdzraCunati ukupan broj vrjednovanja za zadane jed-
nostavne iskaze. To jexX 2 x ... X 2, i ton puta, pri cem jen broj
jednostavnih iskaza. Opcenito, broj vrjednovanja zadnostavnih is-
kaza jednak je 2 Koliki je broj vrjednovanja za zadane iskaze, toliko
e u tablici biti redaka.

b) Iskazna slova unosimo slijeva nadesno abecednim redodhpiRo
¢emo iskazno slovo, u prvi stupac, najprije napisati u ppadovici
redakai, a u drugoj polovici redaka. U iducemce se stupcu izmje-
njivati po dvostruko manje i i n nego u prvom stupcu, wiecemce se
stupcu izmjenjivati po dvostruko marnijen nego u drugom stupdtd.
Naposljetku ¢e se u posljednjem stupcu izmjenjipatiedan ii n.

c) No dosad smo promatrali samo vrjednovanje konacnoga j@@nos-
tavnih iskaza. Jezik, medutim, raspolaze beskonacnim brojem jed-
nostavnih iskaza (pokazatelji!). Stoga osnovno tumaggmema gor-
njoj odredbi, ukljuCuje vrjednovanjeeskona&nogabroja jednostav-
nih iskaza.

NaSom bismo tablicom jedno tumacenje prikazali jednirskib@acnim ret-
komi i n, potpisanih pod beskonacniniz iskaznih sIi®y®, R, ..., P, Q1, Ry, ...
itd. U prvom bi retku svi jednostavni iskazi imali vrijedrias Ukupan je
broj osnovnih tumacenja (redaka u tablici) vrlo velik, éodva potencirano s
beskonacnoscu (s prebrojivom beskonacnoscu, dmbezamo neprebrojivu
beskonacnost).

1.2.2 VRJIEDNOVANJE SASTAVLIENIH ISKAZA

Kad nam je poznata istinitosna vrijednost svih jednostavskaza, pa
prema tome i jednostavnih podiskaza bilo kojega iskazaapla se pitanje
kako se na temelju toga istinitosna vrijednost pridruiie kojemu sastav-
ljenomu iskazu.

U tu svrhu potrebna su napravila vrjednovanja za iskaze koji nisu
jednostavni. Ta pravila mozemo zorno prikazgi€om istinitosnom tabli-
com za svaki poveznik. — Uz svaku istinitosnu tablicu dat cerkomentar
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s obzirom na hrvatski jezik. Gdjegdje €éemo se osvrnuti i daocs prema
tradicionalnom shvacanju u logici.

a) Nalijevoj temo strani opcCe istinitosne tablice pridruzivati mogu
istinitosne vrijednostneposrednim podiskazimazadanih iskaza (to
mogu biti kako jednostavni, tako i sastavljeni iskazi).

b) Nadesnojcemo strani pridruzivati istinitosne vrijednosiastavlje-
nomu iskazu kojega su to neposredni podiskazi.

Nijek

Iz tablice je prijegledno da je u slucaju istinitosti nekogkaza u jeziku
4, nijek toga iskazaeistinit. | obratno, da je u slucaju neistinitosti nekoga
iskaza u jezikuZ; nijek toga iskazastinit .

Konjunkcija

P aqp

>
o)

5 5 35—

i
i n
n i
n n

Vidimo da je konjunkcijaistinita samo u slu€aju kada su oba njezina ne-
posredna podiskaza istiniti. To mozemo prikazati ispisupod konjunkciju
njezine uvjete istinitosti:

pAQY

Y
q
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Kvacicomoznacujemo da su uvjeti istinitosti iscrpljeni. U svimalst slucajima
konjunkcija jeneistinita. To su slucaji kad je bilg bilo g neistinito. Kako

je iskaz neistinit ako i samo ako je njegov nijek istinit, &g neistinitost
konjunkcije mozemo prikazati sljedecim grananjem:

~(pAQ)V
[\
-p  q

Disjunkcija

P g/ pvq

n

Kako vidimo, disjunkcija jeistinita u svim slucajima u kojima je barem
jedan njezin neposredan podiskaz istinit:

pvav
[\
P qQ

Disjunkcija jeneistinita samo u sluCaju kada su oba neposredna podiskaza
neistiniti:
=(pva) v

-p

—q
Valja najprije uociti da je rijeC aiklju €noj, a ne o isklju¢noj disjunkciji
(koja se Cesto javlja u tradicionalnoj logici). Iskljugdisjunkcija, naime, ne
bi bila istinita u prvom slu€aju vrjednovanja, kada suiiq istiniti.
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Pogodba

P—q

P
|
i
n

- 3 —|o

N
i
n
[

[

n n
Razvidno je da je pogodbstinita u svim slucajima u kojima je lijevi nepo-
sredni podiskaz (prednjak) neistinit (3. i 4. redak) ili degosljedak) istinit
(1.1 3. redak):

p—qv
/A
P q

Drugim rijeCima, istinita je u svim slucajima osim kadgjednjak istinit, a
posljedak neistinit. Tada jeeistinita:

(p—0q v
Y
—q
Dakle, u istinitoj pogodbi ako je prednjak istinit, istipi i posljedak.

Odnos prednjaka i posljetka pritom ne mora izrazivati aaalogai po-
sljedice logicki slijed, jer istinitosne vrijednosti prednjak@osljetka mogu
biti potpuno neovisne jedna o drugoj. Naime, prednjak i jedsik mogu
biti dva razliCita jednostavna iskaza, a oni su u iskazogjdi medusobno
semanticki sasvim neovisni.

Pogodba kako je definirana gornjom tablicom nazivlje sécCemateri-
jalnom pogodbom. Zbog mogucih nesporazuma bolje je izbjecivnani-
kazane gornjom tablicom.

Materijalna se pogodba joS nazivljeilonovompogodbom, prema Filonu
(oko 300. pr. Kr.), koji je pogodbu opisao Cetirima sluge koji odgovaraju
istinitosnoj tablici za pogodbu (izvjeScuje Sext EmigiriNalazimo ju u Fre-
geovuPojmopisu1879.) kao “uvjetovanost” (“Bedingtheit”).
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Dvopogodba

pP<q

d
I
n
i
n

d
i
n
n
i

55— —|o

Jasno vidimo da je dvopogodistinita u svim sluCajima kada oba njezina
neposredna podiskaza imaju istu istinitosnu vrijednosk, j@ u slucajima
kada imaju razliCitu istinitosnu vrijednoseistinita:

peqv
[\
p P
qg —q
~(pe gV
/ \
p P
-q q

Zbog jednoznacnosti mozemo dvopogodbu definiranu gortgdlicom, slicno
kao i u slucaju pogodbe, zvatnaterijalnom dvopogodbom. Kao i naziv
‘implikacija’, zbog mogucih nesporazuma bolje je izbjaaziv ‘ekvivalen-
cija’, koji upucuje na neku opcu ili razloznu ezavisnost.

StrozeeCeno, svakomu je povezniku pridruzena dergaistinitosna funk-
cija kojom se istinitosna vrijednost iskaza u kojem je on glavowgznik,
odreduje na temelju istinitosnih vrijednosti neposrednih g&dza u tom is-
kazu. Pri tom su istinitosne vrijednosti neposrednih pkafisargumenti
istinitosne funkcije (lijeva strana opce tablice), angtsna je vrijednost
sastavljenoga iskazaijednost istinitosnefunkcije za te argumente (desna
strana opce tablice). Prema tome, svakomu je poveznikliyaéna istini-
tosna funkcija koja u@enomu skupu istinitosnih vrijednosti neposrednih
podiskaza pridruzuje istinitosnu vrijednost cijelogkaiza.
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1.2.3 OFCIPOJAM ISTINE

Istakli smo da istinitosna vrijednost svakoga iskaza uaekalogici ovisi,
napokon, o vrijednostima iskaznih slova. Na temelju tipeghnosti i na te-
melju pravila vrjednovanja po poveznicima, mozemo u iskgiogici odre-
diti istinitosnu vrijednost bilo kojega iskaz&trozemozZemo reci da se funk-
cija osnovnoga tumacenja (tumacenja iskaznih slolg)pomocu pravila
vrjednovanjgrosiruje u funkciju tumacenja u opcenitom smislu (tumacenja
svakoga iskazalf .

Sada mozemo dati i definicijistine za iskaznu logiku. Ta je definicija
(kao i definicija iskaza) induktivha. Ona sadpriavila vrjednovanja ko-
jima se prema pojedinim oblicima iskaza odiuge kad su oni istiniti.

DeriNica 1.7 (IsTINA)
1. Ako je pjednostavan iskaz(fd) = i ako i samo ako J(p) =i,
2. T(=p) =i ako i samo ako Tp) = n,
T(parqg)=iakoisamoakoi(p)=iiT(q) =1,
T(pvg) =iakoisamo Tp) =iili T (q) =i ili oboje,

o & W

T(p—qg)=iakoisamoako Tp) =niliT(q) =1,
6. T(p « q) =i ako i samo ako Tp) = T(q).

Vratimo se istinitosnim tablicama. ProSirenje tumaéetajko da ukljuCuje
punu definiciju istine (tj. sva pravila vrjednovanja) znaljedece:na te-
melju vrijednosti iskaznih slovau lijevome dijelu tablice te na temelju
opcih istinitosnih tablica za pojedine poveznike, moZemo u iskaznoj logici
pomocu istinitosne tablice odrediti istinitosnu vrijext bilo kojega iskaza
4.

Pritom ne gradimo istinitosnu tablicu za sve jednostavkazs, (tj. ne
prikazujemo sva osnovna tumacenja), nego samo zgemmostavne is-
kaze koji se javljaju u doticnhome iskazu | to zbog toga jer je za istini-
tosnu vrijednost iskazhitha samo istinitosna vrijednost onih jednostavnih
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iskaza koji su njegovi podiskazi. Dakle, zanemarujemaiisisnu vrijednost
(beskonactnoga broja) ostalih jednostavnih iskaza.

Privuer 1.8 U sljedeCem primjeru vidi se kako istinitosnu vrijednoat z
danoga iskaza oddijemo pocinjuci njegovim jednostavnim podiskazima i
postupno se krecucCi prema glavnom povezniku.

P QP Vv Q —- Q - P
[T T I I T
n i i
[

n

[
n
[ n n
n n

[
i i n
n n [
n n n

o

U istinitosnoj tablicilijevo od okomite crte biljeze se skupovi istinitosnih
vrijednosti jednostavnih podiskaza zadanih iskazad@imeskup argumenata).
Desnose biljeze tim skupovima pridruzene istinitosne vrijedt podiskaza
zadanih iskaza, ukljuCujuci i istinitosnu vrijednoshezga zadanoga iskaza
(vrijednost funkcije). Formalno recenaredenomuskupu istinitosnih vri-
jednosti lijevopridru zuje se istinitosna vrijednost desno. Dakle, svakomu
iskazu odgovara istinitosna funkcija koja demomu skupu istinitosnih vri-
jednosti jednostavnih podiskaza pridruzuje istinitognjednost cijeloga is-
kaza.

U prethodnome primjeru prvi redak prikazuje sva tumacerkajima su
P i Q istiniti, a svi ostali jednostavni iskazi, kojih ima beslk@mo mnogo,
mogu imati bilo koju istinitosnu vrijednost.

Privier 1.9 No evo sada primjera jednoga iskaza s trima jednostavnim po-
diskazima:
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P Q RIQ AN =R v (P - Q)
[ T i n ni 1 i i i
iin 00 in 000
i ni|n n ni n i n n
i nn|i{n n in n i n n
n i i i n ni i n i i
n i nj|i1 1 in 1 n i i
nni|nnn ni I n 1 n
nN nn|nn in I n 1 n

Vazno je pri gradniji istinitosnih tablica stuppetpisivati upravo pod onaj
simbol na koji se odnose, dakle, pod doticno iskazno slodnosno, pod
doticni poveznik.

Dakako,nije uvijek potrebno graditi cijelu istinitosnu tablicu . Zanima
li nas istinitosna vrijednost samo za neko atéeo tumacenje, dosta je iz-
graditi samo jedan, odgovarajuci redak istinitosne tahli

1.2.4 ISTINITOSNIUVJETI I ISTINITOSNO STABLO

Uvjete pod kojima je neki iskaz istinit mozemo odrediti @o¢€i od pret-
postavke da je dani iskaz istinit te postupno potpisujligiranajuci ispod
njega uvjete pod kojima je istinit on i njegove sastavnicéol se sluzimo
potpisivanjem i grananjem, kako smo vet opcenito pokazaebptem opisu
vrjednovanja sastavljenih iskaza.

Pronaimo, primjerice, uvjete istinitosti iskazeH(«~ Q)A-Q]Vv—-(QVR)!
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[(PoQA-QV-(QVRV
[\
PeQA-Qv -(QVR)V
| -Q
| -R
PeoQV
-Q
[\
P -P
Q  -Q

Dobili smoistinitosno stablou kojem smo, najprije, u drugome retku prika-
zali da je zadana disjunkcija istinita pod uvjetom da suistbilo jedan, bilo
drugi njezin disjunkt. Zatim smo prikazali da je desni digjt koji je nijek
disjunkcije, istinit samo pod uvjetom neistinitosti obajegovih disjunkata.
Potom smo se vratili lijevo te prikazali da je konjunkcijanga upravo pod
uvjetom istinitosti obaju njezinih konjunkata. Kako je gdod tih konjun-
kata dvopogodba, rasclanili smo napokon i nju na njeatiritosne uvjete,
a to su da su obje njezine sastavnice istinite, ili da su obiginite.

Kako bi se istinitosno stablo moglo toCno pratiti i naknadmalizirati,
ljevo €emo obrojcCati svaki dobiveni redak, a desno opisati iz kojega je
retka pojedini redak dobiven i prema kojgmavilu. Vodoravhom crticom
iza broja retka odvajamo zadani (zadane) od ostalih iskaza:
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1L [(PeQA-Qv-(QVRV

[\
2 PoQA-Qv -(QVRV 1v
3 | -Q 2=V
4 | -R 2=V
5 PoQv o 27
6 -Q 27
[\

7 P =P 5o
8 Q -Q 56
8 X @)

Objasnimo i znacenje krizica i kruzica na krajevimarmg. Ponajprije, u
stablu razlikujema@utove. Svi putovi poCinju u prvome retku stabla a raz-
dvajaju se kod svakoga grananja. Stablo ima tri zavrSegkarema tome i tri
puta. Prvo razdvajanje putova dagase u drugome retku. Desni put ubrzo
zavrSuje u 4. retku pokazujuci da je nijek disjunkcijeétka 2, a time i di-
sjunkcijaiz retka 1, istinita pod uvjetom da i R neistiniti, i to bez obzira
koju istinitosnu vrijednost im& (bio istinit ili neistinit). Lijevi put se grana
u retku 7 na dva puta.

Prvi put slijeva ne pokazuje nikakve uvjete istinitosti, jera@@ i —Q, tj.
trazi daQ bude i istinito i neistinito, 5to je u naSoj semantici neuce. Stoga
smo na zavsetku toga puta staiti Zic, x. Drugi put slijeva, meutim, po-
kazuje da je pocCetniiskaz iz retka 1 istiniti pod uvjetonsd® i Q neistiniti,
| to bez obzira na istinitosnu vrijednost iskaRgbio on istinit ili neistinit).
TreCiput s lijeva pokazuje da je pocetni iskaz istinit pod uvietda suQ i
R neistiniti. Na kraju svih putova koji pozitivno pokazujujate istinitosti,
stavljamokru zi¢, O.

Dobivene uvjete zadovoljivosti mozemo izraziti posebisikaznim obli-
kom, koji se nazivljedisjunktivnim normalnim oblikom . To je iskaz Sto
ga Cini niz od jednoga ili viSe disjunkata, pri cem je svdisjunkt niz od
jednoga ili vise konjunkata slovnih iskaza. (UoCimo dalsuskaz mozemo
shvatiti sam za sebe kao jedan disjunkt nek zamisljenaiisjje, ili kao
jedan konjunkt neke zamisljenje konjunkcije).
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Drugi put s lijeva u gornjem stablu trazi da je istinit® A —Q, a tre€i da je
istinito -Q A =R. Sve uvijete istinitosti zadanoga skupa izrazuje disjyakc
tih konjunkcija:

(=PA=Q) Vv (=QA-R),

gdje svaki disjunkt prikazuje po jedan otvoreni put — lijeigjunkt izrazuje
drugi put slijeva, a desni disjunkt tre€i put slijeva. Kadmo vidjeli, istinitost
lijevoga disjunkta neovisna je o istinitog® a istinitost desnoga neovisna
o istinitosti P. To mozemo izraziti proSirujuci gornji disjunktivni nmalni
oblik u sljedecipotpun disjunktivni normalni oblik:

PA-QARV(-PA-QA-R)V(PA-QA-R)V(=PA-QA-R)

UocCimo da se drugi i Cetvrti disjunkt poklapaju, stoga idehiiskaz mozemo
svesti na tri disjunkta:

(-PA-QAR)V(=PA-QA-R)V(PA-QA-R).

Opcenito,potpun disjunktivni normalni oblik jest disjunktivni normalni
oblik u kojem svaki disjunkt sadrzi, za svako iskazno sl@aolanoga is-
kaza, to iskazno slovo ili nijek toga iskaznoga slova. Izngega primjera
iskaza u potpunome disjunktivnome normalnom obliku (iteimo iz sta-
bla) mozemo ocitati sljedecCe uvjete istinitosti zadgaskaza:

P QR

n
n
i

S5 35 S

|
n
n
odnosno, u prirodno poredanim redcima istinitosne tablice

P QR
i n
n
n

n i
n n
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Ukupno dobivamo tri vrjednovanja (tri retka tablice) zavsl®, Q i R, za
koja je ispitivani iskaz [P « Q) A =Q] vV =(Q Vv R) istinit.

Kako vidimo na gornjem primjeru, krajnji rezultat ras¢iae u granama
slovniiskazi (tj. jednostavni ili zanijekani jednostavni iskaaNjih dalje ne
rasSclanjujemo jer nijek jednostavno iskaza u stablu ptada neistinitost
zanijekanoga jednostavnoga iskaza, a sam jednostavaipskdocCava vlas-
titu istinitost. Istinitosne pak vrijednosti jednostaknskaza, polaziste su u
iskaznoj logici za odrdivanje istinitosnih vrijednosti svih iskaza. Izgradnja
stabla je na nekom putu zavrSena kad na putu preostaju sastulamjeni
iskazi (s kvacicom) i slovni iskazi, ili kad su se pojaviéidnostavni iskaz
I njegov nijek. U potonjem slucaju gradnju puta prekidarmarijenu pra-
vila pritom dovrsimo), jer nema tumacenja u kojem istcaisko slovo ima
pridruzene obje istinitosne vrijednosti.

Evo sadaprijegleda svih raSCambenipravila za istinitosno stablo, s do-
danim pravilom za dvostruki nijek, kao i opcilputa za gradnju i Citanje
stabla.
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h —--pv
i P h==
h pAgqVv h -(paqg) V/
i p hA / \
] q hA I =p -q h=A
h pvg v h -(pvqg) Vv
/ \ [ -p h-v
i p qgq hv j -q h-v
h p->qgq Vv h =(p—>q) v
[\ i p h- —
h peqg Vv h -(peq) v
/0 / \
j g 9 he j 4 g9 he

. Kvacicana kraju retka oznacuje da je raSclamba iskaza koji igwan
taj redak, gotova, te da se u taj redak viSe ne treba vracati

. Potpisivanjempodiskaza jednogaispod drugoga biljezimo da je ragétan
iskaz istinit ako i samo ako su svi potpisani podiskazi istin

. Grananjem podiskaza biljezimo da je rasclanjeni iskaz istinit ako
samo ako je bilo podiskaz u lijevoj grani bilo podiskaz u dggrani
istinit.

a) Lijevo se oznacuje broj retka(i, j, ...),

b) desnood raSclambom dobivenoga iskaza biljezilm&ojega je retka
dobiven taj iskaz pravilo prema kojem je rasSclamba izvrSena.
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U gornjim pravilimaredci i i j ne moraju slijediti neposredno iza retkah.
Iskaze ne treba rasclanjivati odmah, nego biramo najpoig@mjesto tezecCi
tomu da stablo bude Sto jednostavnije i $to manje raztpaBS#oga je dobro
dati prednost raSclambi koja ne sadrzi grananje.

Primijetimo da seastlambena pravila primjenjuju samo na cijeli re-
dak u stablu, a ne na dio retka.

Iskaze postupno rasclanjujemo na njihove neposredneskeame, zatim
na neposredne podiskaze neposrednih podiskaza, itdaRasa se nastavlja
sve do dobivenoga jednostavnoga iskaza i njegova nijekakd se taj slucaj
ne javlja, sve dgednostavnih iskaza inijekova jednostavnih iskaza, koje
viSene rasClanjujemo.

Podputom razumijemo dio stabla koji zapocCinje zadanim skupom iakaz
na pocetku (korijenu) stabla, prolazi svaki svojom gramenprekidajuci se,
te svaki zavrSuje na svojem vrhu stabla.

Put zatvaramo ¢im nam se jedan ispod drugoga pojavejeéhkostavni
iskaz i njegov nijek, 3to oznaCujeméri Zicem (RasSclambu iskaza u kojoj
se to dogda dovrsimo). Jednostavni iskaz i njegov nijek mogu seijaio
kojim redom i to ne mora biti u neposrednom slijedu.

Derinicia 1.8 (Zarvoren put) Put je zatvoren ako i samo ako se u njem jav-
ljaju jednostavan iskaz p i nijekp.

Put koji nije zatvoren (u kojem se ne javlja neki jednostaskaz i njegov
nijek), nazivljemootvorenim putom. Kad ga dovrSimo ne zatvorivsi ga, a
raSclanivsi sve iskaze koji se mogu rasclanjivathigamopotpun otvoren
put.

Derinicua 1.9 (Porpunt otvorent put) Put je potpun i otvoren ako i samo ako
se u njem javljaju samo rasclanjeni ili slovni iskazi, ajaeljaju se jednos-
tavan iskaz p i nijekp.

Takav put pokazuje uvjete istinitosti zadanoga iskazajedeti nacin:
1. jednostavni iskazkoji se javlja na putu jest istinit;

2. jednostavni iskaz kojega sgek javlja na putu, jest neistinit;
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3. jednostavni iskazi koji see javljaju na putu (bilo da se kao podiskazi
javljaju ili ne u zadanome skupu) mogu biti bilo istiniti|dineistiniti
— zadani je iskaz istinit neovisno o njihovoj istinitosti.

Privuer 1.10 Pronaci osnovna tumacenja za koja je istinit iskég — C) A
(Av B).

1 B->C)A(AVB)V

2 AvBV A
3 B->CV A
/ \
4 -B C 3-
[\ /A
5 A B A B 2v
o X O O

Primijetimo da je u retku 5 iskaz iz retka 2, YA B’, raSClanjen dva puta.
To je zbog toga jer svakskaz treba raSclaniti na svakom putu na kojem
se nalazi Kako u retku 4 imamo dva puta, a YAB’ se nalazi na oba (oba
prolaze retkom 2), taj iskaz treba u idu¢em retku rasiti&ako na lijevom,
tako i na desnom putu.

U gornjem primjeru drugi je put s lijeva zatvoren, a

1. prvi put s lijeva pokazuje da je zadani skup zadovoljivaGemjima za
koja je ‘A’ istinito, ‘B’ neistinito, a ‘C’ bilo istinito bilo neistinito;

2. treCi put s lijeva pokazuje da je zadani skup zadovoljmacenjima
za koja je ‘A’ istinito, ‘C’ istinit, a ‘B’ bilo istinito bilo neistinito;

3. Cetvrti put pokazuje da je zadani skup zadovoljiv tuengitha za koja
sui‘B’i‘Cistiniti, a ‘A’ bilo istinito bilo neistinito.

Sve dobivene uvjete istinitosti zadanoga iskaza prikagljgeleci iskaz u
disjunktivnome normalnome obliku:

(AA-B)V(AAC)V (BAC),
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gdje svaki disjunkt prikazuje po jedan put u stablu. Nadalgmljuci u obzir
za svaki disjunkt (za svaki put) sva zadana iskazna slovayamo sljedeci
iskaz u potpunome disjunktivnome normalnome obliku (uwstspje disjun-
kata koji se ponavljaju):

(AA-BAC)V(AA-BA-C)V(AABAC)V(-AABAC).

Ostavimo disjunkciju neformalno u viSeclanu obliku, ustinda je istinita
ako i samo ako je barem jedan disjunkt istinit.

Iz dobivenoga potpunoga disjunktivnoga normalnoga ob(ikao i iz-
ravno iz samoga stabla) jednostavno mozemo odreditidmiesti iskaznih
slova (odnosno retke u istinitosnoj tablici) za koje je zasidakaz istinit —
dobivamo sljedecu tablicu uvjeta zadovoljivosti zadanskupa iskaza:

A B C
I n i
i nn
(TR B
n i i

koju, napokon, mozemo prirodno poredati ovako:
A B C
[
[
i nn
n i i
Privuer 1.11 Pod kojim je uvjetima istinit iska@D v E) A =((C « D) —
(D vV F))?
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1 DVE)A=-((Ce D)—>(DVF)V

2 DVEV 1A

3 -(C~D)—->(DVF)V 1A

4 CoDV 3=

5 —|(DVF)\/ 3=

6 -D 5-v

7 -F 5-v
/\

8 C -C 4

9 D -D 4
X [\

10 D E 2V

X O

Zbog Sto vece jednostavnosti stabla, dobro je u dvojbigkgz prije rasclaniti,
prednost dati raS¢lambi kojee vodi grananju (kao gore u redcima 4 i 5, te
6i7).

Primijetimo u primjeru da put zatvaramo bez obzira na to imanjem
joS nerasSclanjenih iskaza (prvi s lijeva).

Sve uvjete istinitosti zadanoga iskaza u ovome primjerazizje sljedeci
iskaz u potpunome disjunktivnome normalnome obliku, kejisastoji od
samo jednoga disjunkta:

-CA-DAEA-F.

Vjezbe

1.3 PREVODBENJE
Jednostavni iskazi

| hrvatski jezik raspolaze jednostavnim reCenicama koje mogu &fiti i
nite ili neistinite — to su jednostavne izjavne (deklanaéiy reCenice. Stoga
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upravo takove recenice i prevodimo na jezkpomocu jednostavnih iskaza
jezika.Z. Dodajmo prethodno navedenim primjerima joS neke:

Antun pise pismo. A
Branimir uci. B
Terezijavoliglazbu. T

Valja uociti da je rijeC o vrlapstraktnonprevatenju. IskljuCujemo znace-
nja rijeCi kao 5to su ‘pise’, ‘pismo’ itd., ne imenujemikakove osobe, nego
samo vodimo racuna o pukoj mesobnoj razliCitosti navedenih jednostav-
nih recenica te ih u prijevodu biljezimo tek razliCitiskiaznim slovima (sin-
taktiCki aspekt), kojima se pridruzuje jedna od dvijunigbsnih vrijednosti
(semanticki aspekt).

Iz te apstrakcije poizlaze i neke neobiCne posljedice. NpobiCnhome,
svakodnevnome razumijevanju ne bismo dopustili da hreatskenice kao
Sto su ‘lvan trCi brze od Petra’ i ‘Petar trCi brze od meg, obje mogu biti
istinite. No u iskaznoj logici dopuStamo i tu mogucnostge prijevodom
tih reCenica naZ iskaznim slovima, koja su dalje nerasclanjljiva, gubuun
trasnji ustroj tih hrvatskih recenica.

Nijek

U hrvatskom jeziku istinitosna se vrijednost neke receta&ater mijenja
nijekom te recCenice. Stoga se hrvatske nijeCne reCeniogu prevoditi u
nijeCan iskaz u jezikuZ. Pritom treba voditi raCuna o tom da se nijek u
hrvatskom jeziku moze izrazitidruk Cije nego samo Cesticom ‘ne’.

Zanijek se umjesto ‘ne’, koje se u hrvatskome javlja i u t®{, ‘ne(ma)’,
u hrvatskom rabe i:

ni, ni(je)
nije tako da, nije slucaj da
i sl.
Marko nije tenisac. -M
Nije tako da je Marko tenisac. -M

Nije sluCaj da je Marko tenisac. -M
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U tre€em je i u Cetvrtom primjeru sam nijek istaknutiji, taj dodatni mo-
ment nema iskaznologicke vrijednosti pa se u prijevod8édr+ Vazno je
pri prevadenju hrvatskih nijecnih reCenica ispravno utvrditeaicu koja se
nijece.
Konjunkcija
| u hrvatskom se jeziku, kako smo vidjeli, reCenice mogugzvati s ‘i’
KiSa pada i sunce sja.
Veznicki izraz
...
jasnijeisticeda su obje sastavne recenice istinite. Npr.

| kiSapadaisuncesja. KAS

Drugi veznicki izrazi kojima se izrazuje istinitost i jed i druge sastavne
reCenice, Cesto sadrze i neka drudaglatna zna&enja, koja u iskaznoj lo-
gici nemaju vrijednost. PrevodecCi takove reCenice n&kjeZ Cesto, stoga,
gubimo dio obavijesti koju ti veznicki izrazi u hrvatskom jezikagpcavaju.
Evo primjera:

Mariji se je knjiga svidjela, a Vinku je bila nezanimljivaM AN
Hrvatska recenica iskazuje ne samo to da je istinita i jedinaga sastavna

reCenica, nego suprotnost medu njima. Ta se pak suprotnost u jezikg
gubi. SaCuvana je samo obavijest da su i jedna i druga i estinite.

Premda se Vinku knjiga nije svidjela, kupio ju je=V A K

U prijevodu na% izgubilo se dodatndopusnoznacenje.
Evo nekih veznickih izraza koji se u hrvatskome javljajinos’:

pa, pak, te;

a, ali, no, nego, vet, nagitim;
dok; iako, makar, premda;

I... I, kako... tako i, oboje i... i....
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Disjunkcija

U hrvatskom jeziku veznicka je rijec ‘ili’ donekle dvoztraa (moze znaciti
I iskljuCnu disjunkciju). Sli€no je i s izrazom * bilo...ilb". Ukljucna je di-
sjunkcija jednoznacna kad se uporabi izraz ‘barem jedndvogega’.

Dogodit ce se barem jedno od dvojega, otici cu u kazalist
ponedjeljak ili u utorak. PvU

Umijesto: ‘Oti€i ¢u u kazaliste u ponedjeljak ili u utordk..bilo u ponedje-
ljak, bilo u utorak.”).

Pogodba

U hrvatskom se u pogodbenim reCenicama osim ‘ako... ora§aju i:

kada... (onda), li
samo akoigpred drugoga €lana pogodpe

Npr.
Naucim li logiku, pro€i €u na ispitu. L->P

Moze se hrvatski govoriti obratnim poretkom, tj. umjesto ‘Ako naucim
logiku, pro€i €u na ispitu’, moze se, primjerice, redProcCi ¢u na ispitu ako
naucim logiku’.

U obitnome jeziku, nadalje, najcespedrazumijevamo razlozitost po-
vezivanja prednjaka i posljetka pogodbenih reCenicag&tmsmo reCenice
kao 5to su

Ako je vrijeme suncano, 2 2 = 4,
Ako 2 + 2 nije 4, vrijeme je suncano,

teSko uopte mogli smatrati smislenima, a kamo li istin#&i No kad, kao
u iskaznoj logici, apstrahiramo od takovih podrazumijgaarnocCekivanja,
dobivamo ne samo smislene nego i istinite reCenice (privej@blicom!).

Iskaznologickoj analizi taker izmiCunestvarnai uzrocna pogodba.
Kada bi se nestvarne pogodbene reCenice svodile na naéterpogodbu,
sve bi bile istinite — zbog neistinitoga (nestvarnoga) pjakia. Isto vrijedi i
za svaku uzroc€nu recenicu kad je god njezin prednjakinéist
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Da sam ujutro popio toploga €aja, ne bih se razbolio.

Ako je pun mjesec, osjeCam se loSe.
Prva (nestvarna pogodbena) reCenica podrazumijevamtgst toga da sam
ujutro popio Caja, pa bi, prema tome, kao materijalna pbgaaorala biti
istinita. Druga pak (uzrocna) recenica, shvacena katem@na pogodba,
bila bio istinita kad god nije pun mjesec.

Dvopogodba

Evo i primjera prijevoda hrvatske reCenice na jezk
Proc€i €u na ispitu ako i samo ako budem naucio. P < N.
Osim ‘ako i samo ako’ rabi se u hrvatskom npr. i ‘upravo ako’:
Proc€i ¢u na ispitu upravo ako budem naucio. P < N.

Dakako da, slicno kao i u slucaju pogodbe, ne mislimo wouiia kakovu
razloznu ili uzrocnu mauzavisnost sastavnih iskaza. Dva iskaza ne moraju
imati medusobno nikakovu drugu vezu osim Sto imaju istu istinitosn-
jednost, da bi se povezali u dvopogodbu.

Slozenije reCenice

| slozenije reCenice hrvatskoga jezik mozemo prevauitiZ;, Cime se
omogucuje tablicno izraCunavanije njihovih istinitdswijednosti. Valja svra-
titi pozornost na to da reCenice u hrvatskom jeziku mogazitine samo
u obratnom poretku od logickoga nego da mogutnitietnuteisprekidane
sl. Npr.

Zakasni li Marija, iako se jako zurila, na autobus, motaeli
li ipak stici, pricekati vlak. JA(Z—- (S—P)

U prijevodu smo najprije ustanovili Marijinu veliku zurl§d), a zatim to da
Ce morati priCekati vlakF) ako zakasni na autobuZ)(a ipak zeli stiCi na
svoje odredisteS).

Vjezbe




Poglavlje 2

OCUVANJE ISTINE U ISKAZNOJ LO-
GICI

Istinitosna vrijednosfjednoga iskaza moze seijenjati od tumacenja to
tumacenja. Iskazi se pritom mogu ponaSati na jednatasiii razlicit nacin.
Pademo li od nekoga skupa iskaza koji su za neka tumacenjassniti,
je li proSirenjem toga skupa novim iskazima istinitosthstlanova ostaje
oCuvana za ista tumacenja i u proSirenome skupu? OCuvanjemitissiin
svih Clanova proSirenoga skupa barem za neka tumaagazava se svoj-
stvo zadovoljivosti i za prosireni skup, a oCuvanjemnigtisti svih ¢lanova
proSirenoga skupa za svako tumacenje, uspostavlja dgdtiosi odnos.
Ubrzo cemo pojmove zadovoljivosti, posljedice itd. tp&mlefinirati.

Napomenimo da ¢emo konacan skup iskaza biljeziti natiadkeaze unu-
tar vitiCastih zagrada. Npr.

{PvQ P, =(QAR)}

Prazan skup oznacivat temo, kao 5to je uobiCajeno, pammaka ®’. Grcka
cesloval”, ‘' A’i* ¥’ biti metajezi¢ne varijable pomocu kojih €éemo opcenit
govoriti 0 skupovima iskaza jezik&;.

Za svaki novodefinirani semanticki odnos dat cemo primpg@nocu isti-
nitosne tablice, a kao sustavnu metodu za provjeru seaka@mbdnosa upo-
trijebit €¢emo istinitosno stablo, sada u primijeni na shupiskaza.

34
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2.1 ZADOVOLJIVOST

Dermnica 2.1 (ZapovoLnvost) Skup je iskazd' zadovoljiv ako i samo ako
ima barem jedno tumacenje za koje je svaki dlastinit.

Zadovoljiv se skup iskaza nazivlje jos i semantigkivislimi semanticki
konsistentninskupom.

Privuer 2.1 Zadovoljiv je skugd—=(A A B),Av C,A — =B} jer istinitosha
tablica za taj skup iskaza ima barem u jednom retku vrijetih@s svaki
Clan skupa.

A B C|-(AAB), AvC, A—- -B
0in i [ n n
i nin i [ n n
i n i|i n [ i
i n ni|i n [ i
n i il|i n [ i n
n i nli n n i n
nn ili n [ i
n nnii n n i

Treci, Cetvrti, peti i sedmi redak vet svaki za sebe pojkazadovoljivost
skupa. Jasno, promatramo samo vrijednosti pod glavnim zueana triju
Clanova skupa.

Mozemo krace govoriti i 0 zadovoljivosti iskaza Sto je isto Sto i zado-
voljivost jednoclanoga skupa koji sadrzi uprgvoskupa{ p}.

Skup je iskazd" nezadovoljiv ako i samo ako nije zadovoljiv, tj. ako i
samo ako ni za jedno tumacenje nisu svi Clanovi skpstiniti. Nezado-
voljiv skup iskaza nazivlje se joS i (semanticki) nestlimsili (semanticki)
nekonsistentnim skupom.

Privuer 2.2 Skup{P — Q, =(PVvQ), P} jest nezadovoljiv, Sto pokazuje donja
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tablica, gdje ni u jednom retku nisu svi Clanovi skupa istin

P QI P-Q —(PvQ), P
[ [ n i [
i n n n i [
n i i n i n
n n i i n n

Sravak 2.1 Ako je skup iskazA zadovoljiv, zadovoljiv je i svaki njegov pod-
skup, a ako jé\ nezadovoljiv, nezadovoljiv je i svaki nadskup sknapa

Dokaz

(a) Prvi dio stavka slijedi iz toga 5to bilo koji skdipkoji je podskup skupa
(krate:T" C A), sadrzi samo Clanove skupaPrema tome, ako su svi ¢lanovi
skupaA istiniti za neko tumacenje T, istiniti su za T i svi Clanskupal .

(b) Drugi dio stavka slijedi iz toga $to su svi Clanovi skupkojemu je skup
¥ njegov nadskup (kracek C ¥), takader Clanovi nadskupa. Prema tome,
ako ni za jedno tumacenije nisu svi Clanavstiniti, Sirenjem skupa novim
Clanovima u skup, i dalje ¢e onaj ¢lan skupa koji je za tumacenje T bio
neistinit, biti neistinit za T i sada kao Clan skupa

NaroMeNA 2.1 Zadovoljivost su i nezadovoljivosbjedinacnoga iskazamo
posebni slucaji zadovoljivosti skupa iskaza. Naimeg&iedzemo da je iskaz
p zadovoljiv ili nezadovoljiv ovisno o tome je li jedini@kup{p} (tj. skup
koji za jedini Clan ima p) zadovoljiv ili nije.

Viezea 2.1 Provjerite istinitosnom tablicom zadovoljivost iskgPav P,) —
(P1 A Py)iiskaza(Qr A Qz) « (=Q1 Vv =Qy)!

2.1.1 Provjera nezadovoljivosti i zadovoljivosti istinibsnim stablom

Kako je u stablu zadani skup iskaza uvijesnaCan, pojam nezadovolji-
vosti postaje osnovnim pojmom. To stoga jer je skup (i beakan) nezado-
voljiv ako je vet i neki njegov konacan podskup nezadavolj

Napomenimo da ¢e nam formulacija ‘istinitosno stablo 2gdKk oznacivati
istinitosno stablo koje na pocetku sadszeclanove skupd’ (koji je, stoga,
konacan).
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Skup je iskazd" nezadovoljiv ako i samo ako ima istinitosno stablo za
neki konacan podskup skupau kojem susvi putovi zatvoreni.

Privuer 2.3 Istinitosno stablo za skufl® v -Q, —(=P — -Q)}:

1 PV—lQ\/

2_ —|(—|P—)—|Q)\/

3 -P 2-—>

4 —|—|Q\/ 2—|—)

5 Q 4 -

N\

6 P -Q 1v

X X

Skup{PV-Q, =(-=P — =Q)} je nezadovoljiv. Primijetimo da je nezadovoljiv
i svaki (pa i beskonacan) nadskup toga skupa.

Sada, kad smo, primijenjujuci stablo, nezadovoljivostlukao polazni
pojam, zadovoljiv skupI" definiramo kao skup koji nije nezadovoljiv (tj.,
kao skup koji u stablu za svaki svoj podskup ima barem jed#pupootvo-
reni put). Kad jd” konacan skup, kojega se svi Clanovi dadu uvrstiti u istini
tosno stablo, zadovoljivost skupgokazuje istinitosno stablo Zakoje ima
barem jedan potpun otvoren put

Privser 2.4 Npr. skup{=(P v =R) v =R, =P A =Q} jest zadovoljiv:

1

2_
3
4

5

-(PVv-R)vV-RV

“PA-QV
-P 2 A
-Q 2A
/A
-(Pv-R) =R 1lv
O

Prekinuli smo gradnju stabla dobivsi desno potpun otvoren put, a time
odgovor na pitanje o zadovoljivosti. Lijevi je (neoznacput ostao otvoren,
ali nije potpun.
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Zelimo li ipak ustanoviti sve uvjete istinitosti za zadakils, stablo je
potrebnodovrsit:

1 -(Pv-R)V-RV/

2 -PA-QV
3 -P 2A
4 -Q 2A
[/ \
5 -(PA-R) v -R 1lv
| @)
6 -P 5-v
7 -—-RV 5-v
8 R 7 -
O

Ispitujuci zadovoljivost pojedinih iskaza, gradimo mstosna stabla za od-
govarajuce jednoclane skupove. U slucagradovoljivoga iskazap skup
{p} ima u stablu sve putove zatvorene, a u slu@gdovoljivoga iskazap
jednoclani skugp} ima barem jedan potpun otvoren put u stablu.

2.2 POSLJEDICA | VALJANOST

Derinicia 2.2 (PosLiepica) Iskaz p jest posljedica skupa iskdzako i samo
ako je p istinit za svako tumacenje za koje je svaki ClapaKustinit.

Drukcije kazemo i da iskag slijediiz skupal’, ili da skup iskazd implicira
(povlaci) iskazp.
To da je iskaz posljedica skup®&, krace zapisujemo ovako:

I'Ep.

Npr. {(P — Q), =P} E —A. Primjerice, neka je izgdena potpuna tablica za
Citav skuplI' i za p. Najprije trazimo redak u kojem svaki Clan skupama
vrijednosti. Ima li pak takva retka, gledamo ima li tada uvijek i posljedic
vrijednosti. Ako da,p je posljedica skupg; ako ne,p nije posljedica skupa
I'. Nema li pak retka u kojem svaki Clan skupama vrijednost, p je (na
prazan nacin) posljedica skupa
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PriviER 2.5

{(P—Q).-Q}E -P.

P QP->Q -Q -P
i i n n
i n n i n
n i i n [
n n i [ [

Vrijedi da {(P — Q),-Q} E —P, jer u jedinome retku, gdje su svi Clanovi
zadanoga skupR istiniti, u Cetvrtome, istinito je +P.

Tumacenje koje pokazuje da neki iskamije posljedica skuph jestprotu-
primjer posljedicnoga odnosa. To je tumacenje, kako proizlamiznoga,
za koje jesvaki ¢lan skupaT istinit, a iskaz p neistinit. Da iskazp nije
posljedica skup& biljezimo ovakoI i p.

{(P—-Q).QEP

PriMIER 2.6
Q P_)Q’ _'Q, -P

55 — —|T

i
n
i
n

U treCem retku svi su Clanovi zadanoga skypa — Q), Q} istiniti, ali
je iskaz P neistinit. To je protuprimjer koji opovrgava daReposljedica
zadanoga skupa.

Postoji i skracen tabliCni postupak provjere posljegiognat pod latinskim
nazivomreductio ad absurdunim postupkom pokuSavamo izgraditi redak
s vrijednoScu za sve Clanove zadanoga skupa u tablici, i s vrijednascu
za posljedicu. Ako to dovodi do nesklada u tablici (da jednesto iskazno
slovo u istome retku mora imati razliCitu istinitosnu edjnost), slijed vri-
jedi. Ako nema nesklada, a svi Clanovi skupa uvrsteni sablidu, slijed ne
vrijedi.
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Privier 2.7 {(P — Q), P} E Q.
P Q/P-Q P Q

liin i n

U pogodbi bi ‘P’ ili ‘Q’ morali imati drugu istinitosnu vrij&inost nego 5to je
ona dobivena u tablici, kako bi pogodba mogla biti istinita.

Sravak 2.2 T = p ako i samo ako je skupu {—p} nezadovoljiv.

Dokaz Stavak pomoctu izraza ‘ako i samo ako’ tvrdi da (a) ako vrijgeva
strana vrijedi i desna, te (b) ako vrijedi desna da vrijedjeva strana. a)
Nekal' = pineka su svi Clanovl istiniti. Tada, prema definiciji slijeda
(posljedice), ip mora biti istinit, a-p, prema tome, neistinit. Tada je, dakle,
skupI' U {—p} nezadovoljiv.

b) Neka je skud” U {—p} nezadovoljiv i neka je svaki Clan skupaistinit.
Tada—p mora biti neistinito, g, prema tome, istinito. No, to znaci, prema
definiciji slijeda (posljedice), dB = p.

a) i b) skupa dokazuju cijeli stavak.

Stavak 2.3 AkoI E p, —p, onda jel"' nezadovoljiv.

Dokaz Pretpostavimo da su svi iskazi koji su Clanovi skilipstiniti za neko
tumacnjer. Tada bi, prema definiciji posljedice, Zamorali biti istiniti p i
-, 5to je nemoguce. Prema tome, ni za jedno tumacenje na avbglanovi
I biti istiniti.

Stavak 2.4 NekaA C T'. AKOA E p, ondal’ E p. (Tj. posljedica skupa,
posljedica je i nadskupa.)

Dokaz NekaA [ p. Neka su i svi ClanovA istiniti. Tada je istinito ip. No,
ako su istiniti svi Clanovt’, istiniti su i svi ¢lanovi podskupa. A tada je
istinito i p. Dakle,I" = p.

Zaklju Cak je semanticki valjan ako i samo ako je njegov zaglavak pesl|
dica skupa iskaza Sto ga Cine premise zakljuCka. Odngsimmijenimo li
definiciju posljedice:
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Deriniciia 2.3 (SSMANTICKA VALJANOST ZAKLJUCKA) ZakljuCak je semantiCki va-

ljan ako i samo ako je njegov zaglavak istinit za svako tuengza koje su
sve premise istinite.

Privuer 2.8 Evo primjera valjana zakljucka:

—|F—)G

G- F

FvG

F G|l-F-G, Go>F, FVvG
i i i i

i n i i i

n i i n i
n n n i n

Protuprimjer valjanu zakljuCku jest tumacenje za koje su sve premise is
nite, a zaglavak neistinit. U sljedecem nevaljanu zaldjuprotuprimjeri su
u prvome i drugome retku tablice.

Privier 2.9 Primjer je kao i gornji samo Sto je zanijekan zaglavak.

—lF—)G

G—oF

-(F Vv G)

F G|-F->G, GoF, —=(FVvQG)
i i i n i

i n i i n i

n i i n n i

n n n i i n
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Privuer 2.10 Provjerimo jedan zakljucak postupkom reductio ad absaordu

PvQ

QVR

Q

P Q RIPVvQ, QVR Q
i n iliin nii n

Gorniji zaklju€ak nije valjan jer tablica pokazuje da je mmgedak u kojem
Su sve premise istinite, a zaglavak neistinit.

DEerFiNicA 2.4 (SSMANTICKA VALJIANOST 1sKAzA) Iskaz je semanticki valjan ako
I samo ako je istinit za svako tumacenije.

Valjan se iskaz u iskaznoj logici nazivlje jo3dgicki istinitim iskazom ili
tautologijom

U istinitosnoj tablici valjan Ce iskaz u stupcu pod glavrpoveznikom
u svakome retku imati. Npr. valjan je iskaz-(P < —-P), kako pokazuje
sljedeca tablica:

P‘—I(PH—lP)
] nn
i ni

Katkad se valjani i nezadovoljiviiskazi zajednicki ndagi logicki odredenim
iskazima. Iskaz koji nije ni valjan ni nezadovoljiv, jelsigiCki neodreten
(kontingentan, Cinjenican) iskaz. On je zadovoljiv,rd)e valjan.

Sravak 2.5 Valjan je iskazposljedica bilo kojega skupa iskazadnosno, to
je zaglavak koji slijedi iz bilo kojih premisa.

Dokaz Kako je valjan iskaz istinit za svako tumacenije, istinit g svako
tumacenje za koje su svi Clanovi bilo kojega skupa istinit

Viezea 2.2 lzaberite po volji neki skup iskaza i provjerite istinitasn tabli-
com je li=(P A =P) njegova posljedica!
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Privuer 2.11 Valjan je iskaz posljedica i praznoga skupa iskaza. Npr.
E —(P A =P),
Sto je krate za E —(P A =P). Pogledajmo tablicu!

P\ =(P A =P)
i i n
i i n

Tablicu odcCitajmo na uobiCajen nacin. Osobito je samaosto je broj n
Clanova skupd” sada jednak nuli. Tablica potauje sljede€e: u svakome
retkui se javlja n= 0 puta (za svaki Clan skupB), a u svakome retku i
pod posljedicom stoji. Tj. nikad se ne javlja kombinacija da je pod svim
Clanovimal' i, a pod posljedicom, 5to bi bio protuprimjer.

Stavak 2.6 Iskaz p jevaljan ako i samo ako je posljedica praznogakupa
iskaza.

Dokaz

(a) Dokaz s lijeva na desno (ako vrijedi lijeva strana stavkigedi i desna):
Ako je p valjan, posljedica je svakoga skupa, kako je dokazano, @agr
tome i praznoga skupa.

(b) Dokaz s desna na lijevo (ako vrijedi desna strana staxrkadi i lijeva).
Ako @ E p, ondap mora uvijek biti istinito, jer su (na prazan nacin) i svi
Clanovi@ istiniti (“svih” 0 Clanova skupap jesu istiniti).

(@) i (b) zajedno dokazuju stavak (lijeva strana stavkadrigko i samo ako
vrijedi i desna).

Takader, posljedica konatnoga skupB svodi se navaljanost pogodbeu
kojoj je prednjak konjunkcija Clanova skupaa posljedak je posljedica.

ViEzea 2.3 Pronadite pogodbu koja odgovara slijedd — B, —=B} E -A i
provjerite je li valjana!l
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Kako smo vet pokazalposljedicni odnosl” = p moze se svesti naeza-
dovoljivost unijeT'U {-=p}. To znaci da se i semantiCkaljanost zakljucka
svodi na nezadovoljivost skupa 5to ga ¢premise i nijek zaglavka A va-
ljanost iskazgp svodi se, prema tome, meezadovoljivostskupa{-p}. Te
¢emo Cinjenice upotrijebiti pri primjeni istinitosnogéabla.

2.2.1 Provjera slijeda i semanttke valjanosti istinitosnim stablom

Provjeruposljedicnogaodnosal’ = p istinitosnim stablom svodimo na
provjerunezadovoljivosti skupal” U {=p}, tj. skupa Sto ga Cine svi Clanabi
i nijek posljedice. Stoga gradimo stablo za skup Sto ga ¢lanovi skup@
(ne svi ako jd” beskonacan) i iskazp. Takvo stablo, u kojem su svi putovi
zatvoreni, pokazuje da posljedicni odriog: p vrijedi.

PrivoEr 2.12
{A- (Bv-C),A-C}EC

1 A(—)(BV—IC)\/

2 A—-CV/
3 -C
/\
4 -A C 2 >
/[ \ X
5 A -A 1l e
6 BVﬂC—I(BV—IC)\/ 1l o
X |
7 -B 6 -V
8 --CV 6 -V
9 C 8-
X

Ima li u stablu za Citav konacan skiip) {—p} barem jedan potpun otvoren
put, posljedicane vrijedi.

Na slican nacin istinitosnim stablom provjeravamo i setitkuvaljanost
zakljucka. Tj. provjeravamo je li skup Sto ga Cine premise i nijeklazga,
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nezadovoljiv. Istinitosno stablo za skup Sto ga Cine psenine nuzno sve)
I zaglavak zakljuCka, a u kojem savi putovi zatvoreni, pokazuje da je
zaklju€ak semanticki valjan.

Ima li u stablu sa svim premisama zakljudk@em jedan potpun otvo-
reni put, zakljucaknije valjan.

Privier 2.13 Provjerimo valjanost ve€ spomenutoga zakljucka:

—|F<—>G

G-oF

-(F Vv G)

1 -FeGV/

2 G- FJ/

3 ——(FVvGV/

4 FvGV 3 -

/ \

5 =F -—F/ 1 e

6 G -G 1l o

7 | F 5--
/\ /\

8 -G F -G F 2 —
X x /NN

9 FGFG 4v

O X OX

Zakljucak nije valjan jer dobivamo potpune otvorene patfito odmah dva
istom raSclambom u retku 9).

Takader, za provjeru valjanosti iskaza provjeravamo je li skup} ne-
zadovoljiv. Iskaz €e biti valjan ako i samo ako istinitosno stablo zap}
imasve putove zatvoreneTo znacCi da, ima li u takovu stabbharem jedan
potpun otvoreni put, iskaznije semantickivaljan.
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Privier 2.14 Provjerimo je li valjan iskaZP; v Py) vV (=P A =P,)!

1 =[(P1V P2)V (=P1A =PV
2 —I(P]_ \ Pz)\/ 1-v
3 =(=P1 A =P2) vV 1-v
4 -P; 2-V
5 -P, 2-V
/\
6 =P —=Py/ 3=A
7 P, P, 6-
X X

Iskaz je semantiCki valjan jer su svi putove u stablu z&kngkaza zatvoreni.

NaroMENA 2.2 (GrRaDNJA sTABLA) AKO seisti postupaku primjeni na isti re-
dak javljausporedno u dvije granemoze ga se prikazati u jednom retku,
kao u retku 7 u gornjem primjeru.

Naromena 2.3 (GraDpna sTABLA) AKO je odgovor na pitanje o valjanosti nijecan,
a zelimo dobitsve protuprimjerevaljanosti, stabla gradimo do kraja.

2.3 SEMANTICKA ISTOVRIJEDNOST
Neki se iskazi u svakom tumacenju ponasaju na jednakinddisu se-
manticki istovrijedni iskazi.

DEeriNiciiA 2.5 (SSMANTICKA ISTOVRIJEDNOST, =~ ) Iskazi p i q jesu semanticki
istovrijedni (kraCe p=~ q) ako i samo ako za svako tumacenje imaju istu
istinitosnu vrijednost.

Kaze seidaspi q ekvivalentni

Privier 2.15 U istinitosnoj tablici istovrijedni ¢e iskazi pod svojimag-
nim poveznicima u svakom retku imati iste istinitosne @rifsti, tj. ti e im
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stupci biti jednaki.

P Q| -Pv-Q, —I(P/\Q)
i i |n nn n i
i nin i i n
n i1 1n i n
n niji 1 I n

Iskazi suneistovrijedni ako i samo ako barem za jedno tumacenje imaju
razliCitu istinitosnu vrijednost. Neistovrijedni su npskazi—=(P — Q) i
-P Vv =Q:

PriMiER 2.16
P Q|-(P-> Q). -Pv-Q
obn i n nn
i nli n n ii
n i|{n i i in
n n{n i o0

Semantickuistovrijednost dvaju iskaza mozemo shvatiti kao semanticku
valjanost njihovedvopogodbe

Viezea 2.4 Prikazite semanticku istovrijednosi{P A Q) i =P v =Q kao
valjanost dvopogodbe izrde tih dvaju iskaza!

Semanticka se istovrijednost iskapa q moze svesti naezadovoljivost
skupova{p, —q} i {—=p, q}, Sto Eemo uporabiti pri primjeni istinitosnoga sta-
bla. Semanticka se istovrijednost moze, @0 svesti ngosljediCni od-
nos. Naime, iskazi sp i q semanticki istovrijedni ako i samo akp} E q
i {g} E p. UoCimo na bilo kojem primjeru da je provjera tih posljeaiii
odnosa tablicom ista kao i provjera istovrijednosti.

Opcenito vrijedi da su svi iskazi oblika(p A q) i =p vV =q semanticki
istovrijedni. Isto vrijedi i za oblike=(p vV q) i =p A =q. Te opcCe tvrdnje o
istovrijednosti nazivlju se De Morganovim zakonima.
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Sravak 2.7 (De MORGANOVI ZAKONI)

~(pAQ) =-pVq,
~(pVv Qg =-pA-Qq

Dokaz Gornje je zakone lako provijeriti istinitosnim tablicamagiadenima
na temelju istinitosnih vrijednosti zai g na lijevoj strani tablice.

2.3.1 Provjera semanttke istovrijednosti istinitosnim stablom

U provijeri istinitosnim stablom, polazimo od odredbe setitke isto-
vrijednosti iskazgp i q kaonezadovoljivostiskupa{p, —q} i skupa{-p, g}.
Stoga €ep i g biti semanticki istovrijedni ako i samo ako istinitosnalsio
za{p, —q} i istinitosno stablo z&-p, g} imaju sve putove zatvorene

Privier 2.17 Pokazimo istinitosnim stablom da su iskaBlv -Q i =(PAQ)
semanticki istovrijedni!

1 -Pv-QV

2 =(PAQV

3 PAQY  2-m

4 P 3A

5 Q 3A
/\

6 -P -Q 1lv
X X

1 —I(—|PV —|Q) v

2 ~(PAQ)V

3 =PV 1-v

4 -=Q Vv 1-v

5 P —

6 Q -

I\

-P -Q 2-A

X X

\l
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Ima li u istinitosnom stablu z&p, —q} ili u istinitosnom stablu zg-p, q}
barem jedamotpun otvoreni put, p i g nisu istovrijedni.

2.4 PRIJEGLED DEFINICIJA | PROVJERA

U prijegledu vec danih definicija koji sada dajemo, ‘akke’'skraceno za
‘ako i samo ako’.

1. ZADOVOLJIVOST. SKUP JE ISKAZA I ZADOVOLJIIV AKKO IMA BAREM JEDNO
TUMACENJE T, TAKVO DA ZA SVAKI IsSKAZ P € ', T(p) = I.

Provjera u istinitosnome stablu za konacan skupna barem jedan pot-
pun otvoren put.

2. NEZADOVOLJIVOST. SKUP JE ISKAZA | NEZADOVOLJIV AKKO NIJE ZADOVOLJIV.

Provjera u istinitosnome stablu za skup Sto ga Cine (ne nuznaamovi
skupal’, svi su putovi zatvoreni.

3.rosLyEDICA (). I' E p aAkko T(p) = i KapGop zA svaki g € I, T(Q) = i.

Provjera u istinitosnome stablu za skup 5to ga Cine Clanovi (raotsvi)
skupal i =p, svi su putovi zatvoreni.

4, SEMANTICKA VALJANOST ZAKLJUEKA. ZAKLJUCAK JE SEMANTICKI VALJAN AKKO
JE ZAGLAVAK POSLJEDICA PREMISA.

Provjera u istinitosnome stablu za skup sto ga Cine premise (rEau”
sve) i nijek zaglavka, svi su putovi zatvoreni.

5. VALJANOST ISKAZA. | sSkAZ P JE VALJAN AKO I SAMO AKKO ZA SVAKO TUMACENJE

T, T(p) =i.

Provjera u istinitosnome stablu za skyp p} svi su putovi zatvoreni.
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6. SEMANTICKA ISTOVRIJEDNOST (=). P =~ ( AKKO ZA SVAKO TUMACENIE T ,

T(p) = T(q).

Provjera u istinitosnome stablu Zg, —q} i u istinitosnome stablu zg-p,
g} svi su putovi zatvoreni.

Vjezbe

1. Koji su iskazi posljedice nezadovoljiva skupa iskaki@vedite primjer
po zelji i izgradite potpunu istinitosnu tablicu!

2. Objasnite zbog Cega se

a) posljedicd” E p svodi na nezadovoljivost unijeu {—p};

b) semantiCka valjanost iskapesvodi na nezadovoljivost skupap};

c) semantiCka istovrijednost iskapa g svodi na nezadovoljivost skupova

{p’ _'q} [ {_'p! q}'



Poglavlje 3

DEDUKTIVNI SUSTAV U ISKAZNOJ LO-
GICI

JoS smo u uvodu naglasili da logicki oblici (npr. zakk§ imaju i svoju
sasvimformalnu stranu, koja ne ovisi o sadrzaju, znacenju, istinitesignih
oblika. Svi logicki pojmovi koje smo upoznali sa semakédstrane, imaju
I svoju sintakticnu stranu — mogu se promatrati apstrahtraod semantike.
Stoga su u modernoj logici za provjeru logickih svojstaskaiza razvijeni i
formalni, sintakticki sustavi i metode.

Upoznat temaustav naravne dedukcijgsustav naravnogeakljucivanijg,
koji je blizak kako nacinu zakljuCivanja u obicnom raxgau, tako i nacinu
zakljuCivanja u matematici.

Osnovnu ideju sustava naravne dedukcije Cini id#g&azivanja neke
postavkeiz prihvacenihpretpostavakana temelju samogablika (forme)
iskaza. Pritom se zakljuCivanje rasclanjuje na ninpestavnih, posredujucih
zaklju€aka, koji postupno od pretpostavaka vode postavci

Umjesto semantickih pravila, postavljaju se sintaldigkavila, prema
kojima, ako su dani iskazi oddenoga oblika, mozemo izvesti neki iskaz
odredenoga oblika.

3.1 DOKAZI | PRAVILA

U dokazuiz konaCnoga broja oddenihpretpostavakazakljuCujemona
zadanupostavku. U Fitchovu nacinu prikaza, kojim se sluzimaspravna

51
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crta pokazuje doseg pretpostavaka (dokle pretpostavieele), avodoravna
crta odvaja pretpostavke dokaza od izvedenih iskaza. Evmgtavnoga pri-
mjera:

Privier 3.1 Neka su pretpostavke P» Q, B - (RA S) i P, a neka je
postavka koju treba dokazati R. Ovo je dokaz:

P—-Q
Q- (RAYS)
P

Q

RAS

R

OO, WNBE

Nacin izvatenja u gornjem dokazu mozemo razumjeti (intuitivno ilaes
njajuci se na semantiku) i prije nego dademo sama pravilad s kojima
je izveden. Evo neformalnoga objasSnjenja. U redcima sudregostavke
od kojih polazimo u dokazu. Q u retku 4 logi¢no proizazi izRQ u retku 1 i
P u retku 3. Na slican nacin, @S u retku 5 logicno proizlaziiz @ (RAS)
uretku 211 Q u retku 4. Napokon, R u retku 6 izvodi se iz3Ru retku 5. Kad
upoznamo pravila deduktivnoga sustava, na kraju svakogalenoga retka
desno stavit cemo objasnjenje.

Definirajmo sada dokaz i dokazljivost:

Derinica 3.1 (Dokaz) Dokaz je konacCan niz iskaza koji su pretpostavake ili
su izvedeni prema pravilima.

Pojam niza ovdje upravo znacCi da u dokazu ima prvi, druggititd. iskaz,
Sto oznaCavamo pozitivnim cijelim brojem na pocCetkukega retka.

Derinica 3.2 (Dokazuivosr, +) Iskaz je p dokazljiv iz skupa iskaEgkrace
I' + p) ako i samo ako ima dokaz iskaza p iz konacnoga podskupa Fku

DrukcCije mozemo reci da j@ sintakticna posljedica skupa (i treba ju
razlikovati od posljedice u semantiCkome smislu, v. puajéefiniciji 5.2).
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Dokazljivost iskazg iz skupal’ mozemo krace zapisati ovakio+ p. Gor-
nji je primjer dokaz d4P — Q,Q — (RA S), P} + R. DokaZljivost je uspo-
redna i odgovara slijedu (posljedicnomu odnosu), ali jpdtsebno posebno
dokazati. To je lijep ali dug i slozen dokaz, kojim se bavimoaprjednijem
dijelu logike.

Istaknimo da ne moraju svi Clanovi skupabiti pretpostavke. Npr. na
temelju naSega primjera dokaza mozemo tkoreCi da{P — Q,Q —
(RAS),PT} + R, jer seR moze dokazati i samo iz nekih Clanova toga
skupa.I' moze biti i beskonacan skup iskaza, koji se ne mogu svistave
kao pretpostavke jer pretpostavaka u dokazu (koji je kanp@vijek ima
konacan broj.

Sravak 3.1 Ako je izI” dokazljiviskaz p, & je podskup skupa, ondajeiiz
A dokazljivo p. (Tj. akd™ + piI' C A, ondaA + p).

Dokaz Nekal' + pi I' € A. Kako su svi Clanovi skuph takader i Clanovi
skupaA, jednak dokaz iskazp je moguc i iz skupa\. A moze sadrzavati i
druge pretpostavke koje, metim, ne moramo upotrijebiti u dokazu iskaza

p.
Pravila cemo sustava i razlicite oblike dokaza postumhaziti na primje-
rima.

3.1.1 JEDNOSTAVAN DOKAZ

Pod jednostavnim dokazom razumijemo ovdje dokaz kojedaprima
samo jednu uspravnu crtu Izlozimo najprije pravila koja ne traze izlazak
iz okvira jednostavnoga dokaza.

Uvodenije i iskljucenje konjunkcije

Pravila uvalenja i isklju€enja konjunkcije lako su shvatljiva. Onajex-
nostavnjeno reCeno, kazu da se iz konjunkata izovdi kikgya (uvadenje
A), a iz konjunkcije konjunkti (iskljuCenje).
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Lijevo prikazujemo pravilavodenja konjunkcije (uA), a desno dva oblika
pravila zaisklju Cenje konjunkcije (iA):

h
| h[pAd o hipAq
ilpag hiua i p hia ilq hiA

U opravdanju izvedenoga retka stoje brojevi redaka iz Kejidlobiven i
naziv pravila. Reddn, i, j ne moraju slijediti neposrednojedan za drugim.
To vrijedi i za ostala pravila koja ¢emo navoditi. Talay, p i g se mogu u
dokazu javljatibilo kojim redom .

Pravilo iA uporabili smo u naSem pocCetnom primjeru dokaza u retku 6.
Evo joS jednoggrimjeras uporabom pravila za konjunkciju:

{(QAR AP, -S> T}F(PAQA(=S—>T)

Dokaz
1 ( QAR AP
2 -S->T
3P 1iA
4 QAR 1iA
5/ Q 4in
6| PAQ 3,5 UA
TI(PAQA(S—->T) 6,2un

Uocimo na tome primjergpostupnostizvodenija, karakteristicnu za de-
duktivni sustav dokazivanj& ne izvodimo izravno iz retka 1, nego najprije
izvodimoQ A R (redak 4), a zatin® (redak 5). Slicno, i postavku izvodimo
postupnim uvdenjem konjunkcije.

Redoslijed izvadenja mogao je bitii druk Ciji, Sto je takdler karakte-
risticno za dokaze. Npr., nakon pretpostavaka mogli smaditi ovako:

QAR 1iA

3

41 Q 3iA
5P 1iA
6|PAQ 4,5 uA
TI(PAQA(S—->T) 6,2un



3.1. DOKAZI | PRAVILA 95

Isklju Cenje pogodbe i dvopogodbe

Isklju Cenjeje pogodbepravilo tradicionalno poznato kanodus ponens
hipoteticnoga zakljucka. Iskagmozemo izvesti ako nam je dostuppe- g

I p:

hip—q

p

ila hii —
To smo pravilo primijenili u naSem uvodnom primjeru dokazaedcima 4 i
5. Dodajmo jos jedan primjer:

{(QAR) =S, QA(PAR}FPAS

Dokaz

1/ (QAR) > S

2. QA(PAR
3/PAR 21N

4| P 3iA
5/Q 21N

6| R 3iA
7/QAR 5,6 uA
8|S 1,7i—
9/ PAS 4,8 uA

UocCimo i u tome dokazu mogucnosti drugoga redoslijedavadeniju.

Pravilo zaisklju Cenje dvopogodbesasvim je slicno pravilu iskljuenja
pogodbe, s time 5to je primjenljivo kako s lijeva na desa&oti s desna na
lijevo. To je sasvim razumljivo jer se dvopogodba svodi ngedvogodbe (s
lijeva na desno i s desha na lijevo), sto je laemantiCkprovijeriti.

hipeqg hipeqg

i p P
iq hii & iq hii <
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Privier 3.2

(A (BAC), B~ C)AD,D—-B}+FA

Dokaz
1|Ao (BAC)
2/ (BoC)AD
3|D->B
4D 21N
5 B 34i—
6|BeC 21N
7|C 6,51 <
8/ BAC 5,7 uA
9| A 1,8i <

Viezea 3.1 PokuSajte isti dokaz izvesti nekim drugim redoslijedom!

Uvodenje disjunkcije i opetovanje

Uvodenje je disjunkcije vrlo jednostavno pravilo na koje se u izienju
cesto zaboravljaSemantickigledano, ako je istinit jedan disjunkt, istinita
je i disjunkcija s bilo kojim drugim disjunktom. Gledano pma obliku: iz
disjunkta se izvodi disjunkcija.

h|ip _— hiqg

i|pvqg huv i i|pvqg huv

Prikazimo uporabu toga pravila na primjeru!

{(AvD)-»> (BVvC),De- (CVF),F}r(BVvC)Vv(HVE)
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Dokaz
1/(AvD) - (BvC)
2|Do (CVF)
3| F
4 CVF 3uv
5 D 241 &
6|AvD 5uv
7/BvC 1,6i—
8/(BVC)V((HVE) 7uv

Opetovanje je najjednostavnije pravilo, prema kojem neki iskaz modem
izvesti iz njega samoga jednostavno ga opetujuci:

hip
i|p hop

lako se opetovanje moze Ciniti suviSnim, ono ham moa&pktemo malo
poslije vidjeti u nekim primjerima, znatno pomoci u dedijikc

3.1.2 PODDOKAZ

Slozeni dokazisadrze i cijele dokaze kao svoje poddokaze. Stoga prikaz
sloZzenoga dokaza imaSe od jedne uspravne crteTo ¢e odmabh biti jasnije
na sljedecim pravilima i primjerima.

Uvodenje pogodbe i dvopogodbe

Pogledajmo najprije kako u dokazu uvodimoagodbu

h "p hl p
1|19 sadrzi ovaj poddokaz : ’~
jlp—=9qg Hu— 9
Vidimo da pravilo u- trazi otvaranje novoga dokaza unutar vec¢ opstojecega
dokaza — dakle trazi poddokaz s vlastitom, poddokaznortppseavkom
p. Desno smo izdvojeno prikazali sam poddokaz. Pravite meformalno
mozemo ovako opisati: ako se iz pretpostaykezvodi g, vrijedi pogodba
p—q
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Privuer 3.3 Prikazimo to pravilo na primjeritistoga hipoteticnoga silo-
gizma koji u naSem deduktivnome sustavu nije osnovni oblifuaibanija,
nego se rasclanjuje na jednostavnije korake.

(P-Q0Q0—-R+P->R

Dokaz
P—-Q
Q-R
P
Q 1,3i—
R 2,41 —
P-R 35u—

U retku 6 pozivliemo se na poddokaz kao cjelif8-5), a ne na pojedine
retke poddokaza. Razlog je tomu taj Sto smo u retku 6 ndiaest poddokaz
i njegovu pretpostavku i vratili se u glavni dokaz izvan paiza. To €emo
bolje razjasniti na idu¢em primjeru.

OO0, WN B

Uvedimo prije novoga primjera neka razlikovanja. Poddoadrzi viastite
pretpostavke — mozemo ih zvadotpretpostavkama, i valja ih razlikovati
od glavnih pretpostavaka Citava dokaza. Tdko, poddokaz ima svojpod-

dokaznuuspravnu crtu, koju valja razlikovati aglavneuspravne crte.

Privoer 3.4
{(PoRAR—-Q),(P-Q—-Q+Q
Dokaz
1|/(PoRAR—-Q)
2| (P> Q- Q
3|PoR 1lin
4 P
5/ |R 341
6| | R—->Q 1iA
7 Q 6,51 —
8/P->Q 4—7 u—
91 Q 2,8i—
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U gornjem primjeru jasno mozemo uociti kako su potpretimdsspodredene
glavnim pretpostavkama. Osvrnimo se na sljedeca tri aspek

a) U retku 6, u poddokazu, mogli smo se pozvati na glavnu pséapku 1,
a uretku 5inaiskaz 3, izveden samo pomocu glavnih pretpaké. Razlog
je taj Stoglavne pretpostavke u poddokazu i dalje vrijede

b) No u redcima 8 ili 9 poddokaz i njegova potpretpostavkaustgni
su. Vratili smo se u glavni dokaz izvan poddokaza, gdje deijepet samo
glavne pretpostavke. Stoga npr. nismo Q mogli izvesti wrethpetovanjem
retka 7. Naglasimo joS jednom getpretpostavke u glavnom dokazu izvan
poddokaza viSe ne vrijede

c) Ipak, u retku 8 pozvali smo se na poddokaz kao cjelinu (ré€d¢).
To je moguce zato jer jpoddokaz kao cjelinalio glavnoga dokaza i kao
takav stoji samo pod glavnim pretpostavkama dokaza, i niegich drugim
potpretpostavkama. Dakle, glavhom dokazu izvan poddokaza poddokaz
vrijedi samo kao cjelina

KljuCno je stoga, na temelju analize podemosti pretpostavaka u dokazu u
gornjem primjeru (3.3), u redcima unutar dokaza razlikodatstupne od
nedostupnih pretpostavaka Dostupne su one koje vrijede u dotiChome
retku, a nedostupne one koje u dotichome retku ne vrijedeaiem pri-
mjeru, u redcima od 1 do 3 dostupne su pretpostavke iz redakal red-
cima od 4 do 7 dostupne su pretpostavke iz redaka 1, 2 i 4 @ptmstavka).

U redcima 8 i 9 dostupne su pretpostavke iz redaka 1 i 2.

Na jednak nacin razlikuju se optendostupnii nedostupni redcii pod-
dokazi. Npr. u retku 8 nedostupan je redak 7, ali je kao cjelina duestu
poddokaz koji se nalazi u redcima 4-7. Iskaze i poddokabatdeslovce
vezivatiuz retke jer se moze dogoditi da se jedan te isti iskaz nalazi u nekom
retku iz kojega je dostupan, kao i u nekom retku iz kojega pgosapan. To
cemo vidjeti uskoro, na sljedecem primjeru dokaza. Raga, definirajmo
tocno Sto mislimo pod dostupnoscu retka i poddokaza.

Dermnicua 3.3 (DostupNosT RETKA) Redak m dostupan je u retku n ako i samo
ako sve pretpostavke koje vrijede u retku m, vrijede i u ratku
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Derinica 3.4 (DostupnosT poppoKAZA) Poddokaz h-i dostupan je u retku n
ako i samo ako sve pretpostavke koje vrijede u poddokazodini, onih koje
se nalaze u redcima h-i, vrijede i u retku n.

Prema narauvilvopogodbe pri njezinu uvaienju postupamo kao da uvodimo
dvije pogodbe. Stoga postavljamo sljedece pravilo:

hiLp
il]dg
il La
Kl |p
llpeqg H, jKkue

Pravilo u- rabi se u sljedecem dokazu:

{A—> BAl+rAo (C—- B)

Dokaz
11A—>B
2 A
3| LA
4 C
5 "B 1,3i—
6| |C—>B 4-5u—
7(1/.C—-B
8| |A 20p
9/A(C—>B) 3-67-8ue

Kao 5to smo vet najavili, uoimo da je u glavhome dokaxarizsvih pod-
dokaza iskaz ‘A’ koji se nalazi u retku 2, dostupan, a ‘A’ kegi nalazi u retku
3 nedostupan.

Vazno je takder primijetiti da unutar prvoga poddokaza imamo jos je-
dan dokaz potpoddokazsa svojonpotpotpretpostavkom. O odnosu pot-
poddokaza prema njemu nadenu poddokazu vrijedi sve isto kao i 0 od-
nosu poddokaza i glavnoga dokaza. 1z toga je shvatljivi sghimdpoddokaza
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prema samome glavnom dokazu. Jer npr. ako je potpotpretpasiz retka
4 nedostupna u retku 6 poddokaza, nedostupna i u retku 9agawtokaza.
Potpoddokaz 4-5 dostupan je u retku 6 poddokaza, ali s dostupan u
retku 9 glavnoga dokaza.

Primijetimo da, u skladu s definicijom 3.4 dostupnosti pddda, ne mozemo,
primjerice, uvoditi pogodbu u glavhome dokazu na temeljdgmuidokaza,
nego samo na temelju poddokaza. No pogodbu mozemo uvestedju
podpoddokaza u poddokaz.

Prethodni je primjer dokaza prikladan da napomenemo mestmalazenju
dokaza(kako izgraditi dokaz). Sam oblik postavke ve¢ mnogo govéome
kako bi dokaz mogao izgledati ako ¢emo primijeniti pravike. Dokaz ce
imati ovaj lik:

11 A—-B
2 A
3| A
C—B 4-5u—
 C—-B
A 20p
Ao (C—-B) 3-67-8ue
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Nadalje, vidimo da ¢e u prvome poddokazu biti potrebno tiypegyodbu pa
uvodimopotpoddokaz Izgled dokaza sada je joS rademiji:

1 A—-B
2 A
3| A
4 C
B 1,3i—
C—-B 4-5u—
 C—-B
A 20p
Ao (C—-B) 3-67-8ue

Lako vidimo daB u potpoddokazu mozemo dobiti pravilorpiiz redaka 1
12 (ili 1i3), aAudrugome retku jednostavno opetovanjem retka 2. Time
dovrSujemo cijeli dokaz, kako je prvobitno i prikazan.

Opcenito, dokaz mozemo graditi polazeci, s jedne strasecilja, a s
druge stranegd pretpostavaka postupno popunjavajuci i smanjujuci chgrostor.

Isklju Cenje disjunkcije
Pravilo iskljucenja disjunkcije kaze da, ako se iz obagjuhkatap i g
izvodir, ondar proizlaziiiz same disjunkcije.

hipvq
il Lp
] r

ki |Lq
| r
mir h,i—j, kd iv
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Privier 3.5

{(FAG)VH,F > H}+H

Dokaz

1| (FAG)VH

2/ F—-H

3| LFAG

4 F 3iA

5 H 2,41 —

6| | H

8 H 60p

9| H 1,35 6-8iv
W

3.1.3 NEIZRAVNI DOKAZ

Neizravni dokaz sadrzi iz\denje protuslovlja iz pretpostavke. Rabi se u
pravilu uvadenja i iskljucenja nijeka.

Prema pravilwvodenja nijeka, u—, iskaz iz kojega se izvodi protuslovlje,
mozemo zanijekati.

hiLp

19

j||a

k P h—j u—

Pogledajmo na sljedecem primjeru kakarjedus tollensradicionalnoga hi-

poteticnoga zakljucka u deduktivnome sustavu koji prijamo, samo jedan
izvedeni oblik zakljuCivanja.

Privier 3.6

{A— B,-B} - -A
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Dokaz
1 A—B
2| -B
3 A
4| | B 1,3i—
5| |-B 2o0p
6| -A 35U

Slicno je i praviloisklju Cenja nijeka, gdje se takder zakljuCuje pomocu
protuslovlja.

h -p
illq
il |—d
kip h-ji=
Privier 3.7
{-Q-Q+Q
Dokaz
1 _—|Q — Q
2 -Q
3 |Q 1.2i—>
4 -Q 20p
5/ Q 24 i—

Primijetimo da smo u retku 5 mogli primijeniti i pravilo-ute izvesti--Q.

3.2 VALJANOST, NESUVISLOST I ISTOVRIJEDNOST

U deduktivhome sustavu mozemo provjeravati je li neki geddk ili is-
kaz valjan, je li neki skup iskaza suvisao i jesu li iskazovstjedni. Svi ti
pojmovi, kao i sama dokazljivost, sada imaju samo sint&kti formalno
znacenje, iako odgovaraju semantickim odnosima u istjdagici (no to je
potrebno posebno dokazati u metateoriji).
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3.2.1 SINTAKTICNA VALJANOST | POU CAK

Derinicia 3.5 (SINTAKTICNA VALJANOST ZAKLJUCKA) ZakljuCak je sintaktiCki va-
ljan ako i samo ako je njegov zaglavak dokazljiv iz skupadepastoji od
premisa toga zakljucka.

Svi dosadasnji primjeri dokaza tadker su i primjeri deduktivne provjere za-
kljuCka iz premisa na zaglavak — ako glavne pretpostavikazid shvatimo
kao premise, a postavku kao zaglavak.

Privuer 3.8 Evo i primjera silogizma poznatoga iz tradicionalne logiReo-
vjerimo deduktivno zakljucak:

P—-(QVR
-QA-R
-P
Dokaz
1/IP>(QVR
2| -QA-R
3| LP
4 QVR 1,3i—
5/ | |LQ
6 Q S50p
7 | R
8 -Q
9 =R 21N
10 R 70p
11 Q 8-10i—
12| | Q 4,56, 7-11iv
13| | -Q 21iA
14| -P 313 u-

Deriniciia 3.6 (Poucak) Iskaz p jest pouCak ako i samo ako je p dokazljiv iz
praznoga skupa iskaza.
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Definirajucu surecenicu iz gornje definicije krace pigeovakor p. Poucak
se Cesto nazivlje i teoremom. Mozemo ga zvati i sinté&kv@ljanim iska-
zom. Pojmu poucka u semantici odgovara pojam semantadfanoga is-
kaza.

Privuer 3.9 Dokazimo da je~(P A —=P) poucak. To je zakon neprotuslovlja
na primjeru iskaza P.

F —I(P A —|P)
Dokaz
1 PA-P
2 P 1iA
3 -P 1iA

4 —I(P/\—IP) 1-3u-

Gornji dokaz nema glavnih pretpostavaka, nego odmah p@@otpretpos-
tavkom, koja se u retku 4 napuSta. Dokazana postavka neustipkazu,
dakle, ni pod jednom pretpostavkom, tj. dokazljiva je rempostavaka.

Pogledajmo i sljedeti primjer.
Privier 3.10

F =Py — (PL— P)

Dokaz
1] | =P
2 P
3 -P,
4 P, 2 op
5 -P; 1 op
6 P> 35i-
7 P,—- P, 26 u—
8 -P; — (Pl i Pz) 1-7i-



3.2. VALJANOST, NESUVISLOST I ISTOVRIJEDNOST 67

Dakle, dokazana je postavka poucak. Mozemo, daklejpisaP; — (P, —
P,).

U iducem stavku navodimo neke oblike poucCaka koji se uzskalogici
najcesce rabe.
Sravak 3.2

Fp—(d—p)
FPp—=@—=1)—=>(p—9—(p—r))
F(=p— -0 — (Q— p)

F=p—(p—0

F(p—>a)—>p —p

FPV-=p Zakon isklju¢enoga srednjega
F=(pA=p) Zakon neprotuslovlja

F=(p— p) Zakon istovjetnosti

F(P—=9V(@—p

Dokaz Svi se poucci, tj. njihovi opci oblici, dokazuju posebnapcim obli-
kom dokaza. Ovo je opCidokazeap—-> (q—r1) - ((p— 9 — (p —
r)):

1/ Lp—=(@Q—r)

2 LP—q

3 p

4 q 2,3i—-
5 g—or 1,3i—
6 r 45—
7 p—or 3-6 u—
8l |[(p—q9 —(p—r) 2-7i—
9 (P-@-n)—=>(P-9—-(p—r1) 1-8u—

Viezea 3.2 Dokazite i ostale oblike poucaka iz stavka 3.2.
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3.2.2 NESUVISLOST

Dermnicua 3.7 (Nesuvisao skup) Skup je iskaz& nesuvisao ako i samo ako
je iz njega dokazljivo p+p.

Definiens se krate moZze zapisati ovake: p, —p.
Tomu semanticki odgovara nezadovoljiv skup iskaza. Nistust se Cesto
nazivlje i nekonsistentnoScu.

Privoer 3.11

{(R>-R-R->R+ L

Dokaz
1 R—) —IR
2 -R—=R
3 R
4| | =R 1,3i—>
5/ [R 30p
6| -R 35 u-
7 R 2,6i—
1

Znakom L biljezimo da je iz skupa pretpostavaka dobiveno protugov
neki iskazp i njegov nijek-p. Iskaz jesuvisaoako i samo ako nije ne-
suvisao.

Stavak 3.3 Ako skud” nesuvisao, it je dokazljiv bilo koji iskaz p.

Dokaz Ako je I nesuvisao, tj. id" je dokazljivo protuslovljeg, —g, onda
se i u poddokazu pod pomoénom pretpostavkepimoze izvestq, —q, te
se zatim u glavnome dokazu prema pravitumoze dokazatp. Evo opce
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sheme takva dokaza:

Nekal + g, —q
r

—p
q jerI'+q,—q
-q jerI'+q,—q

p =

Podrazumijevamo da je u dokaz unesen neki konacan podkkppls.
Sravak 3.4 Ako je skud” nesuvisao, nesuvisao je i svaki njegov nadskup.

Dokaz Gornji stavak neposredno proizlazi iz stavka 3.1, premarkogve
Sto je dokazljivo i", dokazljivo je i iz bio kojega njegova nadskupa

Vrijedi i sljedecCi
Stavak 3.5 T' + p ako i samo ako j& U {—p} nesuvislo.

Dokaz Stavak dokazujemo dvjema opctshemama dokazaPrema prvoj
se natemeljlr + p pokazuje da j& U {-p} nesuvisao, a prema drugoj se na
temelju nesuvislosti U {—p} pokazuje dd" + p.

Nekal + p Neka jeI’ U {=p} nesuvisao
r T

— —Ip . _|p - . .
p Jerl'rp q Jerjel’U{=p} nesuvisao
-p op -q jerjel’ U{=p}nesuvisao
1 P =

Podrazumijevamo da je u dokaz unesen neki konacan podkkppls.

Viezea 3.3 Dokazite nesuvislost skupB A Q, (P - R) A (R— -Q)}!
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3.2.3 SINTAKTICKA ISTOVRIJEDNOST

DeriNnica 3.8 (SNTAKTICKA ISTOVRIEDNOST, -F) Iskazi p i g jesu sintaktiCki
istovrijedni (krace p4+ q) ako i samo ako je q dokazljivofip}, a p dokazljivo

iz {q}.

Definiens krace zabiljezen glasi ovake} + qi {g} + p.

Privier 3.12 Provjerimo istovrijednost iskaza P> Q i =P v Q. Potrebna
su nam, prema definiciji sintaktiCke istovrijednosti, diekaza kojima cemo

pokazatidadP —» Q}+r =PV Qi{-PVQ}+P — Q.

{(P->Qr-PVvQ {-PVQ}FP—-Q

Dokaz

1P>0Q 1| -PvQ

2| | -(-PVvQ) 2 -P

3| [|-P 3 [P

4 -PvQ 3uv 4 -Q

5 -(=PVvQ) 2o0p 5 P

6| P 35i- 6 -P

71 1@ 1,6U— 711 0Q

8| [-PvQ 7 uv 8| [P0

9 -(=PVv Q) 20p

10| -PVv Q 2.9 9| | Q
10 P
11 "Q
12| [P->Q
12| P> Q

3o0p
20p
4-5 =
37u—

90p
1011 u—
1,2-8,9-12iv

Dvama dokazima pokazali smo da su iskaz+PQ i =P v Q sintakticCki

istovrijedni.

U sljedetem stavku dajemo popis nekih najpotrebnijihpoapatijih oblika

sintaktickih istovrijednosti.
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Sravak 3.6

P—qg+—-pVvq
peogH(pAaag) Vv (=pA—-0Q)
—=p4Ep

PAQ4-QADP

pvag+4-qvp

(PAQAT 4 PA(QAT)
(pvagVvr4pv(gvr)
pA@VI) 4 (PAQ)V(PAT)
pv(@Ar) 4 (pvaA(pvr)
~(pAQ) 4 —-pVv—q

~(pVv Q) 4 -pA-q
PAP-P

pvp-4p

pA(pPVd) 4P
pv(pAd) 4 p

PA(QV Q) p
pVv(QA-Q) - p
p-(pAQ YV (PA—Q)
p4-(pVvaA(pV -0

71

zakon svdenja —

zakon svdenja <

zakon svdenja dvostrukoga nijeka
zakon izmjenitosti za
zakon izmjenitosti z&
zakon udruzivosti za

zakon udruzivosti z&

zakon raspodjeljivostiA na v
zakon raspodjeljivosti na A
De Morganov zakon

De Morganov zakon

zakon idempotentnosti
zakon idempotentnosti
zakon apsorpcije

zakon apsorpcije

zakon pokrate

zakon pokrate

zakon razvoja

zakon razvoja

Dokaz Neke smo primjere gornjih istovrijednosti ve¢ dokazatiade, svi
su navedeni oblici istovrijednosti dokaZzljivi odgovarajm opcim oblikom
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dokaza. Evo npr. optega dokazaa (QAT) 4+ (pV Q) A (pVr):

1| pv(gar)

2| |Lp

3| |pVvq 2w
4| (pVvr 2w
5/ |(pvagA(pvr) 3,4uA
6| LqQAT

7119 6iA
8| |pVvq 7 uv
9 |r 6iA
10| [pVr 9 uv
11| |[(pvgA(pvr) 810w

12| (pvgA(pvr) 1,2-56-11w

1 (pvaA(pvr)

2/ pvq 1iA

3| Lp

4| |pv(qAr) 3uv

5| Lq

6| |pVvr 1inA
[AREN:

8 pv(gAr) 7uv

9 L r

10 gAaTr 5,9 WA
11 pv(gAar) 10uv
12| [pv(qAr) 6,7-89-111v

13| pVv(qAT) 2,3-45-13 iv

Viezea 3.4 Dokazite i ostale oblike istovrijednosti iz stavka 3.6.
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3.3 KANONSKI DOKAZ

Prema nacinu kako smo prikazali dokazivanje, uspjeh de&am neke
postavke Cesto ovisi 0 haSoj spretnosti i iskustvu u ptjsigu dokaza. No
postupak se dokazivanja moze kanonski propisati takordatdse propisa-
noga postupka, sigurno ¢emo pronaci dokaz, ako dokabjopst

Pretpostavka za primjenu kanonskoga dokaza, kako cemangatavku
opisati, jest da svi iskazi od kojih polazi dokaz buddisjunktivnome nor-
malnome obliku. To se u naSem dokaznome sustavu uvijek moze postici, ali
se posao swenja na disjunktivni oblik moze skratiti ako se jednostapo-
zivliemo na u prethodnome odjeljku navedesiotakti Che istovrijednosti.
Jednom dokazane, nije ih potrebno iznova dokazivati svakkpd nam u
dokazu ustrebaju.

Privuer 3.13 Pripremimo za primjenu kanonskoga dokaza sljedeci zé&ku

(PvQ) A-R
-(PV S)
Q-T

T

Prva premisa, primjenom zakona izmjenitosti i raspodyelti, pretvara se
u sjedecu:

(-RAP)V (=RAQ),

druga premisa, primjenom De Morganova zakona, postaje s@mn
-P A =S,

a treca premisa, prema zakonu stemja pogodbe, pretvara su u
-QVT.

Za kanonski nam je dokaz potreban i nijek zaglavka (kao niisinome
stablu), a-T je, bez pretvorbe, vet u disjunktivnome normalnome wblik
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Kanonski je dokaz dokaz nesuvislosti zadanoga skupa [statyeka.

U kanonskome dokazu polazimo od (jedne) disjunkcije te althim i
drugim disjunktom, tezimo izvesti protuslovlje { —=p). Pritom se pod jed-
nim i drugim disjunktom na jednak nacin sluzimo drugimjdiscijama (ako
ih ima), te dobivenim ili u pretpostavkama sadrzanim kokpijama slovnih
iskaza, iz kojih prema praviliniizvodimo slovne iskaze.

U jezik uvodimo pokratuL za neko protuslovlje (npP A —=P). Provjerite
da se iz bilo kojega protuslovlje dade izvesti(P A —=P)! Stoga mozemo,
kao pokratu dokazivanja, uvesti i pravila.u

h
[
j
Pravilo iskljuCenjaL je jednostavno pravilo po kojem, ako je u dokazu izve-
deno.L, moze se izvesti bilo koji iskap:

p
-p
1 hiuL

h
[

1
p hiL

Dobijemo li iz obaju polaznih disjunkata protuslovlje, sigezimo znakom
1, iz same se disjunkcije izvodi protuslovlje (u skladu s doaa iv, i do-
kazana je nesuvislost cijeloga polaznoga skupa. Jasnosalkmd nekim
disjunktom isklju€uju nove disjunkcije, i pod svakim odh thovih disjun-
kata tezimo dobiti protuslovlje. Ne dobivamo li pod digitima protuslov-
lie, nastavljamo dokaz sve dok nismo iz svih konjunkatalizsse slovne
iskaze, te time, ne dobivsi protuslovlje barem pod jednatginim disjunk-
tom, dokazujemo suvislost polaznoga skupa pretpostavaka.

Ako u pretpostavkama nema nijedne disjunkcije, samo premalp iA
iz konjunkcija izvodimo slovne iskaze sve dok ne dobijematpslovije ili
ne iscrpimo sve konjunkte.

DokazljivostI” + p provjeravamo kanonskim dokazom iz ¢lanova sklipa
i =p, jer, kako je vet dokazan®d,+ p ako i samo ako j& U {—p} nesuvislo.

Privuer 3.14 Dokazimo valjanost zakljucka koji je u proslome prinoj@iri-
premljen i pretvoren u disjunktivni normalni oblik! (Desno zagradama,
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biljezimo i odakle je izvedeno protuslovlje).

1| (-RAP)V(-RAQ)
2| -PASS
3 —|QV T
4| -T
5/ | -RAP
6| |P 5iA
71 | -P 21N
8 L 6,7 uL
9| | -RAQ
10 | —Q
11 Q 8iA
12 -Q 90op
13 L 11,12 uL
14 | T
15 T 120p
16 =T 40p
17 L 15,16 uL
18| | L 9-13 1417 iv
19| L 5-8,9-18iv
V1EzZBA 3.5

1. Pretvorite sljedece iskaze u (3to kraci) disjunktimormalni oblik,
sluzeci se istovrijednostima iz stavka 3.6:

(@ RA(P— Q),
(b) (P> QA(QAR),
(€) (PLe P)A(Q—R).

2. Pretvorite iskaze dobivene u prethodnome zadatku u palfgjunk-
tivni normalni oblik, sluzeci se zakonom razvoja!
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3. Provjerite kanonskim dokazom tvrdi{®@Vv—-R) — P, =(=QAR)} + P!

4. Provjerite kanonskim dokazom valjanost ovoga zakjuck

(P(—)—lQ)/\R
(R—) —IQ)/\—|S

PA-=S

3.4 PRIJEGLED DEFINICIJA

U donjem prijegledu vec danih definicija ‘akko’ je skratera ‘ako i samo
ako'.

1. DokAz. DOKAZ JE KONACAN NIZ ISKAZA OD KOJIH JE SVAKI PRETPOSTAVKA ILI
IZVEDENI ISKAZ.

2.DoKAZLJIVOST (). T F P AKKO IMA DOKAZ ISKAZA P IZ PRETPOSTAVAKA KOJE
SU CLANOVI SKUPA I

3. SINTAKTICNA VALJANOST ZAKLJUCKA. ZAKLJUCAK JE SINTAKTICKI VALJAN AKKO
JE NJEGOV ZAGLAVAK DOKAZLIJIV IZ PREMISA TOGA ZAKLJUCKA.

4. POUCAK. ISKAZ P JEST POUCAK AKKO F .
5. NESUVISAO SKUP. SKUP JE 1SKAZA I” NESUVISAO AKKO ' + L.

6. SINTAKTICNA ISTOVRIJEDNOST (-F). P 4+ g AKKO {p} + qi {q} + .
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U iskaznoj logici, u sintaksi, iskaze smo rasclanjivalims toliko, koliko
su i same njihove sastavnice bile iskazi, uz poveznike iadgr do jednos-
tavnih (atomarnih) iskaza. U semantici smo pak kao osnavaali izravno
pridruzivanje istinitosnih vrijednosti jednostavninkézima.

U logici prvoga reda, kako smo veddvodunagovijestili, sam ¢emo jed-
nostavni iskaz raSclaniti na sastavnice koje viSe rskazi. U¢i cemo dublje
u ustroj samoga iskaza i u logiCke korijene istinitostinm®@u logike prvoga
reda govorit cemo o predmetima, te zakljuCivati na temajjhovih svoj-
stava i odnosa. Predmeti Ce se javljati samo na jednojir§zajedinacni
predmeti), dok se njihova svojstva i odnosi ne ¢e kao takatsati predme-
tima, tj. ne emo se baviti svojstvima i odnosima samihsaepa i odnosa —
otuda i naziv logika prvoga reda. Opcenito se logika u ke@predmetima
priricu (prediciraju) svojstva i odnosi nazivlje prina@m (predikatnom) lo-
gikom.

U skladu €éemo s time proSiriti logicki jezik. Jezik kojiboemo se sluZziti
u logici prvoga reda nazvat cem#, i njegov cemo opis dati, kao i z&,
prema obziru na izraze (sintaksa) i prema obziru na znad@emantika).
Na temelju toga ¢emo definirati posljedicni odnos za lagkvoga reda,
koji €emo zatim formalno prikazati pomocu odgovaraggeleduktivhoga
sustava.



Poglavlje 4

JEZIK | ISTINA U LOGICI PRVOGA
REDA

4.1 SINTAKSA JEZIKA %,
4.1.1 RJIECNIK

U odnosu na jezik%, rjecnik je proSiremovim simbolima - prirocima,
predmetnim konstantama i varijablama te koliCiteljnimmbblima. Evo cije-
loga popisa osnovnih simbola:

1. Predmetne (individualne) konstante To su mala latinicna slova ad
do e s pozitivnim cijelim pokazateljima ili bez njih:

c,d,ec,...

Predmetne konstante slicnhe su imenima u hrvatskome jeRikprevalenju

s hrvatskoga mozemo neformalno uporabiti i druga malaitata slova

(osimp,q,r i XYy, 2). Tako npr. za ‘Marko’ mozemo upotrijebiti slovo
m, za ‘Hrvatska’ konstantth i sl. Konstante mozemo rabiti i za bilo
koji pojedinaCan predmet koji u hrvatskome i slicnim @za nema

vlastito ime (npr. i za ovaj stol, ovo racunalo i sl.). Nijpw@zna upo-

treba prvoga slova odgovarajucega hrvatskoga imena.

2. Predmetne (individualne) varijable. To su mala latinicha slova y i

79
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z s pozitivnim cijelim pokazateljima ili bez njih:
XY, Z X, ...

Predmetne su varijable slicne hrvatskim odnosnim zaroggna. Omogucuju
upucivanje na isti pojedinacan predmet (o tom malo peslij

3. Priroci (predikati). To su velika latinicna slova &tidoR sa ili bez po-
zitivnoga cijeloga donjega pokazatelja i s pozitivhim lifegornjim
pokazateljem.

PLOQLRLPL ..., P ...

Neformalno je katkad pogodno rabiti i druga velika latimacslova,
osobito pri prevdenju hrvatskih re€enica n,. Primjerice, C* moze
stajati za hrvatski izraz__ jest tovjek’. A prirok V? za izraz '_je
vecti od__'". Prirocno slovo ne mora odgovarati prvomu slovu hrvat-
skoga izraza. Gornji pokazatelj priroka oznacuje Ipr@jznih mjesta
koje prirok ima uza se. Vidjet cemo kojim se logickim sintibaa ta
prazna mjesta ispunjaju. Prema obziru na broj praznih ajestiku-
jemojednomijesni, dvomijesni, tromjesniprirok itd. Tako jeP! jed-
nomjesni prirok, aP?> dvomjesni. Opcenito govorimo n-mjesnim
prirocima.NeformalnoCemoispustati gornje pokazatelje, gdjegod to
ne povlaci nejasnoce.

4. Poveznici(kao i u%):
_|, /\’ v, H, <_) .

5. Koli €iteljni simboli :
Y, d.

Prvoga mozemo hrvatski Citati “svi” (“za svaki”), a drugm “neki”
(“barem za jedan”).
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6. Razgodci (interpunkcija), kao i u.%:
().

Opisni su simboli priroci i predmetne konstantelogicki su simboli, uz
poveznike (kao i uz), koliciteljni simboli i predmetne varijablé?omatni
su simboli razgodci. Predmetne konstante i predmetneatdeijzajednicki
nazivljemopredmetnim simbolima.

4.1.2 GRAMATIKA

Izraz se definira (analogno definiciji z&) kao konaCan niz osnovnih
simbola jezika.Z,,. Takader razlikujemopojavke izraza od samih izraza
(analogno kao i u iskaznoj logici).

U metajeziku rabit éemorinetavarijable, koje kao svoje vrijednosti po-
primaju izraze jezikaZ,. To Ce biti, kao i uZ;,

P.q.r, Pz

Takaoder cemo (u metajeziku) rabiti i metavarijable kao Stomimjerice,
sljedece: PPy, P,, ... zapriroke, ¢cy, Cy, . . . za predmetne konstantett to, . . .
opcenito za predmetne simbole, &Xx X, . .. za predmetne varijable.
Sada dajemtvorbena pravila, kojima odretujemo koji su izrazi formule
(obrazice) ili, drukcije receno, koje su formule prawaltvorene. Za razliku
0d %, u.Z, nisu sve formule iskazi.
Najprije definiramo 5to je tgednostavna(atomarna)formula u jeziku
.

Derinica 4.1 (EpNostavNa FORMULA) AKO jeP prirok, aty, ..., t, predmetni
simboli,Pt; .. . t, jest jednostavna formula.

Tj. svakin-mjesni prirok za kojim slijedi niz och predmetnih simbola, jest
jednostavna formula. Pritom ispuStamo gornje priroCokagatelje. Jed-
nostavna formula prema gornjoj definiciji jest, primjeti¢éermula Px, Sto
mozemo Citati ovakax je P. Ta formula moze stajati npr. za hrvatski ‘neatkai
predmeix je pravedan’. Prema istoj je definiciji tvorena i form&ax(Citajmo:
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“ce je er od iks”), primjerice, za hrvatski ‘Krk je zapadno neodretenoga
predmetax.
Sada definiramo Sto je formula uopce:

Derinica 4.2 (Formura)  Skup formula je najmaniji skup izraza izgeenih
prema sljedecim pravilima:

1. Svaka jednostavna formula jest formula.

2. Ako je p formula;p je formula.

3. Akosu piqformulgpAq),(pVva),(p—q)i(p« q)jesuformule.
4. Ako je p formula  varijabla, Yxp i Ixp su formule.

Jednostavnu formulu i nijek jednostavne formule naziviefslicno kao u
iskaznoj logici)slovnim formulama, formule prema pravilima 2) i 3) jesu
sastavljene formule Formule oblika¥xp jesuopce (i to jesne opce) for-
mule. Primjerice YXPxcmoze stajati za hrvatski ‘Svatko poznaje Antuna’
(gdje c stoji za ‘Antun’). Formule oblikadxp jesuopstojne (i to jesne op-
stojne) formule. Takva je, primjericélxPcxkoja moze biti prijevod za hr-
vatski ‘Antun poznaje nekoga’.

Posebno mozemo razlikovatjagsne od nije€nih opcih formula (*xp od
-3xp), kao ijesneod nije€ne opstojnihformula @xp od =¥xp).

Izraz oblikaVx ili Ix jestkoliCitelj (kvantifikator). Primjerice¥x jest
opci koli€itelj, i mozemo ga Citati ovako:

za svaki predmex vrijedi da...
Izraz Ax jestopstojni koliCitelj, i mozemo ga Citati ovako:
opstoji barem jedan predmetza koji vrijedi da...,

ili “ima barem jedan predmetza koji vrijedi da...”. Od primjera do primjera
nacin se Citanja moze prilodavati pa i pojednostavnjivati.

Kazemo da koli€iteljsadrzi varijablu: Yx sadrzi varijablux, 3z sadrZi
varijabluzisl.

Poveznike i koliCitelje zajedniCki nazivljenjelateljima (operatorima).
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Osim vect definiranilednostavnih formula razlikujemaastavljene(mo-
lekularne) formule — formule tvorene prema pravilima 2) d&finicije for-
mule, tepokolicene(kvantificirane) formule — formule tvorene prema pra-
vilu 4) definicije formule.

Za jezik Z, (kao i za.#) vrijedi dogovor o neformalnom ispuStanjan;-
skih okruglih zagrada i neformalnoj uporalglatih.

Pogledajmo sljedeci primjer formule:

YX(PxyV Ay(=Qy — RXQ).

Ta je formula tvorena prema pravilima iz gornje definicijenalle na sljedeci
nacin:

1. cijeli je izraz formula prema pravilu 4), jer fexy Vv 3y(=Qy — Rx9
formula,

2. PxyVv 3y(-Qy — RxQg je formula prema pravilu 3), jer s&xy i
Fy(-=Qy — Rxq formule,

3. Pxyje formula prema pravilu 1),

B

Ay(-Qy — Rxq je formula prema pravilu 4), jer jeQy — Rxcfor-
mula,

5. =Qy — Rxcje formula prema pravilu 3), jer stQyi Rxcformule,
6. —Qyje formula prema pravilu 2), jer @y formula,
7. Qyje formula prema pravilu 1),

8. Rxcje takader formula prema pravilu 1).

Sljedece su definicije usporedne onima za jeZjksamo 5to je sada, 4},
umjesto o iskazima i podiskazima, rijeC o formulama i podfolama.

Derinicua 4.3 (PoobrormuLa) Podformula je dio formule koji je takter for-
mula.

Cijelu formulu takaer smatramo njezinim dijelom.
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Derinica 4.4 (DoseG pojavka DIELATELIA) Doseg pojavka djelatelja jest naj-
kraca podformula koja sadrzi taj pojavak.

Na primjer, u formuli oblikavx pili Ixp doseg koli€itelja Cini cijela formula
¥xp odnosnadxp. Uvjezbajmo to na nekolikim primjerima.

PriviER 4.1
1. U formuli¥x Rxy doseg koliCiteljax jest Citava formula;
2. uformulivx(PxA Qx) doseg koliCitelja¥ x jest Citava formula;

3. u formuliVYx Px A Qx dosegu koli€itelja/x jest podformulayx Px;
cijela formula, strogo zapisano, glagivx PxA QX), gdje zagrade po-
kazuju doseg poveznikg dakle jasno pokazujuci da je cijela formula
konjunkcija, a pokolicena formula samo jedan konjunkt;

4. uformuli Px— Yx Rxy doseg koliCiteljax jest podformula/x Rxy.

Vazno je u gornjim primjerima uociti vaznost zagrada deedivanje koliCiteljeva
dosega.

Derinica 4.5 (GLavar posavak DIELATELIA) Glavni pojavak djelatelja u pod-
formuli p jest pojavak djelatelja takav da je p doseg togeapka.

Govorit éemo, kako je uobicajeno, o “glavnome djelatkljunjesto o “glav-
nome pojavku djelatelja”.

U sastavljenim je formulama glavni djelatelj poveznik, aakplicenima
koliCitelj. U gore analiziranoj formul¥x(Pxy v Ay(-Qy — RxQ) glavni je
djelatelj VX, u njezinoj podformulPxyV 3y(-Qy — Rx9 glavni je djelatel]
v, Pxynema djelatelja, dy(-Qy — Rxq glavni je djelateldy, itd.

Derinica 4.6 (NeposrebNa popForRMULA) Neposredna podformula definira se
na sljedeci nacin:

1. U formulama oblika-p, neposredna je podformula p.

2. U formulama oblikgdp A ), (pVv Q), (p— Q)i p « g, neposredne su
podformule piqg.
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3. U formulama oblika/xp i Ixp, neposredna je podformula p.

Da bismo mogli odrediti koja je formula iskaz, potrebno jelikovati sluCaje
kada se varijabla javlja vezano ili slobodno: vezani i skidnopojavak vari-
jable. Krace, ali manje precizno, moze se govoriti i 0 vemai slobodnim
varijablama.

DEeriNiciA 4.7 (VEZAN 1 SLOBODAN POJAVAK VARIJABLE)

1. Pojavak varijable x u formuli p jestezanako i samo ako je taj pojavak
u dosegu koliCitelja za x.

2. Pojavak varijable x u formuli p jesiobodarako i samo ako taj poja-
vak nije vezan.

UocCimo da je pojavak varijable u samome koliCitelju vezKoliCitelj Yx
u formuli Yxp veze varijablu x u¥x i svaki slobodan pojavak varijable x
u formuli p. — Analogno vrijedi i za koliCiteljdx, koji u formuli Ixp veze
varijablu x u3x i svaki slobodan pojavak varijable x u formuyi

Pritom, ako up nema slobodnoga pojavka varijable koju sadrzi koli§itel
govorimo opraznom pokoliCavanju. To je slucaj u sljedecim formulama:

Yy(Pc — YyRay)
Az(Rxcv Qcy).

Derinicua 4.8 (Iskaz) Formula p jest iskaz ako i samo ako u p nema nijed-
noga slobodnoga pojavka varijabla.

To je zatvorenaformula. Formula koja sadrzi barem jedan slobodan pojavak
predmetne varijable, jestvorenaformula.

Razlikovanje jednostavnih, slovnih, sastavljenih te pidlemih opcih (jes-
nih i nijecnih) i opstojnih (jesnih i nijecnih) formula jpnijenjujemo i na
iskaze.

Koje su od formula navedenih u primjeru 4.1 iskazi?

Upozorimo da podformule u iskazu ne moraju biti podiskaan(k iskaz-
noj logici). Tako u pokoliCenome iskaztxp ili Axp, p ne mora biti podi-
skaz, nego moze biti, i to je karakteristiCno, otvorenarfola. Npr. u iskazu
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¥Yx(Px — QX) vidimo da je Px — Qx) otvorena podformula sa slobodnom
varijablomx, koju u¥x(Px — QX) veze koliciteljVx.

PokoliCena formula moze imati sveppstitucijski primjer (supstitucij-
ska instancija). Supstitucijski primjer dobivamo u dvadda:

1. ispustimo koliCiteljyx u ¥Yxp, odnosnalx u Ixp,

2. zamijenimo svaki slobodan pojavak varijable g predmetnom kons-
tantom c.

Dobiveni supstitucijski primjer ima oblik(c/x) (Citajmo: “pes ce zaiks”).
Izabranu konstantu c¢ nazivljemaprimjeruju ¢om konstantom (instanci-
rajucom konstantom).

Npr. formula¥yRycima supstitucijske primjeré&d¢ Rd;c, Rd.citd. YyRyc
moze stajati, primjerice, za hrvatsku recenicu ‘Svi sajéyi djeljivi s 1’
(uzmimo da govorimo samo o pozitivnim cijelim brojevimaugstitucijski
primjeri tada glase: ‘1 je djeljivs 1, ‘2 je djeljivo s 1’ itd

Isto tako, formula/x(Pxv dyRyx ima supstitucijske primjerBcv IyRyg
Pc, v AyRygq, Pd v JyRyditd. Ali supstitucijski primjer navedene formule
nije, primjerice,Pc Vv Rdcjer je tu izvrSena i supstitucija za varijabju

Napomenimo da u slu€aju kad je pokoliCavanje u formMdp prazno
(u p se ne javlja x), supstitucijski primjgo(c/x) jednak jep (jer koliCitelj
je ispusten i poStovano je pravilo da, ako ima koji slobogdajavak varija-
ble x, zamijenjen je s c). Jednako je tako u slucaju prazmpag@liCavnja
supstitucijski primjer zalxp jednakp.

4.1.3 HRVATSKE RECENICE | ISKAZI U %

Valja naglasiti da pojam priroka, kako smo ga definirali zgit&i jezik
Z,, ne odgovara sasvim pojmu priroka u gramatici hrvatskogidih) je-
zika. Tu se prirok najcesce uzimlje kao dio reCeniceg&ao vrsta rijeci.
U samome se gramatickom podmetu (subjektu) hrvatskenie£&esto na-
lazi neki logicCki prirok. Npr. u ‘Svi su ljudi smrtni’ podntécovjek’ sadrzi
prirok ‘__ je Covjek’. Kazemo da hrvatska reCenica ‘Split je vediRijeke’
ima jedan gramaticki podmet (subjekt), ‘Split’, dok bi gldkoj analizi bilo
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primjerenije govoriti o dvama (logickim) podmetima: ‘&pl ‘Rijeka’, koji
ispunjuju dva prazna mjesta dvomjesnoga prirakaje veciod__.

Zamjenice u hrvatskom i predmetne varijablezy imaju slicnu ulogu
medusobno povezanoga upucivanja na isti predmet. NN X mozemo
Citati: opstoji barem jedan predmetkoji je N; YyVyd mozemo Citati: za
svaki predmet y vrijedi da je (onjeodde

4.2 SEMANTIKA JEZIKA %,

U logici prvoga reda, kao 5to ve¢ mozemo nazrijeti iz akse, u kojoj
ulazimo u dublji ustroj iskaza, istinitosna vrijednoskaga ne e ovisjeti,
gledom na opisne simbole, samo o pridruzivanju vrijednskaznim slo-
vima nego i o pridruzivanju vrijednosti i drugim, novouedm opisnim
simbolima. Stoga ¢emo u ovome poglavlju prvo postavitiapomodela,
primjerenoga jezikuZ, u kojem se vrjednuju novouvedeni simboli Sto ih
nema u jezikuZ,. Zatim ¢emo, najprije na jednostavniji, ne sasvim forma-
lan nacin, vidjeti kako se istinitosna vrijednost pridae svakomu iskazu
jezika %,, a to cemo naposljetku pokazati i na formalan (strog), alam
slozeniji nacin.

4.2.1 MODELI

Model, ", u logici prvoga reda Cine dva Clana:

1. predmetno podrucje o kojem je rijeC (domena), D,

2. tumacenje prvogareda, kojim se odrduje znaCenje opisnih simbola
(predmetnih konstanata i priroka).

U zadanim sluc€ajima rabit €emo i neformalan pojam tumgtprvoga reda,
prema kojem ¢emo uzeti u obzir samo vrijednosti onih prediheons-
tanata i priroka koji se javljaju u iskazima koje razmatrama slican smo
nacin rabili i neformalan pojam osnovnoga tumacenja azsbj logici. Gdje
nema opasnosti od nesporazuma, govorit cemo samo o “enmpia¢misleci
na “tumacenje prvoga reda”.

Kako u modelu jasno razlikujemo prvi po redu o drugoga ¢lanadel
mozemo definirati kaaredenpar u kojem je prvi ¢lan predmetno podrucje,
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D, a drugi ¢lan tumacenje prvoga reda, Opcenito, urden skup, u kojem
je bitan poredak Clanova (za razliku od neteroga skupa) oznacivat cemo
Siljastim zagradama, unutar kojih su navedeni Clanoupskodréenim po-
retkom. Stoga modé&h mozemo jednostavno ovako definirati:

M =(D,7T).

Zadrzimo se sada najprije na pojmu predmetnoga podraggjm na pojmu
tumacnja prvoga reda, kako bismo na kraju mogli datileagénu definiciju
modela u logici prvoga reda.

PREDMETNO PODRUCJE

Prvi Clan modela je predmetno podrucje (domena, univardiskursa,
svemir rasprave) o kojem govorimo, D. To je skup predmetaajiesk od-
nose kolicCitelji:¥x se odnosi na sve predmete predmetnoga podrudpase
odnosi barem na jedan predmet predmetnoga podrucja. Btedrpodrucje
mora ukljucCivati barem jedan predmet. Dakle:

predmetno podrucje, D, jest neprazan skup.

Predmetno podrucje mogu Ciniti, primjerice, svi ljudrasgziva bica, svi pri-
rodni brojevi, svi predmeti, ljudi u ovoj zgradi, stanovititrvatske i sl.Clan
predmetnoga podrucja oznacivat c¢emo u nasem metajsiikoolom ‘d’.
Izbor predmetnoga podrucja mozemo na pocetku prikazdetacovako
pribiljeziti:
D: naselja,

misleci pritom da je D skup svih naselja, Sto se formalniEod ovako bi-
ljezi:

{d| d je naselj¢
Slicno, i kad govorimo obicnim jezikom uvijek podrazusupmo neko pred-
metno podrucje. Kad, primjerice, nastavnik u sveugtie kolegiju iz lo-

gike kaze da su svi uspjesno rijesili zadanu vjezbulime sve studente u
kolegiju iz logike (a ne, npr., na sve ljude uopce).
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TUMA CENJE PRVOGA REDA

Tumacenje prvoga reda odige znacenje svih predmetnih konstanata i
svih priroka jezika.?,. Predmetne konstante uvijek znace afin@i poje-
dinacan predmet iz predmetnoga podrucja, a priroci sumjé odnos:

1. predmetna konstanta, c: ¢lan predmetnoga podrucja,
2. prirok, P: svojstvo ili odnos.

Zadrzimo se najprije na tumacenju predmetnih konstaaaatim na tumacenju
priroka. Pritom ¢emo, prema prijaSnjem dogovoru, rahdtuga slova osim
onih koja su formalno propisana u rjecniku jezikd.

Tumacenje predmetnih konstanata Dodajmo prethodno oddenomu pred-
metnomu podrucju tumacenje predmetnih konstanata:

D: naselja,
c: Rijeka,
d: Split.

Predmetna konstanta oznacuje pojedinacan predmetnk@da tumacenje
prvoga reda pridruzuje svakoj predmetnoj konstanti jeZtk Clan predmet-
noga podrucja. Tj.

7 (c) e D.
Prema tome, u naSem tumacenju vrijedi:

7 (c) = Rijeka,
7 (d) = Split.

Kazemo da se predmetna konstanta odnosi (da referira) ethmgt (Clan
predmetnoga podrucja). Kazemo tdko da predmetna konstanta oznacuje
(designira) neki predmet (ili: da ga imenuje).
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NiSta ne prijeCi da (slicno kao i u hrvatskome) i#, viSe predmetnih
konstanata oznacuje jedan te isti predmet (da jedan teresiimet ima viSe
imena). Npr.

7 (d) = Split,
T (e) = Split.

Ali jedna predmetna konstanta ne mozeZy oznacivati vise od jednoga
predmeta7 je jednoznacna funkcija, a takvim bismo pridruzivanjeoiidi
viSeznacnost. Dakle, ne mozemo, primjert@porabiti i za Spliti za Pulu.

Predmetne su konstante u mnogome slicne vlastitim imenirhavat-
skome jeziku. No dok u hrvatskome (i u slicnim jezicima) nenujemo
svaki kamen ili svaki stol, L, je sasvim obiCno i takve predmete oznacCivati
predmetnim konstantama. Nadalje, za razliku€g u hrvatskom se jeziku
dogada da se jedno te isto ime odnosi na viSe predmeta — npr.ogidea
moze imati isto ime i prezime, iako je nakana imenovatiek/igamo jedan
predmet. Takder, u hrvatskome ime ne mora oznacivati opstojeci predme
Tako mozemo, primjerice, govoriti 0 Homeru (da je pjesmi&,je spjevao
llijadu, Odisejy Margita itd.), a da uopce nismo sigurni opstoji li Homer
(makar to bila i prosla opstojnost), je li to neki stvarnegmet ili nije.

Tumacenje priroka ProSirimo nas primjer modela tumacenjem nekih pri-
roka:

D: naselja,

c: Rijeka,

d: Split,

Gl __jegrad,

V2 __jevetiod__,
M2 __ je manjiod__,
1% __jeizmedu__i__

Primijetimo da jednomjesni priroci znaCe svojstva, @djp pojedinih
predmeta (“velik”, “grad”), a viSemjesni priroci viSkafie odnose. Tako je
odnos “veci” uvijek odnos iznau dvaju predmeta, a odnos “iza@’ uvijek
odnos izméu triju predmeta.
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Opcenito kazemo da tumacenje prvoga reda svakommjesnomu pri-
roku pridruzujen-Clanu relaciju (ukljucujuci i slu¢aj kad = 1).

U naSem primjeru dvomjesnomu priroki{f, kao njegovo znacenije, pri-
druzena je dvoclana relacija “veci”. RijeC je o rela@medu dvaju predmeta
od kojih je uvijek prvi veti od drugoga. Prirokd pridruzena je kao njegovo
znacenije troClana relacija “izrda”. To je relacija izmdu triju predmeta od
kojih je uvijek prvi izmetu drugoga i trecega.

Primijetimo da sljedecCi parovi gradova

(Split, Rijeka, (Zagreb, Zadar (Bec, Graz, (Rim, Napul)
jesu u relaciji “veti”, a da parovi gradova
(Rijeka, Split, (Zadar, Zagreh (Graz, Beg, (Napulj, Rim)

jesu u relaciji “maniji”. UoCimo da je bitno koji je grad u pastavljen na
prvo, a koji na drugo mjesto. P&Bplit, Rijeka pripada relaciji “veti”, ali
nije u relaciji “man;ji”. Relaciji “manji” pripada patRijeka, Splip, ali ne par
(Split, Rijeka)

Sveukupno, prirok/? u nasem gornjem tumaceniju znaci relaciju “veci”, a
nju Cine svi uréeni parovi naselja takvi da je prvo naselje vece od drugoga
dakle, sljedeti skup udenih parova:

{(Split, Rijeka, (Zagreb, Zadar (Bec€, Graz, (Rim, Napulp, . . .}.
Taj skup ureenih parova mozemo opcenito ovako zabiljeziti:
{(d1,d) | dy je veCiod g}.

Sliéno, prirokl® u gornjem tumadceniju znadi relaciju “izuae’, a nju Cine
sve urgene trojke naselja takve da je prvo naselje idmérugoga i trecega,
dakle, sljedeci skup udenih trojaka:

{(Karlovac, Zagreb, RijeKa(Karlovac, Zagreb, Sphi(Rijeka, Karlovac, Pulg...}.

Opcenito mozemo taj skup ovako zapisati:

{(d1, dp,d3) | di je izmedu &, i d3}.
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| pojedinacne predmete mozemo shvatiti kao jednocClaegeme skupove.
Stoga mozemo re€i da u tumacenje prvoga reda jednompesok znaci
jednoclanu relaciju, a nju Cini skup wtenih jednoclanih skupova. Tako npr.
G! u naSem primjeru tumacenja znaci skup:

{(Rijeka), (Split), (Zagreb, (Bed), (Rim), ... .},
umjesto cega mozemo jednostavnije pisati:
{Rijeka Split, ZagrehBec¢ Rim, . . .},

Odredujuci sada vrijednost (znaCenje) koje tumacenje pawega pridruzuje
prirocima, mozemo za navedene primjere zapisati:

7(GY) = {d|dje grad,

T (V?) = {{(dy, dy) | dy je veti od g},

7 (M?) = {(d1,dy) | di je maniji od @},

T (13) = {(dy, dp, d3) | 0 je izmedu & i ds}.

NiSta ne prijeCi da, primjerice, prvi i drugi Clan wlenoga para bude jedan
te isti predmet. Npr.

(1,1),(2,2),(3,3),...

Navedeni parovi brojeva pripadaju relaciji “jednako”,gdjvi je Clan jednak
drugomu.

Opcenito, dvoclana relacija je skup denih parova, troclana relacija je
skup urelenih trojaka, CetverocClana relacija je skupdeeih Cetvoraka, pe-
teroClana relacija je skup wtenih petoraka, ...n-Clana relacija je skup
uredenihn-toraka (uoCimo isti nastavak u rijeCima ‘dvojka’, ‘tkag’, ‘Cetvorka’,
‘petorka’, ‘Sestorka’, . .. ,n-torka’).

Svaki €lan urdenen-torke Clan je predmetnoga podrucja. Prema tome je
svaka urdenan-torka Clan skupa koji j@-Clani umnozalkD x ... x D, krate
D". Stoga je skup udenihn-toraka, tj. relacija, podskup sku'. Slijedi
da je vrijednost koju tumacenf€ pridruzujen-Clanomu priroku, podskup
skupaD":

T (P") c D"
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Kako skup svih podskupova nekoga skipgoartitivni skup odS) biljezimo
pomou kao ¢S’, mozemo, napokon, pisati:

T (P") € pD".

Naromena 4.1 Vrijednost pridruzena jednomu te istomu priroku istoga ne
formalnoga znacenja (‘grad’, ‘veci’) moze biti od modelo modela razliCita,
ovisno o predmetnom podrucju. Npr. za razliku od modela jerkqpred-
metno podrucje Cine gradovi, u modelu u kojemu predmetaryeje Cine
drzave, prirok ¥ ima drugi opseg, naime, dvoclanu relaciju duedrzavama
(a ne melu gradovima) takvu da je prva drzava veca od druge (pniroge
prema povrsini). Nadalje, priroku 8 znaenju ‘biti grad’ u modelu s pred-
metnim podrucjem koje se sastoji od gradova, pridruzermnjpcenje cijelo
predmetno podrucje, a u modelu s predmetnim podrucjemdegastoji od
drzava, pridruzeno mu je znacCenje prazan skap,

NaproMeNA 4.2 Primijetimo da je vrijednost koja je pridruzena prirokup-o
seg (skup predmeta, utenih n-toraka predmeta), a ne sadrzaj (pojam, bit).
Ne govorimo u semantici logike prvoga reda o biti grada, o t&tm je to
grad (i sl.), nego samo o tom na koje predmete primjenjujeid igrad’.

Sada se mozemo vratiti pojmu modela u logici prvoga reda te jgotpu-
nosti definirati:

Derinicua 4.9 (Mopet, M) Model, M, jest ureten par(D, 7°), gdje
1. D (predmetno podrucje) jest neprazan skup,
2. 7 (tumacenje prvoga reda) jest funkcija koja

(a) svakoj predmetnoj konstanti pridruzuje Clan predmoga po-
drucjaD,
(b) svakomu n-mjesnomu priroku pridruzuje n-Clanu rglana D.

Dodajmo da, kao Sto u iskaznoj logici jedan redak istimogablice za-
pravo prikazuje beskonatno mnogo osnovnih tumacerka, iteedan opis
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modela prikazuje beskonacno mnogo modela. Svim je tim hrodeza-
jednicko ono Sto je oddoeno opisom, a mogu se mhesobno razlikovati
prema tumacenju nenavedenih priroka i predmetnih koastaieformalno
ipak govorimo (u jednini) o jednom (opisanom) modelu.

Vjezbe

1. IspiSite pet urdenih parova koji ulaze u opseg prirokau sljedecem
modelu:

D: gradovi,
Z%. __je zapadno od_.

4.2.2 ISTINITOST ISKAZ A

Na temelju postavljenoga modela mozemo odrediti istamitovrijednost
bilo kojega iskaza jezik&,. To cemo najprije pokazati na pristupacniji i
manje formalan nacin. Tek kad se na taj nacin uvjezbamgeadrovanju i
razumijevanju iskaza logike prvoga reda, dat cemo u zasabrpoglavlju i
strogu, formalnu definiciju istine za logiku prvoga reda.

Jednostavni iskazi

Jednostavnimiskazima logike prvoga reda istinitosnednpst pridruzujemo
na temelju tumacenja priroka i predmetnih konstanatakome modelu. To
da je neki iskaz istinit u modelut biljezit cemo na sljedeci nacin:

M E p.
Evo, primjerice, modeldt = (D, 7") s trima primjerima iskaza:

D: naselja,

c: Rijeka,

d: Split,

e: Zagreb,

Gl __jegrad,

VZ __jevetiod .
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Privuer 4.2 Promotrimo iskaz:
Gce

Prema gornjem opisu, taj bismo iskaz hrvatski preveli redem ‘Rijeka je
grad'.

Iskaz ‘Gc’ jest u modeltt istinit jednostavno zato jer je Rijeka grad, tj.
jer je predmet Rijeka obiljezen prirokom ‘grad’. Stroa£eno, taj je iskaz
istinit jer je Rijeka ¢lan skupa svih gradova, j.(c) € 7 (G).

Privuer 4.3 Pogledajmo iskaz:

Vcd

Prema tumacenju u naSem zadanome modelu taj bismo iskatshkrpreveli
reCenicom ‘Rijeka je veta od Splita’.

Iskaz ‘Vcd’ jest u modeltt neistinit jer ureden par(Rijeka, Split nije
u relaciji “vec€i”, tj. prvi grad nije veti od drugoga. Forralno to mozemo
ovako izraziti(Rijeka, Split ¢ 7(V?).

Privuer 4.4 Promotrimo i iskaz

Ved

Prema tumacenju u naSem modelu taj bismo iskaz hrvatskefireCenicom
‘Zagreb je veci od Splita’.

Iskaz Ved jest u modelk istinit jer ureden par{Zagreb, Split pripada
relaciji “veci”, tj. prvi je predmet doista veci od druga Formalno to
mozemo ovako zapis&Rijeka, Split € 7(V?).

Opcenitomozemo istinitost jednostavnoga iskaza u logici prvoga i@vako
definirati:

Derinicia 4.10 (kTiniTosT JEDNOSTAVNIH 1sKAZA) Jednostavan je iskaz logike
prvoga reda istinit u nekome modelu ako i samo akatereskup predmeta
oznacenih konstantama iza priroka jest u relaciji ozmagjeim prirokom.
Tj.

M E Pa, ..., Cako i samo akd7 (cy),...,7(cy)) € 7(P").
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Imajmo na umu da hrvatske reCenice kao, primjerice, ‘Hopagujesnik’
(Aristotelov primjer) ne odgovaraju sasvim jednostavn@danicama jezika
Z,. Naime, ta hrvatska reCenica ne mora znaciti da Homepppisiko je to
mozda ocekivanje, dok bismo u prijevodu.2g (npr. sPh) dobili iskaz koji
jednoznacno upucuje na neki opstojeci predmet, Cladmpetnoga podrucja.

Sastavljeni iskazi

Opci nacin vrjednovanja sastavljenih iskaza, (p A ), (P V Q), (p— Q)
I (p « g) odgovara onomu u iskaznoj logici.
Evo primjera jednoga modeda:

D:1,2,3, ...,

c;: broj 7,

Cg: broj 8,

P?. __jeveteod__,
Q% __jedjeljivos__,
R? __jemanjeod__.

Je liiskaz
Qc:Cs V (PcsCr & RGiGy)

u modeludt istinit? To mozemo provjeriti istinitosnom tablicom akoaz
demo istinitosne vrijednosti svih podiskaza

Qcics vV (Poc; < ReiCs)
n i i i i

Vrijednosti iskazaQc;cg, PcsC; | RGcg odredujemo kako smo u prethod-
nome poglavlju pokazali za jednostavne iskaze. Cijelaggdkcija u mo-
deludt (koji ukljuCuje tumacenjg) istinita.

Valja, dakle, drzati na umu da se sada kao iskazne sastawmgu ja-
viti jednostavni iskazi logike prvoga reda (kao u gornjermperu), sami
sastavljeni iskazi, kao i pokolic¢eni iskazi (o kojima garavo biti rijec).

Vjezbe
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Pokoli¢eni iskazi

U pokoliCenim iskazima podformula koja se pridodaje &élju (kao
glavnomu djelatelju) samo je u netipicnom sluc€aju iskaagno pokoliCavanje),
inacCe je to otvorena formula. A otvorena formula nema iisnu vrijednost
jer tumacenje prvoga reda varijablama ne pridruzujekvlavrijednost.

Uzmimo, primjerice, iskazx(Px — QXx). Ne mozZzemo ga raSclaniti na
iskazne sastavnice tako da bismo, kad znamo istinitosfedwost tih sas-
tavnica, mogli odrediti i istinitosnu vrijednost cijelogekaza. U podformuli
Px — Qxjavlja se dva puta predmetna varijabla, koju ne tumacinagop
vrijednost ostaje tumacenjem neodieaa.

Neformalno ¢emo uvesti pojamadovoljenosti formule. Govorit Eemo
0 zadovoljenosti formule nekim predmetom i onda kad forrméea isti-
nitosnu vrijednost. Npr. ak&! znad&i ‘biti grad’, otvorena je formul&x
zadovoljena gradom Dubrovnikom (kao vrijednoscu valg), ali nije za-
dovoljena otokom Lokrumom (kao vrijednoS¢u varijabde Istinitosna ¢e
vrijednost pokoliCenoga iskaza ovisjeti o zadovoljenpstiformule, prido-
dane glavnomu koliCitelju.

Zadovoljenost formule cemo, u ovom nestrogome pristugdtgdivati po
uzoru na istinitost. Npr. predmet d zadovoljava formuRxv Qxako i samo
ako d zadovoljava bilo formul&@x bilo formulu Qx

Razlikujmo zadovoljenost formule predmetomzatiovoljivosttumacenjem
prvoga reda (v. poglavlj©cuvanje istineza iskaznu logiku i za logiku pr-
voga reda).

Opti iskaz

DerFinica 4.11 (kTiNrTosT OPCEGA 1sKAZA) ISkazVxp jest u modeldt istinit
ako i samo ako svaki Clan predmetnoga podrugjaadovoljava formulu p
u tumacenju .

Tu definiciju mozemo prikazati u formatu istinitosnogadxta Pretposta-
vimo da je u nekome modelu istinit iskaz u oblikap. To znaci da, uzmemo
li bilo koji predmet predmetnoga podrucja, i dademo li mejmpr.c, sup-
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stitucijski primjerp(c/x) ce takaler biti istinit:

VX p c/
p(c/x)

Primijetimo da uz/xp stoji samo kvacica s konstantom c. Time je naznaceno
da zadovoljenost formul@ jednim predmetom, oznacenim pomocu c, ne
mora iscrpljivati istinitost optega iskaza, jer predneepodrucje modela
moze imati i vise od jednoga Clana, i to kako konacno nmdgko i be-
skonatno mnogo ¢lanova. Kad se ispituje istinitost gadekaza na vet za-
danome beskonacnome predmetnom podrucju, pod opciskaeam moze
unositi beskonacno mnogo supstitucijskih primjera. A kadeskonatno
predmetno podrucje cak nuzan uvjet istinitosti opisgaza, samo Ce sta-
blo rezultirati beskonacnim brojem supstitucijskih pjena.

VX p C1v Cov'C3V ...

p(Cc1/X)
p(C2/X)
p(cs/X)

No, ne zadovoljava li i samo jedan predmet formpJwpci iskaz nije istinit.
Zabiljezimo pretpostavku da je opCi iskaz neistinit tal®ga zanijeCemo.
Dodijelimo predmetu koji ne zadovoljayanekonovqg neuporabljeno ime ¢
— ime mora bitinovojer njime zelimo oznaciti “neki” predmet, neodkeno
koji, kako bismo bili sigurni da ga nismo izjednacili s nekiveC pozna-
tim predmetom. No novim imenom jos uvijek dopuStamo i mopst da to
bude upravo jedan od poznatih predmeta — u tom slucajie fagdmet, ako
vet ima neko ime, samo dobio jo3 jedno, novo ime. Supgskigprimjer s
takvim c za X je neistinit:

-VXp v
—p(c/x)

Sada smo stavili kvacicu jer je nezadovoljenost fornpjlednim predmetom
dostatan i nuzan razlog nestinitosti opcega iskaza.
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PriviER 4.5 (IsTiNtTOST 1sKAZA YXQXG) ISpitajmo pod kojim je uvjetima is-
tinit iskazVxQxg.

1 VXxQxg Y
2 QC]_C]_ 1v
3 O

Vidimo da je navedeni iskaz istinit u modelu u kojem svakn @redmet-
noga podrucja stoji u nekoj relaciji oznatenoj pomocir*® predmetom
oznacenim pomocu ‘c’. Dovoljno je i jednoclano prednogbodrucje (kako
pokazuje gornje stablo), gdje jedini Clan stoji u spomepnuelaciji sam
prema sebi. No to je, primjerice, slucaj i u sliedecem nhodig, s pozitivnim
cijelim brojevima (koji Cine beskonacno predmetno pagau

D:1,2,3, ...,
c1: broj 1
2 __je djeljivos_—

Primijenimo li rasClambu opcega iskaza na taj konkretrodel, dobivamo
sljedece stablo:

1 VXQXQ c1v/CrvC3V ...

2 QC1C1 1v
3 QCzc]_ 1v
4

Q C3C1 1v

U navedenome modeldxQxg znaci da je svaki pozitivan cijeli broj djeljiv
s 1. Formalno, taj iskaz kaze da svaki pozitivan cijeli bstgji u relaciji
djeljivosti s brojem 1.:

(1,1),(2,1),(3,1),...€ T(Q?.

Kako vidimo, drugi Clan urdenih parova koje dobivamo, uvijek je broj 1.
Kako je doista svaki pozitivan cijeli broj djeljiv s 1, iskgzistinit.
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PriviER 4.6 (NersTiNITOST 1sSKAZA YX(PXV QXQ) Ispitajmo pod kojim je uvje-
tima iskazvx(Pxv Dxc) neistinit. To cemo uciniti tako da ispitamo pod kojim
je uvjetim istinit nijek=¥Yx(Px Vv Dxc):

1 =Vx(PxVv Qx0 v
2 —|(Pd \Y QdC) v 1~V

3 -Pd 2V
4 -Qdc 2=V
O

Primijetimo da se ‘d’ u gornjem prikazu, u trenutku kad sediyonova kons-
tanta — razlikuje od jedine konstante koja se prije ‘d’ javlj stablu, od
konstante ‘c’. Stablo nam pokazuje da Ce analizirani is#izneistinit, tj.
zanijekani iskaz biti istinit, u modelu u kojem ima predmataten pomocu
‘d’ koji nema svojstvo oznateno pomocu*Riti stoji u relaciji misljenoj
pod ‘Q” prema predmetu oznatenom pomocu ‘c’. To je, primjerstiedeci
model:

D:1,2,3,...,
c: broj 3,
d: broj 5,
Pl __je,paran,
2 __jedjeljivos__.
Naime, ne vrijedi za svaki pozitivan cijeli broj da je pardirdijeljiv s 3. To,
primjerice, ne vrijedi za broj 5 (niza 7, 11 itd.):

5¢ 7(PY), (5,3)¢7(Q%.

Opstojni iskaz

DeriNiciia 4.12 (KTINITOST OPSTOINOGA 1SKAZA) ISkaz Axp jest u modeluwlt
istinit ako i samo ako barem jedan €lan predmetnoga po@driX zadovo-
ljava formulu p u tumacenj .

| tu definiciju mozemo prikazati u formatu istinitosnogalsf. Neka je
istinit iskaz oblikadxp. Imenujmo neki predmet koji zadovoljayanovim
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imenom ¢ — ime mora bithovo (kao i kod neistinitosti opcega iskaza) jer
je rijec o “nekom”, neodréeno kojem predmetu, te moramo biti sigurni da
taj predmet nismo izjednacili s nekim veC poznatim pretme ali ujedno
moramo ostaviti otvorenom mogucnost da to i bude upravarjed poznatih
predmeta. Supstitucijski primjer s takvim c¢ za x bit Ceriti

xp v
p(c/x)

Stavljena je kvacica jer je zadovoljenost formplearem jednim predmetom
dostatan i nuzan razlog istinitosti opstojnoga iskaza.

Promotrimo sada neistinitost opstojnoga iskaza. Ako uzmeéito koji
predmet predmetnoga podrucja, i imenujemo ga imenom/j@rice, C, Sup-
stitucijski primjerp(c/x) e biti neistinit:

—3dxp
—p(c/X)

Uz -3xp (kao uz opCi iskaz) stoji samo kvacica za oznaku jednoga-pr
meta, jer nezadovoljenost formutgednim predmetom ne iscrpljuje neisti-
nitost opstojnoga iskaza. Sve §to je reCeno o mogucheskionatno mnogo
supstitucijskih primjera pod op€im iskazom, vrijedi i zalxp, jer to nije
drugo nego nijecni opci iskaz.

—Elxp C1v CovC3V ...

—p(C1/X)
=p(C2/X)
= p(Cz/X)

PriviER 4.7 (IsTiNtTosT 1skAzA AX(QXCA PX)) Pronadimo uvjete istinitostiis-
kaza Ax(QxcA PX)’:

1 Ix(QxcA PX) v

2 QechA Pev 14

3 Qec 2N

4 Pe 2N
@)
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Potrazimo model u kojem predmet oznacen pomocu e st@lagiji pri-
druzenoj priroku ‘@ s predmetom oznacenim pomocu ‘c’, i u kojem pred-
met oznaCen pomocu ‘e’ ima svojstvo pridruzeno ‘P’. Tejénjerice, mo-
del slican vet definiranomu:

D:1,2,3,...,
c: broj 3,
e: broj 6,
Pl __je paran,
2 __jedjeljivos_.

U tom je modelu broj 6 djeljiv s 3 i takter je paran:
(6,3) € T(QY), 6¢€T(PY.

Privier 4.8 (NersTiniTosT 1sKAZA AX(PX A =QXG)) Pronadimo uvjete neis-
tinitosti iskaza Ix(Px A —=QXG)’:

1 —-3X(PxA -Qxg) @2/
2 —|(PC2 A —|QC202) v 1-3

/ \
3 —-Po -—=QGCv 2=
4 O Qcco 3=
O

Uvijete istinitosti prikazane u gornjem stablu sadrzipjerice, svaki model
gdje predmet oznaCen pomocy’ ‘@ tako i svaki drugi predmet, ako ih jos
ima u predmetnome podrucju) nema svojstvo pridruzenmbai ‘P?’, ili
stoji u relaciji pridruzenoj priroku ‘Q’ s predmetom ozo@riim pomocu £
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Evo primjene na model sa cijelim skupom pozitivnih cijelbjéva:

1 —AX(PX A —QXxgy) Y-
2 —|(PC1 A —lQC1C2) v 1-3
/ \
3 -Pg -=QC v 2=
4 | Qcc, 3=
5 —l(PC2 A —|QC202)\/ —|(PC2 A —lQCZCz)\/ 1-3
[\ [\
6 —-Pc —|—|QC2C2\/ -Pc, —|—|QC202\/ 5-A

Qe Qe 6

Gornje bi se stablo u beskonacnost granalo za svaki idrgtdimet oznacen
nekom konstantom. Tj. koji god predmet uzeli, on nema swofsnaceno
pomocu ‘P’ ili je u relaciji oznatenoj pomocu ‘@ prema predmetu na koji
se odnosi ‘g’. Primjer za to je takater model s pozitivnim cijelim brojevima:

D:1,2,3,...,
c1: broj 1
Cy: broj 2
Cs: broj 3

Pl __je paran
% __je djeljivos_
Tu doista za svaki broj vrijedi da ili nije paran ili je djejjis 2:

1¢T7(PY), 2 7(Q?, 3¢ T(PH, 4eT7(Q?,....

4.2.3 ISTINITOSNIUVJIETI I ISTINITOSNO STABLO

Kako vidimo iz prethodnoga pododijeljka, za ispitivanjéigbsnih uvjeta
iskaz mozemo u logici prvoga reda upotrijebiti istinitosstablo kao i u is-
kaznoj logici.lstinitost slovnih iskazaobivenih u grani izrazuje uvjet isti-
nitosti zadanoga ispitivanoga iskaza. Potpisivanje i gnga te oznake i O



104 POGLAVLJE 4. JEZIK I ISTINA U LOGICI PRVOGA REDA

imaju u logici prvoga reda analogan smisao kao i u iskazrgpgloTakader,

lijevo u retku upisujemo broj retka, a desno opravdanjea€ik kojega je
retka doticni redak dobiven i raclambom koje vrste ishaaacrticom kod
broja retka lijevo odvajamo zadane iskaze od iskaza dobivasclambom.
Analogan je i pojam puta i zatvorenoga puta u stablu (s time&da slovni
iskazi sadrze priroke i predmetne konstante).

Nove su pojave u stablibdatna rasClambena pravilaza opce i opstojne
(jesneinijecne) iskaz&deksirane kvaCice(za jesne i nijecne opce iskaze),
te beskonaan put.

Sva pravila grdenja istinitosnoga stabla u iskaznoj logici preuzimlju se
u logiku prvoga reda, s time da su saglay, i r formule jezika.Z,,. Nova,

u prethodnom pododjeljku uvedena pravila, jesu pravilag@ea opstojne
(Jesne i nijeCne) iskaze:

h ¥xp¢ h =VxpVv
i p(c/x) hv i =p(c/x) h=v
c je bilo koja predmetna konstanta ¢ se prethodno ne javlja na putu

h Ixpv h -3Ixp¢
i p(c/x) h3 i =p(c/x) h-3
c se prethodno ne javljana putu ¢ je bilo koja predmetna konstanta

Indeksirane kvaCice pokazuju da iskaz nije u potpunosti ras¢lanjen, nego
da se joS beskonatno mnogo puta moze rasclaniti zaohasko mnogo
razliCitih predmetnih konstanata (jer su moguca i beskoa predmetna po-
drucja).

Redefinirajmgotpun otvoren put, koji moze, kako smo vidjeli, sadrzavati
I indeksirane kvacice te biti beskonacan.

Derinica 4.13 (RTPUN oTVOREN PUT) Put je potpuniotvoren ako i samo ako
je konacCante se u njem javljaju samo

1. u potpunosti rasclanjeni iskazi,

2. iskazi rasclanjeni za sve konstante koje se prethoavi@ju na putu
I barem za jednu predmetnu konstantu,
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3. slovni iskazi.

Slucaj 2. se odnosi na opce (jesne i nijecne) iskaze.

U stablu moZe proizlaziti, kako smo vidjeli,neskona&an put, na ko-
jem se rasClamba iskaza nastavlja u beskonacnost njeos@ovih i novih
supstitucijskih primjera. BeskonaCan put stalno donasieni nove uvjete
istinitosti zadanoga iskaza. No kako beskonacan put ndogm trenutku
izgradnje nije zavrSen, mi ni u jednom trenutku oslargage jedino na
samo stablo, ne mozemo ustanoviti da je taj put beskond@mozemo
samo pretpostaviti na temelju vetega broja ponavljag@dambenih ciklusa
u stablu.

U slucaju kad pretpostavljamo da je put beskonacan, prijujemo alter-
nativna pravila za opstojni i nijek optega iskaza:

h Ixp v

[ \

I p(c/X)...p(c/X) p(c/x) hF
C1. .. G Se prethodno javljaju na putu,
¢ se prethodno ne javlja na putu

h =VXp v/
[ \
I =p(ce/X)...=p(Ca/X) —p(c/x) h=V’
Ci1...G se prethodno javljaju na putu,
¢ se prethodno ne javlja na putu

Primjenom tih pravila mozemo dobiti konaCan put na lijestoani (za stare
konstante) kad inaCe, primjenom obicnih pravla—-Y, ne dobivamo nije-
dan konacan put (jer rabimo samo nove konstante).

Privier 4.9 Evo primjera G. Boolosa, u kojem se primjenom alternatianog
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pravila za opstojnost ipak dobiva konacan put:

1_ VyHyR XyC/ dv...

2 dyRcyV/ 1v
[\

2 Rcc Rcd J

3 O 3JyRdy 1v

Viezea 4.1 PokuSajte analiziratiiskaz iz prethodnoga primjera (4®mocu
staroga pravila za opstojnost!)

Evo joS jednoga primjera analize istinitosnih uvjeta pémdstinitosnoga
stabla:

Privuer 4.10 Pod kojim je uvjetima istinit iskazlx—(AxV YyCy) A YX(AXV
(BxA CX).

1 Ax=(AxV VyCy) A YX(AXV (BXA CX) v

2 Ax-(AXV YyCy) v 1A
3 VX(AXV (BXA CX)) &9/ 1A
4 -(AcV YyCy) v/ 23
5 -AcC 4-v
6 -VyCyv 4-v
7 -Cd 6-v
8 AcVv (BcaCo v 3y
[\
9 Ac BcaCcV 8v
X |
10 Bc 9A
11 Cc 9A
12 AdvVv (BdA Cd) v 3vY
/\
13 Ad BdACdV 12v
14 0 Bd 13A
15 Cd 13A

X
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UocCimo da smo se u retku 12 iznova vratili na opc€i iskaztiza@, jer se put
nije zatvarao, a opcCi iskaz nije bio rasclanjen za svedpnetne konstante
koje se javljaju prethodno na putu (nego samo za ‘c’u retku 8)

Potpun otvoren put jest onaj drugi slijeva (prvi i treCi satworeni). Ka-
rakteristicno je da je op€i iskaz iz retka 3 na tom putudlagjen za sve
predmetne konstante koje se na putu javljaju (‘c’ i ‘d’).

Model u kojem je zadan iskaz istinit mozemo izgraditi pataad slovnih
iskaza koji, prema stablu, trebaju biti istiniti. U skladuise dovoljno je
dvoclano predmetno podrucje, npr. s predmetboznacenim pomocu ‘C’ i
s predmetona’ oznaCenim konstantom ‘d’. U tome moddlnema svojstvo
oznaceno s ‘A ali ima svojstva oznacena pomocu’B ‘C ', a predmet
d’ nema svojstvo oznateno pomocd’;@li ima svojstvo oznateno pomocu
‘A'". Evo jednoga takva modela:

D: {Stjepan Mesi¢, George W. Bysh
c: Stjepan Mesic,

d: George W. Bush,

Al: __je americki politicar,

Bl: __razgovara s grdanima na kavi,
C!: __je hrvatski politicar,

Stjepan Mesic je hrvatski politicar, Sto George W. Buigts Bush je americki
politiar, Sto Mesic nije, i Mesic razgovara s gtanima na kavi, dok Bushov
nacin izravnoga komuniciranja s gdganima moze u naSem modelu ostati
otvorenim:

Mesice 7 (CY), Bushg 7(C1),
Bushe 7 (AY), Mesic¢ 7 (A1),
Mesice 7 (BY).

Primjer 4.10 takder dobro pokazuje primjenu glavnoga nacela pri izgradnji
stabla, a to jezatvoriti stablo na svim putovima ako je moguce. To znaCi
da na svakom putu nastojimo dobiti jednostavni iskaz i niggga iskaza.

U tu svrhuopti iskaz raSclanjujemo za ork@nstante koje se prethodno
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javljaju na putu (ako takvih ima). Iz toga talder slijedi da dajem@red-
nost rasClambi opstojnoga iskazgpred rasclambom opcega iskaza, tako da
u raSClambi optega iskaza mozepunovitinovu konstantu prethodno uve-
denu raSclambom opstojnoga iskaza.

4.3 LOGICKI KVADRAT

Iz tradicionalne su logike poznati iskazi logickoga ketdr opEepotvrdni
(a), opcenijecni€), posebnopotvrdni)i posebnonijecnid). Oni se meusobno
razlikuju prema kolikotno-kakvotnoj odredbi odnosa “paetat’ (subjekta) i
“priroka” (predikata). Napomenimo da je rijeC o gram&tith pojmu pod-
meta i priroka kao dijelova iskaza. Kad budemo rijeCi ‘padm ‘prirok’
rabili u tom smislu, stavit cemo ih u dvostruke navodnik&nokad je kon-
tekst jednoznacan. Iskazi se logiCkoga kvadrata mog@ziiu jeziku.%, i
to na razlicite nacCine.

4.3.1 Logkki kvadrat u uskom predmetnom podrucju

Najprije pogledajmo kako iskaze logickoga kvadrata nmedézraziti ako
je predmetno podrucje suzenona opseg “podmeta” (subjekta) ili je joS uze.
Uzmimo sljedeci model:

D: ljudi

St __je smrtan,
H!: __je hrabar,
Ul __je umijeren,
R': __je razborit,
Pl __je pravedan.

Sada lijevo navodimo iskaze logiCkoga kvadrata, a desamdt€ina kako ih
prevodimo na jezikZ;:

a: Svi su ljudi smrtniv¥xS x —3x=S X

IskazVxS xkazuje da svaki Clan predmetnoga podrucja (a to su sardp lju
zadovoljava formulls % tj. da ima svojstvo smrtnosti. Iskaz pakix—S x
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kazuje da nema Clana predmetnoga podrucja koji zadeeol@amulu-S x
tj. koji ne zadovoljava formul® x dakle, koji nije obiljezen smrtnoScu.

e: Nijedan Covjek nije smrtar¥ x-S x —-3IxS X

IskazVx—S xkazuje da svaki Clan predmetnog podrucja zadovoljavaiu

=S % t]. da nijedan ne zadovoljava formufix dakle, da nijedan nije obi-
liezen smrtnoS€u. Tako i iskazdxS xkazuje da nema clana predmetnoga
podrucja koji zadovoljava formul§ x tj. koji ima svojstvo smrtnosti.

i: Neki su ljudi smrtnidxS x —=Vx=S x
V. vjezbu 1.
o: Neki ljudi nisu smrtnidx-=Sx —YxS x

V. vjezbu 2.
“Podmet” ili “prirok” mogu biti i sastavljene formule. Npr.

Neki su ljudi pravedni i umjereni. AX(Px A UX)

U toj je reCenici ‘pravedan i umjeren’ prirok podmeta ‘ljudraj “prirok”
raSclanjujemo pomocu dvaju priroka jezik4,.

Svaki je Covjek umjeren i pravedan ako je razborit/x(Rx —
(UxX A PX)

U navedenoj je reCenici Citav slozen izraz ‘umjeren ive@an ako je raz-
borit’ kao cjelina “prirok” “podmeta” ‘ljudi’. Taj “prirok’, kako vidimo,
rasclanjujemo trima prirocima jezik&,.

Opcenito, ako joredmetno podrucje swzeno(na “podmetov” opseq ili
jos uze), iskazi logickoga kvadrata imat CeAy sljedece oblike:

a: vYxp —3dx=p
e: VYx=p -3Ixp
. Axp —YX=p
o: IX—-p —VYXp
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4.3.2 Logkki kvadrat u Sirokome predmetnome podri€ju

Ako predmetno podrucje prosirimo tako da je Sire od “podmetova” op-
sega, oblik ce se iskaza.#, izmijeniti. Nije viSe samorazumljivo da govo-
rimo o ljudima, nego to moramo izriCito navesti. Zato mooanpotrijebiti i
novi prirok, npr.C2. Dakle, u novome, preinatenome modelu:

D: svi predmeti,
Cl: __je Covjek.

Gornje temo iskaze logickoga kvadrata prevesti redork@mva
a:¥X(Cx— SR, -IX(CxA-SX

IskazVx(Cx — S X kaze da svaki Clan predmetnoga podrucja zadovoljava
formuluCx — S x tj. da svaki predmet, ako je Covjek, smrtan. Primijetimo
da bi iskaz¥x(Cx — S bio istinit i kad u predmetnome podrucju ne bi
bilo ljudi, jer bi prednjak pogodb€x — S xuvijek bio nezadovoljen, pa
prema tome, pogodba zadovoljena (analogno pojmu istingogodbe). To

se lijepo vidi iz istinitosnoga stabla:

1 VX(Cx— SX¥

2 Cc—>Sc 1v
/\

3 -Cc Sc¢ 2-

4 O O

Stablo pokazuje da je uvjet istinitosti opCega iskaza t@adaolji izabran
predmet (oznacen pomodlili nije Covjek ili je smrtan. Isto, na drugi nacin,
kazuje i iskaz=3ax(Cx A =S X. On kazuje da nema Clana predmetnoga po-
drucja koji zadovoljava formul@x A =S x tj. predmeta koji je Covjek a nije
smrtan.

e:¥X(Cx— =S¥, -IX(CxASX
V. vjezbu 3.

I AX(CXASR, =VX(Cx— =S
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V. vjezbu 3.
0: AX(CXA =S¥, -VX(Cx— SR

V. vjezbu 3.

Za iskazea i e (lijevo) ne rabimokonjunkciju jer se ne kaze da su svi
predmeti i ljudi i pravedni (odnosno, nepravedni). Npr. jkmkcija bi Cx A
S xu iskazua znacila da je svaki predmet (biljka, kamen itd.) i Covjek i
smrtan (tj. smrtan Covjek), Sto ne odgovara smislu iskazéa iskaze i 0
lijevo), ne rabimopogodbuy jer bi ona bila zadovoljena ve¢ samo jednim
predmetom Kkoji nije covjek.

Iskaz ‘Neki su ljudi pravedni i umjereni’ mozemo prevestao:

AX(Cx A (PxA UX)).

Iskaz ‘Svaki je Covjek umjeren i pravedan ako je razboridza se prevesti
ovako:

YX(Cx — [Rx— (UXA PX)]).

Opcenitoako je predmetno podrucje proSireno (i na predmete izvan “pod-
metova” opsega), iskazi logiCkoga kvadrata u prijevodifyamaju sljedeci
oblik:

a: ¥x(p—q -3Ix(pA-Qq)
e: ¥x(p— —-q) -3Ix(pAQ)

. AX(pAQ) =VYx(p — —Q)
o: IX(pA-g) -—VYx(p— Q)

Naromena 4.3 Hrvatskeopce recenice (a tako i u drugim sliCnim jezicima),
kao npr. ‘Svi su kitovi sisavci’ obiCno podrazumijevajistignost predmeta
na koje se odnosi “podmet”. No to nije sluCaj¥, ako prevodimo u tumacenju
s proSirenim predmetnim podrucjem (kako smo vec uplbaezi s recenicom
‘Svi su ljudi smrtni’). OgraniCimo, primjerice, predmetpodrucje na zivotinje
u zagrebackome zooloSkom vrtu i postavimo recenicu

Svi su pande (u zagrebackome zooloSkome vrtu) drubaljub



112 POGLAVLJE 4. JEZIK I ISTINA U LOGICI PRVOGA REDA

Ako znademo da u zagrebackome zooloskome vrtu nema pgandtska se
reCenica Cini besmislenom. Ako ne znamo da u tom zoatloSkotu nema
panda, reCenica navodi na pomisao da u njem ima panda. Akedenu
reCenicu izrazimo W}, pomocu

YX(Px — Dx),

dobili smo istinitu reCenicu, i to upravo zato jer u izabmane predmetnome
podrucju nema panda pa je pogodba ‘Px DX’ uvijek zadovoljena. To je
prazna istinitost

Slicno, u hrvatskom recCenica ‘Nijedan kit nije kit" izgke protuslovnom.
Ali u Z;, nije tako jer ako uzmemo predmetno podrucje u kojem neroakit
primjerice, opet sve zivotinje u zagrebackome zoolo&kertu, dobivamo
istinit iskaz, npr. YX(Kx — =KXx)’.

Cak i kad u hrvatskome svijesno govorimo o0 neopstojeCirdnpetima,
kao u recenici ‘Svi su zmajevi opasni’, ne iskazujemo pragtinitost, nego
kao da iskazujemo istinu o svijetu u koji se tom reCenicoen@simo.

Slicno se i u hrvatskim posebnim iskazimad) opstojnost predmeta na
koje se odnosi “podmet”, katkad podrazumijeva samo kao omekamisljenome
svijetu. Tako npr. u reCenici ‘Neki su zmajevi dobrocuddijeziku %, op-
stojnost uvijek upucuje na (opstojecega) Clana prediogd podrucja, tako
da bi prijevod gornje reCenice, primjerice IX(Zx A Dx)’, davao neistinu.

Napomenimo da u hrvatskome “neki” Cesto znaci “samo ngkigkle,

iskljuCuje “svi”, Sto nije sluCaj u.Z,. Isto se tako u hrvatskome, za razliku
od.Z,, Cesto podrazumijeva da “neki” znaci vise od jednoga.

Vjezbe

1. Semanticki analizirajte iskaz#xS xi —=¥Yx=S xpo uzoru na analizu
iskazaa i e u suzenom predmetnome podrucju.

2. Provedite semantiCku analizu iskaké-S xi =V xS xte iskaz&x(PxA
Ux), YX(Rx— (Ux A PX) kao i u vjezbi 1.
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3. Po uzoru na analizu iskaza u proSirenome predmetnonregagse-
manticki analizirajte sljedece iskaze:
(@) YX(Cx— =S¥
(b) =3IAX(CxA SN
(c) IX(CxA SN
(d) =¥X(Cx— =S X
(e) AIX(CxA-=SX
(H -YX(Cx— S
(g9) IXCx— (PxA UXx))
(h) YX(Cx - [Rx— (Ux A PX)])

4.4 VISESTRUKO POKOLI CAVANJE

ViSestrukim pokoliCavanje nazivljenmmeklapanje dosega vise kolicCitelja.

4.4.1 Vsestruko pokolicavanje u uskome predmetnome podrgju

Promotrimo nekoliko primjera na modelima koji kao prednogbodrucje
imaju skup pozitivnih cijelih brojeva, te gdje prird® znaci relaciju “ma-

.

nji”:

D:1,2,3,...,
R? __jemanjiod__ .

Zadrzimo se najprije na dvama primjerima s dvama istomdliCiteljima.

Privuer 4.11 (NeisTiNrosT 1skAzA YXYYRXY Iskaz ¥YxYyRxy’, u predlozenome
modelu, hrvatski znaci ‘Svaki je broj maniji od svakoga atdjo je oc€ito ne-
istinit iskaz. No pogledajmo poblize:

1 -VXVyRxyv

2 =VyRdyv 1V

3 -Rdc 2-Y
O
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Nije teSko pronaci ndu pozitivnim cijelim brojevima dva broja takva da
prvi nije manji od drugoga. Npr.

c: broj 1,
d: broj 2.

Formalno mozemo zapisati:
1) ¢ T(R).

Ureden par(2, 1) ne zadovoljava formulu ‘Rxy’ (pri Cem je 2 vrijednost vari-
jable ‘x’, a 1 vrijednost varijable ‘'y’). 1z toga slijedi davaki pozitivan cijeli
broj ne stoji sa svakim svakim pozitivnim cijelim brojem lacgi “man;ji”.
Prema tome jeVxYyRxy’ neistinito u modelu.

Mogli bismo ¢ak tumacenje promijeniti tako da ‘c’ i ‘d’ zéa jedan te
isti, bilo koji pozitivan cijeli broj. Kako nijedan broj n§ manji od samoga
sebe, i svaki bi takav primjer pokazivao neistinitost zamgmniskaza.

PriviER 4.12 (kTintTOST 1sKAZA AXAY—RXY) ‘AXIAy-RXYy’, prema gornjem mo-
delu s pozitivnim cijelim brojevima, u hrvatskome zna&KNoroj nije maniji
od nekoga broja’ (razlikujmo potonju reCenicu po znaceaq ‘Neki broj nije
manji ni od jednoga broja’). Znademo da je to istinit iskangicka je ana-
liza i provjera vrlo slitna kao i u prethodnome primjeru.jélieSko pronaci
ureden par pozitivnih cijelih brojeva takvih da prvi nije mawjd drugoga,
npr. par(1, 2).

Provjerom na nacin kao u gornjim primjerima mozemo ust@&nda do
istoga rezultata dolazimo i kad koliCitelji zamijene nipeslakle ako umjesto
gornjih iskaza provjeravamo iskaZgvxRxyi JyaxRxy Opcenito se moze
reCi da jeporedak (dvaju ili viSe) istovrsnih kolicitelja koji neposredno
slijede jedan za drugim, po volfiromjenljiv , a da se istinitosna vrijednost
iskaza ne mijenja.

Pogledajamo sada i dva primjera s neistovrsnim koliditelj takaler s
uskim predmetnim podrucjem.
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Privier 4.13 (ktiniTost 1skaza YXAYRXY Iskaz Vx3AyRxy’, prema gornjem
modelu, hrvatski znacCi ‘Svaki je broj maniji od nekoga brdfatrazimo nje-
gove uvjete istinitosti:

1_ VXEInyycl/CNCN'”

2 dyRgy v v
3 Rgc, 24
4 dyRoy v 1v
5 RoCs 43
6 dyRgy v v
7

Racy 63

Dogradimo naS model s pozitivnim cijelim brojevima sljgde znacenjima
konstanata:

c1: broj 1
Cy: broj 2
Cs: broj 3
C4. broj 4

Primijenimo li ta znaCenja konstanata na gornju analizoptvamo redom
uredene parove brojeva koji pripadaju relaciji “man;ji” (prvig broj maniji
od drugoga):

(1,2),(2,3),(3,4),...c T(R.

Ocito je da u navedenom nizu denih parova prvi lan moze biti bilo koji
broj (navodimo ih redom, pocevsi od 1), te da uvijek, kawgdiclan navo-
dimo broj od kojega je prvi za 1 manji. Prema tome, za svakitpvan cijeli
broj kao vrijednost varijable ‘x’, ima broj kao vrijednostxjable ‘y’ tako
da je prvi broj manji od drugoga. Stoga je iskaxAyRxy’ istinit.

PrivueR 4.14 (NeisTiNiTOST 1sKAZA AXYYRXY Iskaz 9xYyRxy’ znaci, prema
gornjem modelu, u hrvatskome ‘Neki je broj manji od svakaggh Pogle-
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dajmo uvjete istinitosti za taj iskaz:

1 IxVyRxyvs

2  VyRcy® 13

3 Rcc 2V
O

Vidljivo je iz analize da pod pretpostavkom istinitosti aadga iskaza slijedi
da bi morao opstojati broj, oznaceni pomocu ‘c’, koji je mid od samoga
sebe (i od drugih brojeva), no to na skupu pozitivnih cijdifojeva nije

slucaj ni s jednim brojem. Naime, za svaki pozitivan chedj d vrijedi:

(d,d) ¢ 7(R).

Primjenom toga tumacenja na gornju analizu dobivamo glfeduretene
parove brojeva, koji nisu u relaciji “maniji” (tako da je prvbroj maniji od
drugoga):

(1,1),(2,2),(3,3),... ¢ T(R).

Slijedi da nijedan pozitivan cijeli broj ne zadovoljava etga je manji od
svakoga broja, vet i samim time 5to nije manji od sebe. Breme je iskaz
‘AXYYRXy’ neistinit.

Primijetimo da poredak koliCitelja u posljednjim dvamanpjerima nije
po volji promjenljiv! Primjerice, iska¥ xayR xykazuje da je svaki (pozitivan
cijeli) broj manji barem od jednoga broja, Sto je istinitimk iskazdyVyRxy
kazuje da ima neki (pozitivan cijeli) broj takav da je svakojpod njega
maniji, Sto nije istinito. Opcenitq@oredak neistovrsnih koliCitelja koji ne-
posredno slijede jedan za drugimje po volji promjenljiv a da znacenje
ostane nepromjenjeno.

Vjezbe
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Navedene primjere viSestrukoga pokolicavanje mozdmatgti kao uvrStavanje
potvrdnih formula logiCkoga kvadrata u potvrdne formidgickoga kva-
drata. Npr. YxdyRxyjest optepotvrdan iskaz u koji je uvrStena posebno-
potvrdna formuladyRxy

U sljedetim vjezbama neka predmetno podrucje Cini skagitivnih cije-
lih brojeva, aR? neka zna&i relaciju “manji”.

1. Provjerite istinitost slijedecih iskaza s nijecnimdb@rmulama, te ih
izrazite hrvatski:
(@) Yx=YyRxy
(b) =VyaxRxy
(c) -3IyaxRyx
(d) Yxdy-Rxy
(e) Yx=dyRxy
2. Provjerite koji su od sljedecih iskaza istiniti! Izrezih hrvatskim je-
zikom! NekaP? znadi ‘biti veti od’.
(@) Vxvy-Pyx
(b) Vx=¥yPyx
(c) ~Vx?yPyXx
(d) Jy-IxPxy;
(e) YyaxPxy;
(f) Vy-3aAxPxy
(g) IxVyPyx

4.4.2 Vsestruko pokolicavanje uSirokome predmetnome podri€ju

Nadovezimo se na prethodne primjere i uzmimo sada da jerEe po-
drucje Siroko (Sire od podmetova opsega). PokuSajraeqsti iste ili slicne
hrvatske reCenice. U tu €e nam svrhu trebati jos jedankru znacenju ‘biti
pozitivan cijeli broj’, primjerice B!, kako bismo tvrdnje mogli ograniciti na
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pozitivne cijele brojeve. Dobivamo, dakle, sljedeci mip#eji Eemo u pri-
mjerima dopunjavati ili preinacivati:

D: svi predmeti

B!: __je pozitivan cijeli broj (umjesto toga cemo govoriti keat
samo “__ je broj”),

R? __je manjiod__ .

PriMJER 4.15 (NeisTiNITOST 1sKAZA YX(BX — VY(BY — RXY))) Iskaz Yx(Bx —
Yy(By — RXxy))’, u skladu s upravo definiranim modelom, u hrvatskome
znaci: ‘Svaki je broj manji od svakoga broja’, Sto je n@gb. Potrazimo
uvjete neistinitosti toga iskaza pomocu istinitosnogdlst.

1 -V¥x(Bx— Yy(By - Rxy)V
2 —(Bd—- Vy(By— Rdy))v 1~V

3 Bd 2—1 —

4 ~Vy(By — Rdyv/ N

5 —|(BC - RdQ\/ 4-v

6 Bc 5-—>

7 -Rdc 5-—
O

Dobiveno stablo jasno pokazuje da pod uvjetom da ima preda@Cen
pomocu ‘d’ i predmet oznacen pomocu ‘c’ (to mi mogao bisti predmet
s dvama imenima) koji su oba brojevi, i da prvi nije manji odiginga. Nije
teSko naci takvo tumacenje (npr. ‘c’: 1, ‘d”: 2, kao u gnednome odjeljku).
Primijetimo kako je u iskazwx(Bx — Vy(By — RXxy))’, kojega neisti-
nitost smo upravo analizirali, jedna formula logickogaakivata uvrstena i
podredena pod drugu. Cijeli iskaz ima oblix(p — q'), pri Cem je samq
oblika Vy(q — r). Iskaz ima dakle oblix(p — VYy(q — r)). Yy(q — r)
stoji i podV¥x i podVy.
Iskaz mora biti neistinit kao¥xYyRxy u uskome predmetnome podrucju:

PriviER 4.16 (kTiniToST 1sKAZA AX(BX A AY(BY A-RXY))) Iskaz Ax(Bxady(By
A=Rxy))’, u predlozenu modelu, hrvatski znacCi ‘Neki broj nije mar ne-
koga broja’, te je u tom smislu, kako znademo, istinit — kabxdlyRxy u
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odgovarajutem modelu s uskom predmetnome podrucjulizAmaozemo
lako provesti na nacin sliCan kao u prethodnome primjeru.

Iskaz je oblikadx(pA ('), a q je oblikady(g A r). Prema tome cijeli iskaz
ima oblik3Ix(p A Ay(q A r)). Ay(q A r) u dosegu je koliCiteljax i y.

Privser 4.17 (kTintrosT 1sKkAzA YX(BX — Ay(By A Rxy))) Iskaz Yx(Bx — y(ByA
Rxy))’, prema naSem modelu, hrvatski mozemo izraziti re@mnitSvaki je
broj manji od nekoga broja’.

1 V¥x(Bx — 3Jy(By A Rxy) &4

2 Bc—- dy(ByARcy v 1v
/ \

3 -Bc Ay(By A Rey) v 2>

4 0 Bd A Rcdv

5 Bd 4N

6 Rcd 4N

7 Bd — dy(ByARdy) v 1V

[\

8 -Bd Ay(ByARdy) v 7 —

9 x Bea Rde/ 83
10 Be 9A

11 Rde 9A

Istinitosno stablo pokazuje da je zadani iskaz istinit pggtom da bilo koji
predmet, primjerice predmet oznacen pomocu ‘c’, nijg brpak ima broj
(oznacCimo ga pomocu ‘d’) takav da je predmet Sto ga ogjga’ maniji
od predmeta oznaCenoga pomocu ‘d’. No i taj potonji predtreei novi
predmet (oznacili smo ga pomocu ‘e’) od kojega je manji, lskaz ce, kako
vidimo, biti istinit, kao 1 Yx3dyRxy’, u modelu s uskim (ali beskonacnim)
predmetnim podrucjem.

Iskaz je oblikavx(p — '), a d je oblika3y(q A r). Cijeli je iskaz, prema
tome, oblikavx(p — 3y(q A r)). Ay(g A r) u dosegu je koliCitelj&x i Jy.
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Privier 4.18 (kkaz AX(BX A YY(By — Rxy))) Iskaz Ax(BxAVy(By — Rxy))’,
u gornjem modelu, znacCi ‘Neki je broj manji od svakoga brdja je neis-
tinit. Pretpostavimo ipak da je istinit, kako bismo ustailidwoji su njegovi
uvjeti istinitosti.

1 3Ax(BxA Vy(By — Rxy)V

2 BcA Vy(By— Reyv 13

3 Bc 2- -

4 Vy(By — Rcy®’ 2- —

5 Bc — Rcao/ 4y

/\

6 -Bc Rcc 5—

X O

UocCavamo da je uvjet istinitosti navedenoga iskaza opssijbroja koji bi
bio manji ne samo od svih drugih brojeva, nego i sam od sebko Kama
takva pozitivnoga cijeloga broja, u modelu s tim brojevinwarygi iskaz ni-
kako nije istinit. No ako malo promijenimo tumacenje pk&dR?’, mozemo
dobiti istinit iskaz. To je, primjerice, slutaj ako priraKR? kao njegovo
znacenje pridruzimo relaciju “maniji ili jednak”:

R __<__.

Privuer 4.19 (kkaz YXx3Ay(Bx — (By A Rxy)) Iskaz Yx3y(Bx — (ByARXyY))’
manja je preformulacija iskaza iz primjera 4.17 (‘Svaki yjejmanji od ne-

koga broja’). Razlika je u tome 5to je unutradnji kol@jtsada pomaknut
neposredno pred pogodbu. Provjerite njegove istinitosrete istinitosnim
stablom.

Poopcavajuci posljednji primjer, mozemo reci da se imsprimjerima
4.15-4.18 unutrasnji koliCitelj moze staviti pred svagrade, odmah iza
glavnoga kolicitelja.

Vjezbe
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1. Prevedite na hrvatski sliedece iskaBé: (__ je broj, M?: __ je maniji
od__):

(a) VX(Bx— —=Vy(By — Mxy)),
(b) YX(Bx— Vy(By — ~Mxy)),
() Vxvy((BxA By) — =-Mxy),
(d) Ax(BxA =3Ay(By A Mxy)),
(e) AIX(Bx A Ay(By A =Mxy)),
() IAY(BxA (By A =Mxy)),
(9) ¥X(Bx— —3y(By A =Mxy)),
(h) ¥>xay(Bx— (By A =Mxy)),
(i) IX(BXA =¥y(By — MXxYy)),
() IX(BxA Vy(By —» —=Mxy)).

2. Provijerite tablicno istinitosnu vrijednost iskazavjezbe 1!

3. Prevedite na hrvatski slijedece iskaBé: (__ je broj, D% __je djeljiv
s_):
(a) Vy¥x(Bx — (By — =Dxy)),
(b) Yyax(Bx— (By A —Dxy)),
(c) —Vy¥x(Bx— (By — Dxy)),
(d) Jy-3Ix(Bx A (By A =Dxy)),
(e) AxvVy(Bx A (By — —Dyx)),
(f) ~¥xvy((BxA By) — —Dyx),
(9) ~IAy(Bxr (By A-Dyx)).
4. Prevedite na hrvatski sljedece iskaBé& (__ je broj,V2: __je veti od
.
(a) =Vyax(Bx — (ByA Vxy)).
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(b) Yy-3ax(Bx — (ByA Vxy)),
(c) =3Ay¥x(Bx A (By — Vxy)),
(d) Iy=¥x(Bx A (By — Vxy)),
(e) =¥y (Bx — (By A =Vyx)),
() Vx=3y (Bx — (By A =VyX)),
(g) ~AXVY(BXx A (By —» =Vyx)).

4.5 POSTUPCIU PREVODENJU
4.5.1 Svdenje na logki kvadrat

Velika je pomot pri prevdenju ako se u hrvatskoj recenici i njezinim
dijelovima moze uociti neki oblik iz logickoga kvadrafeakvim smo se pri-
mjerima bavili u poglavlju o visestrukome pokoliCavanivo joS jednoga,
malo slozenijega primjera:

Svaki grad od kojega ima neki juzniji grad, jest sjeveroiji

nekoga grada.
Cijela recCenica ima oblila sa slozenim “podmetom” ‘grad od kojega ima
neki juzniji grad’ i sa slozenim “prirokom” ‘jest sjevelja od nekoga grada’.
Sam “prirok” ima obliki, a podobliki otkrivamo i u “podmetu”. U modelu:

D: svi predmeti

G __jegrad,

S?. __je sjevernijiod__,

J2 __je juznijiod _ .
navedenu hrvatsku recenicu mozemo ovako prevesti:

YX[(GXA AY(GY A JyX) — Ay(Gy A S xy].

4.5.2 Postupnost

Ako nam hrvatska recenica izgleda slozenom, mozemoguaqtiti pos-
tupno. Vratimo se na gornji primje€im smo otkrili da cijela reCenica ima
oblik a, to mozemo odmah zapisati:
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¥x (X je grad od kojega ima neki juzniji graeb X je sjeverniji
od nekoga grada).

Zadrzimo se najprije na “podmetu”. Radi se 1) o gradu i 2)m tta od njega
ima neki juzniji grad. lzraz ‘neki’ upucuje nas na to da adiro posebnome
obliku (i ili 0). PokuSajmo drugi konjunkt preformulirati tako da Sterjge
izrazimo njegov “podmet” i “prirok”. Dobivamo formulacijuNeki je grad
juzniji od grada x’:

YX[(GXA neki je grad juzniji odx)) — X je sjeverniji od nekoga
grada)].

Prevedimo sad cijeli “podmet”™:
YX[(GXx A Ay(Gy A JyX) — X je sjeverniji od nekoga grada)]

Posljedak pogodbe taller sadrziizraz ‘neki’. Stoga posljedak taley mozemo
jasnije preformulirati u oblik logickoga kvadratg:(‘Neki je grad sjeverniji
od grada x’. Sada mozemo dovrsiti prijevod.&g:

YX[(GXA AY(GY A JyX) — Ay(Gy A S xy].

4.5.3 Magaree recenice

U nekim slucajima i pri postupnome pretenju zapadamo u potesSkoce.
Npr.

Neki grad koji nije sjeverniji od nekoga grada, nije ni jiyzod
njega.

Postupnim prevdenjem, dobivamo sljedece:
AX(GX A AY(Gy A =S xy)) A =Ixy)!

Tu je posljednji pojavak varijablg ostao slobodan, pa prema tome cijela
formula uopce nije (istinit ili neistinit) iskaz. Stoga lkotelj Iy mora na
neki naCin uhvatiti u svoj doseg i pojavak varijable 'y’ neaju formule. To
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u naSem primjeru postizemo tako da koliCitelj pomakneraposredno pred
prvu lijevu zagradu:

AXAY((GX A (GY A =S xy)) A =IXY).

RecCenice kao 5to je navedena hrvatska, nazivlju se mzigareCenicama.
Zaostanak zamjenice ‘njega’ na kraju recenice, Sto seijavpdu na.%,
oCituje kao zaostala slobodna varijabla, doista podsjet magarca koji je
stao i stavio nas pred problem kako ga pridobiti da se poknepeijed.

4.5.4 Razni hrvatski izrazi za pokolCavanije

Opcost ne mora u hrvatskome uvijek biti izrazena sa ‘$wsvaki’, nego
se katkad moze izraziti i obicnom mnozinom (‘Ljudi su $nif ili pak jed-
ninom (‘Covjek je smrtan’). No i opstojnost se u hrvatskom tomoze
izre¢i i obicnom jedninom Covjek je usao u dvoranu’) ili mnoZinom (‘Ljudi
ulaze u dvoranu’). Samo nam kontekst izricanja reCenigaziumijevanje
govoriteljeve nakane moze pokazati je li pri obicnoj mimoili jednini rijec
0 opcosti ili samo o opstojnosti.

Cak se i izrazom ‘neki’ moZze izraziti opcost. Primjericeregenici:

Ako je neki grad sjeverniji od Rima, Rim je juzniji od njega.
U naSem modelu (v. pododjeljak 4.5.1) dodajemo joS jedidryzivanje:
r: Rim

U navedenoj je recenici oCito rijeC o nekom optem odnasuzajamnosti
sjevernijega i juznijega polozaja. Stoga gornju re€enreba upravo tako i
prevesti:

YX((GXA SXD) — Jrx).
Evo i maloga usloznjenja gornjega primjera:

Ako je neki grad sjeverniji od nekoga grada, taj je potongdyr
juzniji od prvoga.
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RecCenicu mozemo prevesti ovako:
YXYY((GX A (GY A S xy) — JyX),
ili:
YXYY((GX A GY) — (S xy— JyX).

4.5.5 Prijevodne alternative

Upravo smo prethodnim prijevodom naznacili da ne mora,naifcesce
ima samo jedan prijevod s hrvatskoga#fg. Sam smisao hrvatske reCenice
moze nas voditi do razliCitih prijevoda, koji se pokazilggicki istovrijed-
nima (o semantickoj i sintaktickoj istovrijednosti u logprvoga reda bit ¢e
rijeC poslije).

Alternative se ne odnose samo na poveznike, nego i na tadj&iNpr.
reCenicu

Nijedan grad nije sjeverniji od svih gradova
sasvim je naravno prevesti s
YX(GX — =VYy(Gy — Sxy),
kaois
—AX(GX A VY(Gy — S xy).
Cesto se, takaer, moZe mijenjati i poloZaj kolicitelja. Primjerice
Svaki je broj neparan ili ve€i od nekoga broja

u modelu s pozitivnim cijelim brojevima kao predmetnim pagem mozemo
prevesti ovako:

YX(NXV yVxy),
gdjeN? znadi ‘neparan’, &2 ‘veti’, ali i ovako:

YxAy(NxV Vxy).
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Poslije cemo moci dokazati i logicku istovrijednostdtaju prijevoda. Sada
samo opcenito kazimo da se doseg koliCitgd Ix moze s jednoga disjun-
kta prosSiriti nadisjunkciju ako drugi disjunkt ne sadrzi slobodan pojavak x.
Isto vrijedi i zakonjunkciju . To takader vrijedi zapogodbuy, s time da se
koliCitelj kojega se doseg s prednjaka prosirio i na pdonhijenja (op€i u
opstojni, a opstojni u opci).

4.5.6 Preformulacije

Gdjekad u hrvatskome nailazimo na izraze kojima je potrgiyeéormu-
lacija da bismo ih mogli prevesti. Primjerice, u recenici

Ima gradova iste veliCine.
Ako upotrijebimo prirok ‘biti veci’, V2, mozemo ‘biti iste velicine’ pre-
formulirati u ‘ne biti veci jedan od drugoga’ i gornju ratieu prevesti na
sljedeci nacin:

AXAY((GX A GY) A =(VXyV VyX).

Vjezbe

4.6 FORMALNA DEFINICIJA ISTINE

Dosad smo, govoreci o istinitosti pokoli¢enih iskazapnealno govorili
0 zadovoljenosti formule predmetom i pritom se u odlucjuanzadovolje-
nosti sluzili analogijom s istinitoS¢u iskaza. Sadanceformalno definirati
zadovoljenost formule i to pomocu pojma vrjednovanjajedta. Na temelju
toga cemo moci kratko definirati istinu u logici prvoga aed

4.6.1 VRJIEDNOVANJE VARIJABLA

Derinica 4.14 (VRIEDNOVANIE VARDABLA) Vrjednovanje varijabla, v, jest pri-
druzivanje Clana predmetnoga podrucja svakoj predmjetarijabli.
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Ako je v vrjednovanije varijabla, vrijednost koyupridruzuje predmetnoj va-
rijabli jest Clan predmetnoga podrucja, tj.:

v(X) € D.
Kao i u slu€aju predmetnih konstanata, valja imati na urjadsie:
1. razliCitim varijablama moze se pridruziti isti Clan
2. ne mora se svaki Clan pridruziti nekoj varijabli.

Slicno kao i kad definiramo tumacenjggformalno mozemo uzimati u ob-
zir vrjednovanje samalobodnih varijabla koje su javljaju u analiziranim
formulama.

Nadalje, vrjednovanje varijabla nije dio ali je uvijek pa@amo s nekim
modelomi.

Privuer 4.20 Neka vrjednovanja varijablayy v», v3 pridruzuju varijabli x
sljedece vrijednosti:

Tj.
vi(X) = Split,
Vo(X) = Zadar,
v3(X) = Osijek

Postavimo modelt (s tumacenjeri):

D: naselja,
Gl __jegrad.

Promotrimo sada kako se prema razliCitim vrjednovanjiragjabla vy, Vs,
vz itd. u modelw)t mijenja znacenje formule

Gx

U Mt formula ‘Gx’ dobiva sljedeca znacenja, neformalno izzaa hrvatski:
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za . Split je grad,
za \,: Zadar je grad,
za \;: Osijek je grad.

Privier 4.21 ProSirimo sada odredbe vrjednovanja varijablg v,, v i na
varijablu 'y’ na sljedeci nacin:

| X y
v; | Split Rijeka
V, | Zadar  Split
vz | Osijek Zagreb

Tj.
vi(X) = Split,  w(y) = Rijeka

Vo(X) = Zadar, w(y) = Split
v3(X) = Osijek, \(y) = Zagreb

Primijenimo modeb)t iz prethodnoga primjera (4.20) s time da definiramo
vrijednost jos jednoga priroka:

V2 __jevetiod .

Promotrimo sada kako se mijenja znacenje formule ‘Vxy'igrasti o vrjed-
novanjima varijabla definiranima vrijednostima za varijabx’ i ‘y’. U mo-
delut dobivamo sljedeta znaCenja formule ‘Vxy’, izrazenaalkski:

za vi: Split je ve€i od Rijeke,
za \,: Zadar je veci od Splita,
za \;: Osijek je ve€i od Zagreba.

Inacica vrjednovanja varijabla Za definiciju zadovoljenosti formule po-
treban nam je i pojam inacice vrjednovanja varijabld/X].

Dernica 4.15 (NaCica VRIEDNOVANJA VARDABLA) Inacica vrjednovanja vari-
jabla d/x] jest vrjednovanje varijabla koje se od vrjednovanja vabrlgm
v razlikuje najviSe po tome Sto varijabli pridruzuje ¢land predmetnoga
podrucja.
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Primijetimo dav[d/x] i v mogu biti potpuno jednaka, a ako se razlikuju, onda
se razlikuju samo prema tome koji predmet pridruzuju astijx: v[d/x]
pridruzuje varijabli x predmet d (kako je i naznaceno uatigh zagradama),
av pridruzuje varijabli x neki drugi predmet.

Privuer 4.22 Neka v pridruzuje varijablama ‘x’, 'y’ i ‘z’ sljedece vid-
nosti:

X: Zagreb,
y: Split,
Z: Rijeka
itd.
Inacica \JOsijek'y] tada varijablama pridruzuje sljedece vrijednosti:

X: Zagreb,
y: Osijek,
Z: Rijeka
itd.

Odnosno, formalno zapisano, ako

V(X) = Zagreb,

v(y) = Split,
V(2) = Rijeka
itd.,

onda

V[Osijek/y](x) = Zagreb,
V[Osijekyl(y) = Osijek,
v[Osijek'y](2) = Rijeka
itd.

Razlika je samo u tome koji se predmet pridruzuje varijgblijer inaCica
V[Osijek/y], kako je naznaceno u uglatim zagradama, unosi promjenwsam
na varijabli ‘y’.
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4.6.2 ZADOVOLJENOST FORMULA

Vec i prije formalne definicije zadovoljenosti mozemairda u primje-
rima iz prethodnoga poglavljavi i v, i v3 zadovoljavaju formulix jer su i
Spliti Zadar i Osijek gradovi, tj. jer imaju svojstvo (ol@§je) “grad”.

Nadalje,v; zadovoljava formulw/ xyjer je Split ve€i od Rijeke, ali ni,
ni vz ne zadovoljavaju tu formulu je Zadar nije ve€i od Splitai @isijek
od Zagreba. Tj. Split stoji u relaciji “veci” prema Rijeapk Zadar prema
Splitu, kao ni Osijek prema Zagrebu ne stoje u toj relaciji.

Izrazimo sad sve to formalnu, u skladu s nasim dosada&gimantickim
definicijama.

Splite 7(GY),

Zadare 7 (GY),

Osijeke 7(GY),

(Split, Rijeka € 7(V?),
(Zadar, Split ¢ 7(V?),
(Osijek, Zagrebg¢ 7 (V?).

Na temelju pojma vrjednovanja varijabla mozemo sada ftmmadrediti
pojam zadovoljenosti formule i zatim pojam istinitostiada. Pritom cemo
umjesto duge formulacije

u modeludt vrjednovanje varijabla zadovoljava formulp,

jednostavno pisati:

SJ‘R |:V p’
a umjesto
u modeluMt formula (iskaz)p je istinita,

pisat cemo:

M k= p.
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Jednostavne formule

Zadovoljenost jednostavne formule vrjednovanjem valgaimodelu de-
finiramo ovako:

M |y P, ..., t, ako i samo akd[t, ]2, ..., [t]2) € 7(P")

Pri tome (prisjetimo se), neka je'IR-mjesni prirok, a t predmetna oznaka
(tj. konstanta ili varijabla). Takder, ako je t predmetna konstanfa]" je
vrijednost koju7™ pridruzuje konstanti, a ako je t predmetna varijaptgy"

je vrijednost koju vrjednovanije varijablgpridruzuje varijabli. Formalno za-
biljezeno:

[ = 7(c) akot=c,
v v(x) akot=x.

Privuer 4.23 Analizirajmo zadovoljenost formule ‘PXavama vrjednova-
njima varijabla v i vy:

u sljedecem modehk:

D:1,2,3,...,
c: 1,
P2 __jevete od__,

1. Primjenom vrjednovanja;wna formulu ‘Pxg’ dobivamo urefen par
(V1(X), 7 (c1)), tj. (kad uvrstimo vrijednosti) pat5, 1). (5,1) je Clan
skupa7 (P?), jer je 5 vete od 1, pa je formula ‘PxXovrjednovanjem
v; zadovoljena.

2. Primjenom vrjednovanja;wna formulu ‘Pxg’ u tumacenju7 dobi-
vamo ur@en par(Vv,(x), 7 (c1)), tj. par (1,1). (1, 1) nije Clan skupa
T(P?), jer 1 nije vete od 1, pa formula ‘Pxcvrjednovanjem y nije
zadovoljena.
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Ta dva sluCaja mozemo prikazati tablicom:

| X ¢ | Pxa
vi|5 1 =
v |1 1 -2

Sastavljene formule

Njihovo je vrjednovanje analogno vrjednovanju sastawjeskaza u is-
kaznoj logici:

M k=, —p ako i samo akol ¥, p.

M Ey (p A q) ako i samo akalt =, pi M Ey q

M Ey (pV Q) ako i samo akadl E, pili M E, .

M Ey (p — ) ako i samo akolt [, pili M |, q.

M Ey (p < q) ako i samo akdk E, p, qili Vi -, p, .

PriviER 4.24 Uzmimo zgrimjer formulu ‘(QcioX A PyG) — —QyX’ iispi-
tajmo ju na dvama vrjednovanjima varijabla w-:

Xy
vi |2 12
v, |2 11

Postavimo modeli:

D:1,2,3,...,

Cio. 10,

P2 __jevete od__,
Q% __je djeljivos__.

Zadanu formulu u modehilt zadovoljava vrjednovanjeyva ne zadovoljava
ju vrjednovanije y, kako to vidimo u sljedecoj tablici:

| Xy | (Qaox A Pygg — -Qyx
2 12 ‘ F F F ¥
2 11 E F F F E

Vi
Vo
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Pokolicene formule

Opce formule Formula oblikavxp govori nesto o svakom ¢lanu predmet-
noga podrucja. Stoga, da bismo ustanovili zadovoljavakonvrjednova-
nje varijablav u modelu)t takvu formulu, potrebno je to vrjednovanje pre-
inacivati, i to tako da svaki Clan predmetnoga podrucgasebnoj inacici
postane vrijednost varijable x.

IN |, Yxp ako i samo ako za svaki Clan d predmetnoga podrucja,
M Eviayx P

Valja uocCiti da gornje pravilo vrjednovanja optega isk&azi da, u modelu
m,

1. v zadovoljava cijelu formulyxp, a da

2. v[d/x] zadovoljava podformuly (za svaki de D).

Privuer 4.25 Neka kao primjer posluzi formul&xQxy’. Promotrimo zado-
voljavaju li tu formulu, u model&t iz prethodnoga primjera, vrjednovanje
v; koje slobodnoj varijabli 'y’ pridruzuje broj 1, i vrjedn@nje \ koje slo-
bodnoj varijabli 'y’ pridruzuje broj 2:

y
vy |1
Vo | 2
Neformalno znademo da je svaki broj djeljiv s 1, ali da nijals\djeljiv s
2, te da €e prema tome vrjednovanje2adovoljavati formuluVxQxy’, a
vrjednovanije y nece.

No provedimdormalnu analizu. Vrjednovanje varijabla;wu modelw)t
zadovoljava formuluyYxQxy’ ako i samo ako za svaki brjinacica v[d/xX]
zadovoljava podformulu ‘Qxy’. To je doista slucaj jer suissedeni parovi
dobiveni inaticama ¢lanovi skupa(Q?). To mozemo prikazati sljedecom
tablicom:
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X y|Qxy
vifl/X] |1 1| E
vi[2/X] |2 1| E
vi[3/X] |3 1| E

Dakle, Mt =, YxQxy.

Medutim, vrjiednovanjexu 9t ne zadovoljava formulwxQxy’ jer inaCica
V,[1/X] ne zadovoljava podformulu ‘Qxy’ i to zato jer uken par(l,2) ¢
T(Q):

X
Vo[1/X] | 1

y | Qxy
2\ K

Dakle, Mt {,, YXQxy.
Opstojne formule Formula oblikadxp govori nesto barem o jednom, neode®o

kojem, Clanu predmetnoga podrucja. | tu €emo morati tijebiti pojam
inacCicev[d/x].

MM E, Ixp ako i samo ako opstoji barem jedan €lan d predmet-
noga podrucja za koWt ka4 P-

Valja i u ovom pravilu uociti razliku da govorimo o tom da, wdelud,
1. v zadovoljava formuldxp, a

2. v[d/x] zadovoljava podformuly (barem za jedan d D).

Privuer 4.26 Uzmimo zgrimjer formulu ‘AxPxy’. Ispitajmo njezinu zado-
voljenost vrjednovanjem varijabla \koje slobodnoj varijabli ‘y’ pridruzuje
broj 1, i vrjiednovanjemy koje slobodnoj varijabli 'y’ pridruzuje broj 2:

y
vy |1
Vo | 2

Neka i jedno i drugo vrjednovanje bude u okviru modgia
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D:1,2,3,...,
P2: __je (neposredni) prethodnik ad_ .

Neformalno mozemo uvidjeti da broj 1 nema svoga prethadmiéfu pozi-
tivnim cijelim brojevima (na koje je ograniceno predmepaalrucje), dok ga
broj 2 ima. Prema tome vrjednovanjewt ne zadovoljava formuldxPxy,
dok ju vrjednovanje yzadovoljava.

Evo i formalne semantiCke analize. Za vrjednovanje koje broj 1 pri-
druzuje varijabli ‘y’, mozemo postaviti beskonacno madacica: \[1/X],
v1[2/X], v1[3/X] itd. Ali nijedna od tih inaCica ne zadovoljava podformulu
‘Pxy’ jer nijedan od dobivenih udenih paroval, 1), (2, 1), (3, 1) itd. nije
¢lan skupar (P?). Prema tome, vrjednovanije varijabla u 9t ne zadovo-
ljava formulu AxPxy’. Prikazimo to tablicno:

X y| Pxy
vi[l/X] |1 1| I
vi[2/X] |2 1|
Vi[3/X] |3 1| ¥

Dakle, Mt {,, IXPxy.

No za vrjednovanje,y koje varijabli 'y’ pridruzuje broj 2, mozemo pos-
taviti inaCicu [1/X], koja zadovoljava podformulu ‘Pxy’ jer je ufen par
(1,2) tlan skupar (P?). Stoga vrjednovanje varijabla,w 9t zadovoljava
formulu ‘IxPxy’. Evo i tablicnoga prikaza:

| x y|Pxy
V[1/X][1 2| E

Dakle, Mt k=, AXPxy.

Definicija zadovoljenosti formule

Ujedinimo sada sve gore naveden slucaje zadovoljenastiie u jednu
definiciju:

Derinicna 4.16
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M =y Py, . ..ty akko([L IR, ..., [tI™) € 7(PY),
M =y —p akkoMt , p,

My (pA Q) akkoM E, piM E q,

Mk, (pV q) akkoM E, pili M k=, q,

M k=, (p — ) akkoM =, pili My q,

M Ey (p « q) akkoM £, p,qili M, p,q,

M =y VXp akko za svakd € D, M g/ P,

N o g~ Db RE

8. M |, Ixp akko barem za jedathe D, M k=44 P-

Sljedeti stavak tvrdi da zadovoljenost formylevisi samo o vrijednostima
onih varijabla koje se javljaju p. Tj. vrijednosti varijabla koje se ne javljaju
u p ne utjeCu na zadovoljenost formype

Sravak 4.1 Neka formula p sadrzi slobodne varijabke, ..., X, i neka se
vrjednovanja varijabla v i Ypoklapaju u vrijednostima koje pridruzuju va-
rijablamaxy, ..., X,. Tada vrijedi:

I =, p ako i samo akd) |, p.

Dokaz Naznacit €emo samo osnovnu ideju dokaza premaipopedbli-
cima formula.

Prema definiciji 4.16 zadovoljenosti formula, za slufgjnostavnédor-
mule p, vidimo da €e v 'vli oba ili nijedno zadovoljiti p, jer zadovoljenost
p ovisi isklju€ivo o onim predmetnim simbolima (dakle ibgldnim varija-
blama) koji se javljaju u p. Nadalje, prema definiciji 4.16,poveznici ni
kolicitelji ne Cine zadovoljenost formule p u kojoj su\gtadjelatelji, ovis-
nom o vrijednostima koje v i pridruzuju varijablama koje se ne javljaju u
p. Stovie, koligitelj &ini zadovoljenost p neovisnom irednostima koje
v i V' pridruzuju vezanoj varijablx, te umjesto toga zadovoljenost p Cini
ovisnom opcenito o svim ili nekim vrijednostima koje sdjabli x mogu
pridruziti.
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Sravak 4.2 Ako je p iskaz, svako vrjednovanje varijabla zadovoljavdi p i
nijedno.

Dokaz Dokaz se temelji na tome da se u iskazu ne javljaju diubwari-
jable, te dakle, prema stavku 4.1, razlike izitu@o volji izabranih vrjedno-
vanja varijabla v i v ne mogu utjecati na zadovoljenost p. Stoga, ako neko
vrjednovanje v (u nekome modél) zadovoljava p, onda i svako vrjedno-
vanje v (u modelwlt) zadovoljava p. To cemo dodatno osvijetliti na primje-
rima u sljedecem pododijeljku.

Istinitost iskaza

Polazeci od stavka 4.2 definiramo istinitost iskaza zaljewoscu iskaza
svakim vrjednovanjem varijabla. Kazemo da su iskazi kajizadovoljeni
svakim vrjednovanjem varijabla u nekom modelu, istinitomtmodelu, te
da su iskazi koji nisu zadovoljeni nijednim vrjednovanjeanijabla u nekom
modelu, neistiniti u tom modelu.

DeriNiciA 4.17 (KTINITOST I NEISTINITOST ISKAZA)

1. Ako je piskaz)t = p ako i samo ako za svakoW E, p.
2. Ako je piskaz)t i~ p ako i samo ako za svakoW  p.

Imajmo pri tom na umu da, na temelju stavka 4.2, ako baremojeded-
novanje varijabla u nekome modelu zadovoljava iskaz, zalgioxa ga u tom
modelu svako vrjednovanje varijabla. Isto tako, ako baredn¢ vrjedno-
vanje varijabla u nekome modelu ne zadovoljava iskaz, nevzdgva ga u
tom modelu nijedno vrjednovanje varijabla.

Pojasnimo te definicije na primjerima slozenoga jednogiga iskaza i
opcega iskaza.

Privuer 4.27 (kkaz Scd Postavimo sljedeCi modek:
D: gradovi,
c: Osijek,
d: Split,
S2. __je sjevernijiod__.
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Izaberimo i neko vrjednovanje varijabla v koje varijabli Rgruzuje grad
Zagreb. Prema definiciji zadovoljenosti, vrjednovanje v adeiu 9t za-
dovoljava formulu ‘Scd’ ako i samo ak@ (c), 7 (d)y € 7(S?). Doista,
(7(c), 7 (d))y € 7(S?), pa prema tome i v i zadovoljava formulu (iskaz)
‘Scd’. U stvari, to 5to v pridruzuje Zagreb varijabli ‘x’ema nikakva utje-
caja na zadovoljenost formule, jer formula uopce ne sddtzkao takoder
ni jednu drugu varijablu. Slijedi da i svako drugo vrjednoyaV takader
zadovoljava formulu ‘S cd’, jer promjena vrjednovanja yabla moze utje-
cati samo na vrijednost varijabla, a ‘'S cd’ ne sadrzi nijedrarijablu.

Privier 4.28 (kkaz YXPXG) Primijenimo modef:

D:1,2,3,...,
C:: broj 1,
P?. __jevete od__.

Neka vrjednovanje varijabla v varijabli ‘X’ pridruzuje by 1. Zadovoljava
li to vrjednovanje formulu (iskaz)’xPxg’'? Prema definiciji, v zadovoljava
‘“YxPxg’ ako i samo ako za svaki braj, inaCica Jd/x] zadovoljava pod-
formulu ‘Pxg’. No inacCica J1/x] ne zadovoljava podformulu ‘Px¢ pa
prema tome ni vrjednovanje varijabla v u mod&lune zadovoljava formulu
(iskaz) YxPxg'. Ima li neko drugo vrjednovanje varijabld ykoje udi za-
dovoljava formulu (iskaz)¥xPxg’. Koje god vrjednovanje’vizabrali, uvi-
jek ¢e biti njegove inacice/\/x], koja ne zadovoljava podformulu ‘PXc
Prema tome nijedno vrjednovanje varijabla ne zadovoljaranulu (iskaz)
‘YXPxg'. Prikazimo tu analizu tablicno:

X ¢ | Pxg
vi[l/X] |1 1|
Vo[1/X] |1 1|
v3[1/X] |1 1|

Dakle, Mt i YXPXq.
Primijetimo u tablici da koju god vrijednost vrjednovanjg pridruzilo
varijabli ‘X', inacica v,[1/X] varijabli ‘X’ uvijek pridruzuje broj 1. To pak
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uvijek dovodi do nezadovoljenosti podformule ‘Pxoacicom \[1/X], a
time i do nezadovoljenosti formule (iskaz#xPxg’ samim vrjednovanjem
Vv, 0d kojega inacica potjecCe.

Primjeri nam jasno naznacuju da, ili svako vrjednovanjgatalav u tumacenju
7 zadovoljava iskaz, ili nijedno vrjednovanje varijaMa tumacenjw ne
zadovoljava iskaz. | to zbog toga jer se u iskazu nijedngalald ne javlja
slobodno.

Vjezbe




Poglavlje 5

OCUVANJE ISTINE U LOGICI PRVOGA
REDA

Semanticke pojmove koji se odnose na razliCit naCinvatia istinitosti
iskaza kad iskaze promatramo kroz moguce modele, mozZefirordti ana-
logno iskaznoj logici. Moramo samo voditi racuna da je s@da o iskazima
novoga jezika%,, i 0 modelima i istinitosti kako su definirani u semantici
logike prvoga reda. Napomenimo i da se, nakon formalne sekeastine
u prethodnome poglavlju, vratamo na poluformalan prigupijasnjih po-
glavlja.

5.1 ZADOVOLJIVOST

Najprije prenosimo iz iskazne logike dobro poznatu defjnicstavak o
zadovaoljivosti, i to u u analognom obliku, odgovarajucemiti prvoga reda.

Dermnicua 5.1 (ZapovoLnvost) Skup je iskaz& zadovoljiv ako i samo ako
ima barem jedan model u kojem je svaki Claistinit.

Skup je iskazd" nezadovoljivako i samo ako nije zadovoljiv, tj. ako i samo
ako ni za jedno tumacenije nisu svi Clanovi skiipatiniti.

| u logici prvoga reda vrijedi stavak o zadovoljivosti skwpa nadskupova
koji je potpuno analogan stavku 2.1 iskazne logike:

140
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Sravak 5.1 Ako je skup iskazA zadovoljiv, zadovoljiv je i svaki njegov pod-
skup, a ako je\ nezadovoljiv, nezadovoljiv je i svaki nadskup sknapa

Dokaz Dokaz je sasvim analogan dokazu stavka 2.1 iskazne logike.

U primjeni stabla polazimo upravo od pojma nezadovoljivost

Skup je iskazd" nezadovoljiv ako i samo ako ima istinitosno stablo za
neki podskup skupB u kojem susvi putovi zatvoreni.

Evo primjera ispitivanja zadovoljivosti skupstinitosnim stablom. Sta-
blo, kao i u iskaznoj logici, zapocCinje nizanjem Clanoaaanoga skupa jed-
noga ispod drugoga.

Privier 5.1 Je li skup{Vx¥y(=Pxy — =Qxy), =IxAy(Pxy A Qxy), AXQcx
zadovoljiv?

1 VxVy(-Pxy— -Qxy) ¢
2 =3Ax3Ay(Pxy A Qxy) ¢/

3 AxQcxv
4 Qcd 33
5 Vy(-Pcy— -Qcy & 1v
6 -Pcd —» -Qcd/ S
[\
7 --Pcd —|QCd 6—
| X
8 Pcd 7=
9 -3y(PcyAQcy &  2-3
10 -(Pcd A Qcd)v 9-1
/\
11 -Pcd -Qcd 10-A
X X

Stablo pokazuje da je zadani skup iskaza nezadovoljiv.

5.2 POSLJEDICA | VALJANOST

Definicije i stavke koje ovdje donosimo tader su poznati iz iskazne lo-
gike, i ovdje ih samo prilagtavamo za logiku prvoga reda.
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Derinica 5.2 (PosLiepica) Iskaz p jest posljedica skupa iskdzako i samo
ako je p istinit u svakome modelu za koji je svaki Clan sdupsinit.

Model u kojem je svaki Clan skudaistinit, a iskazp neistinit jest protupri-
mjer, koji pokazuje da nije posljedica skup& (I' i~ p).

DeriNicia 5.3 (SSMANTICKA VALJIANOST ZAKLJUCKA) ZakljuCak je semanticki va-
ljan ako i samo ako je njegov zaglavak istinit u svakome modédojem su
sve premise istinite.

Derinicia 5.4 (SIMANTICKA VALIANOST IskAzA) Iskaz je semanticki valjan ako
i samo ako je istinit u svakome modelu.

Sljedeti su stavci potpuno su analogni stavcima 2.2—R#&rise logike i
dokazuju se na slican nacin.

Sravak 5.2 T = p ako i samo ako je skupu {=p} nezadovoljiv.
Sravak 5.3 AkoI E p, —p, onda jel" nezadovoljiv.
Sravak 5.4 Valjan je iskaz posljedica bilo kojega skupa iskaza.

Sravak 5.5 Iskaz p je valjan ako i samo ako je p posljedica praznoga skupa
iskaza.

Provjeruposljedicnogaodnosd” [ p istinitosnim stablom svodimo na pro-
vjeru nezadovoljivosti skupal” U {—=p}, tj. skupa Sto ga Cine svi ClanaoWii
nijek posljedice. Stoga gradimo stablo za skup Sto ga@eovi (ne nuzno
svi) skupd’ i iskaz—p. Takvo stablo, u kojem su svi putovi zatvoreni, poka-
zuje da posljedi¢ni odnds  p vrijedi.

Privier 5.2 Provjerimo sljedeci posljedicni odnogix(YYyQxyWRX), VXVy—-Qxy}



5.2. POSLJEDICA | VALJANOST 143

AxRx!

1 Ix(VyQxyv RXY v/

2 VYxVy-Qxy®

3 -3AXRx

4 VYyQcyvRcvl 4
/\

5 YyQcy®™ Rc  4v

6 | -Rc 3-3
| X

7 Qcc 5vY

8 Vy-Qcy ¢/ 2V

9 -Qcc 8v
X

Svi su putovi zatvoreni. Prema tome posljediCni odnogdrij

Privuer 5.3 Provjerimo je li iskaz YxVy(Px — Qy) — (Yx=PxV =3axQXx’
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valjan!

1 =(YxXV¥y(Px — Qy) = (Vx=PxV =3xQX) v

2 VXVy(Px — Qy) &¢/ 1- -
3 =(Vx=PxV =3xQx v 1- -
4 —VX=-PXxVv 3-V
5 —-=3IXQXV 3V
6 AxQxV 5--
7 Qe 61
8 --PdVv 4-v
10 Vy(Pd — Qy) &% 2y
11 Pd —» Qe/ 10v
/ \
12 -Pd Qe 11—
X |
13 Vy(Pe — Qy) &¢/ 2v
14 Pd - QdVv 10v
15 Pe— Qev 13v
16 Pe— QdVv 13v
[\
17 -Pd Qd 14 —
X ]\
18 -Pe Qe 15—
I\
19 -PeQd-PeQd 16 —
OO0 O O

Iskaz nije valjan jer stablo za njegov nijek ima potpune wdme putove.
Primijetimo kako svaki novi opstojni iskaz i nijek opCeglkaza uvijek traze
u rasclambi novu konstantu, koja se prethodno ne javljapotu. Lijevi

smo put zatvorili zahvaljujuci odgovarajucemu ponanjjatih konstanata
u raSclambi opcega iskaza. Desni je put potpun i otvossrsj, uz ostalo,
svi opci iskazi sadrzani u njem rasclanjeni za svakuskamtu koja se u njem
javlja (nema nijedan nijek opstojnoga iskaza). lako u retRumozemo vrlo
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jasno vidjeti da €e put ostati otvoren, potrebno je sv&la$be opcih iskaza
i iz tih raSClamba dobivenih iskaza provesti do kraja @eti3-19).

5.3 SEMANTICKA ISTOVRIJEDNOST

DeFiNicA 5.5 (SSMANTICKA ISTOVRUEDNOST, = ) Iskazi p i q jesu semanticki
istovrijedni (krace p~ q) ako i samo ako p i g u svakome modelu imaju istu
istinitosnu vrijednost.

Privuer 5.4 . Provjerimo semantiCku istovrijednost iskaz&Px — dyGy)
i AXPx— 3yGy!

1 Vx(Px— JyQy ¢
2 —=(IxPx— IyQy) v

3 AxXPxv 2- —
4 -AyQy ¥ 2- —
5 Pc 34

6 Pc — AyQy v 1v

/\
7 -Pc 3IyQyv 6-—
X |
8 Qd 73
9 -Qd 4-3

X
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1 =Vx(Px— 3yQy v
2 IxPx—- IyQyv
3 —(Pco IyQy v 1V

4 Pc 3- -
5 -JyQy% 3--
/N

6 -3IxPx® IyQyvs 2-—

7 -Pc | 6-3
X |

8 Qd 63

9 -Qd 5-3

X

Oba stabla sa svim putovima zatvorenim pokazuju da su zaslkedi se-
manticki istovrijedni. UoCimo da se radi o pomicanju Kitielja s prednjaka
na cijelu pogodbu, o Cem je bila rijeC u poglavlju o prefemju.

5.4 ZADOVOLJIVOST, POSLJEDI CNI ODNOS | ISTO-
VRIJEDNOST FORMULA

U dosadaSnjem razmatranju zadovoljivosti, posljedianodnosa i isto-
vrijednosti ogranicili smo sa samo na iskaze. Na temeljmédne definicije
zadovoljenosti i istinitosti formula u odjeljku od formalndefiniciji istine
(4.6), moZzemo te pojmove prosiriti i definirati ih za forlauz, opcenito.

Derinicia 5.6 (ZabovoLivosT SKUPA FORMULA) SKup je iskazB zadovoljiv ako
I samo ako ima barem jedan modéli vrjednovanje varijabla v takvi da za
svaku formulu g I', M E, p.

Derinicia 5.7 (NezapovoLivosT skupa FORMULA) Skup je formuld” nezado-
voljiv ako i samo akd’ nije zadovoljiv.

Dermnicoa 5.8 (PosLiepica, ) I' E p ako i samo akolt E, p kadgod za
svaku formulu e I, M |y Q.
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Derinica 5.9 (VaLiaNosT ForMULE) Formula je valjana ako i samo ako u
svakome modelilt i za svako vrjednovanje varijabla Wi =, p.

Derinicia 5.10 (SMANTICKA ISTOVRIJEDNOST FORMULA, =) P =~ (¢ ako i samo
ako za svaki modelt i za svako vrjednovanje varijabla %t =, p ako i
samo akalt =, q.

Navedena se svojstva formula provjeravaju istom metoddimt@ssnoga
stabla (s istim rasClambenim pravilima) kao i iskazi. Beizatvara kad se na
njem pojave protuslovne slovne formule.

Sematicka se svojstva formula (kao i iskaza) mogu pobfzdib da vri-
jedeza oblike formula opcenito. Poznati su, primjerice, De Morganovi za-
koni za kolicCitelje:

Sravak 5.6 (DE MORGANOVI ZAKONI ZA KOLICITELJE)

=VXp = IX-p
—3dXp = VX-p,

Dokaz Nije teSko uvidjeti da gornje istovrijednosti opcenitnjede ako se
pozovemo naeformalan pojam zadovoljenosti formule (kakav smo rabili u
prvobitnoj, poluformalnoj definicije istine opc€ih i opgndh iskaza). Naime,
ako nije svakim predmetom zadovoljena formplaonda je barem jednim
predmetom zadovoljena formutgp. | obratno. Takder, ako ne opstoji pred-
met kojim je zadovoljena formulg, onda je svakim predmetom zadovoljena
formulap.

U strogome dokazu moramo se pozvationalnu definiciju zadovolje-
nosti formule.

Prva istovrijednost

Nekadt = (D, T) E, =VXp.

dakle, 9t [~ Vxp, zadovoljenost nijeka

dakle, barem za jedahe D, %, [d/X]p, zadovoljenost opce formule
dakle, barem za jedahe D, |, [d/X]—p, zadovoljenost nijeka,

dakle,Mt =, Ax—p, zadovoljenost opstojne formule.

Druga istovrijednostV. dolje vjezbu 4!
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PRIJEGLED DEFINICIJA T PROVJERA ZA ISKAZE

1. ZADOVOLJIVOST. SKUP JE ISKAZA I” ZADOVOLJIV AKKO IMA BAREM JEDAN MO-

DEL ), TAKAV DA ZA SVAKI ISKAZ P € [, I = p.

Provjera u istinitosnome stablu za konacan skdupma barem jedan
potpun otvoren ili beskonacan put.

. NEZADOVOLJIVOST. SKUP JE ISKAZA ' NEZADOVOLJIV AKKO NIJE NEZADOVO-

LJIV.

Provjera u istinitosnome stablu za skup Sto ga Cine (ne nuzno svi)
Clanovi skupd’, svi su putovi zatvoreni.

. posLJEDICA (). I’ E p akko M = p kaDGOD zA svaki g € ', M E Q.

Provjera u istinitosnome stablu za skup 5to ga Cine Clanovi (nanou
svi) skupd i —p, Svi su putovi zatvoreni.

. SEMANTICKA VALJANOST ZAKLJU(ZKA. Z AKLJUCAK JE SEMANTICKI VALJAN AKKO

JE ZAGLAVAK POSLJEDICA PREMISA.

Provjera u istinitosnome stablu za skup Sto ga Cine premise (zamu”
sve) i nijek zaglavka, svi su putovi zatvoreni.

. VALJANOST ISKAZA. | SKAZ P JE VALJAN AKKO U SVAKOME MODELU I, M = p.

Provjera u istinitosnome stablu za skyp p} svi su putovi zatvoreni.

. SEMANTICKA ISTOVRIJEDNOST (~). P =~ ( AKKO U SVAKOME MODELU i,

M E p akko M E Q.

Provjera u istinitosnome stablu Zg, —q} i u istinitosnome stablu za
{=p, g} svi su putovi zatvoreni.
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Vjezbe

1. Provijerite jesu li sljedeci skupovi iskaza zadovoljivi

(@) {(YX((PxV =PX) — (Rxae PX)},

(b) {IX(RxbA ~Iy(Rxyv RyX)},

(€) {YX(Rx— Qx), YX(=Rx— Qx)},

(d) {=3Ax(PxV AyRxy, AX(-Px A Rxd,

() {=(¥XPx— =¥xQxQq, IxAy-Qyx Vx?y(=Py vV =Qxy)},
(f) f

2. Provijerite vrijede li sljedec€i posljedic¢ni odnosi iktcci:

(@) {YX(Px— QX), AxPx E IxQX
(b) VX(P]_X - P2X)

—VX(AyPy — QxX), YyVy(Qxy — —Py), IxPX.

AX(P1X A P2X),
(€) E Vy=3y((=Pxy — (QyxV RX) V =(=Pxy A (=QyxA =RX)),
(d) {3x(PxV JyQyq} = Yx(PxA Qx0),
(e) {AIXVY(Ryx — (=Px A Qd)), YXVy(Px — =Rxy)} E IX(=PXA
Jy-Ry3,
() {Yx(=Pxc— QdX)} E Ax(PxcVv QdX.
3. Provijerite sljedece tvrdnje o istovrijednosti:

() IX(PxA YyQxy) =~ AXVY(PX A QxYy),

(b) Pc— AxQx =~ Ax(Pc — QX),

(c) YXPx— Qc =~ Ax(Px — Qo),

(d) Yx(Px— 3y(Py A Qxy)) = VxAy(Px — (Py A QxYy)),
(e) YX(Px— VYy(Py — Qxy)) =~ YXVY((Px A Py) — Qxy).

4. Dokazite na formalnosemanticki nacin i drugu ist@dnost stavka
5.6 (De Morganovi zakoni).



Poglavlje 6

DEDUKTIVNI SUSTAV U LOGICI PR-
VOGA REDA

Kao i u poglavlju o oCuvanju istine, tako ¢emo i ovdje &&istaviti na
proSirenja i razlike u odnosu na deduktivni sustav iskdagike. Kljucna je
Cinjenica da se u logici prvoga reda preuzimlju izvodnavipeaz iskazno-
logickoga sustava naravne dedukcije i dodaju nova zdaeme i iskljuCenje
opcega i opstojnoga koli€itelja.

6.1 DOKAZI | NOVA [ZVODNA PRAVILA

Definicije dokaza i dokazljivosti, kao i dostupnosti retka i poddokaza,
preuzimljemo iz iskazne logike (v. definicije 3.1, 3.2, 3.3.4), naravno,
vodeci raCuna da su iskazi sada iskazi jeziKai da se uvode nova do-
kazna pravila. To znaCi da se i u deduktivnome sustavu logike prvoga reda
javljaju jednostavni dokazi poddokazii neizravni dokazi. Nova su pra-
vila uvodenije i isklju€enje opcega i opstojnoga koliciteljaj&kéemo sada
navesti i prikazati na primjerima. Dokazni cemo sustawnggenjivati uvi-
jek na iskazeZ),, osim mjestimice, gdje cemo ga (uz izriCito upozorenje)
primijeniti i na formule.Z, opcenito.

Imajmo stoga na umu da i u logici prvoga reda mozemo reci da

dokazjest niz iskaza (formula) od kojih je svaki pretpostavka ili
je izveden prema dokaznome pravilu,

150



6.1. DOKAZI I NOVA IZVODNA PRAVILA 151

I da
p jestdokazljivo iz skupal (kracel” + p) ako i samo ako ima
dokaz iskaza (formule) iz podskupa skupkE.

Isklju Cenje otega koltitelja

Tim pravilom iz optega iskaza mozemo zakljuciti na bitgikjegov sup-
stitucijski primjer:
h|Vvxp
i | p(c/xX) hiv
Privier 6.1 Evo dokaza u kojem se pet puta primjenjuje pravio i

{Rcdc— YxVyQxy Pc — YXYYRxyxVxPx + Pc A Qcd

Dokaz
1| Rcdc— VxYyQxy
2 | Pc— YxVyRxyx
3 | VxPx
4| Pc 3iv
5| VXVYYRXyXx 4,2i—
6 | YYRcyc 5iv
7 | Redc 6iv
8 | VXVyQxy 1,7i—
9| YyQcy 8iv
10| Qcd 9iv
11| PcA Qcd 4 10uA

Uvodenje optega koltitelja

Ako o nekome predmetu, neovisno o njegovim posebnim ailye, vri-
jedi p, ondap vrijedi o bilo kojem predmetu. Tako, primjerice, u geometri
na temelju jedne konstrukcije pravokutnoga trokuta maz@mpcenito do-
kazati Pythagorin pouCak. Neovisnosti predmeta o njeggosebnim obi-
liezjima u deduktivnome sustavu odgovara neovisnoshagprijuce kons-
tante o vrijedeCim pretpostavkama i 0 samoj tvrdnji kojalekazuje. Pod



152POGLAVLJE 6. DEDUKTIVNI SUSTAV U LOGICI PRVOGA REDA

tim uvjetima vrijedi uvalenje opcega kolicitelja:

h | p(c/x)
i|VYxp  huv
Cc se ne javlja u vrijedetim pretpostavkama rpu

Evo kratkoga primjera:
PRIMJER 6.2

{Pc} + YX(PcV QX).
Dokaz

1| Pc
2| PcvQd luv
3| Vx(Pcv Qx) 2uv¥

Uvodenje opstojnoga kolEitelja

Iz supstitucijskoga primjera mozemo izvesti opstojniaisk- akop vri-
jedi o odretenome predmetu, mozemo opcenitije rec€i da vrijedi conek
predmetu. Tomu odgovara pravilo wenja opstojnoga kolicCitelja:

h p(c/x)
i | Ixp hud

Primijetimo dap moze sadrzavati c i na mjestima na kojimag(a/x) ne za-
mijenjuje X. Stogalxp joS uvijek moze na nekim mjestima sadrzavati kons-
tantu c. Primjericep moze biti formulaPcx p(c/x) je tadaPcc axp je
dxPcx

Pogledajmo primjenu toga pravila pamjeru !

PriviER 6.3

{Rdd IxRxd— Qcdg + IxQxx
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Dokaz
1| Rdd
2 | AxRxd— Qcc
3| AxRxd 1ud
4| Qcc 1,3i—
5| AxQxx 44

Primijetimo (redak 3) da pri primjeni pravila3 ne moramo svaku oprimje-
rujucu konstantu zamijeniti vezanom varijablom.

Isklju Cenje opstojnoga kolEitelja

To je sljedece, najslozenije pravilo u deduktivnome austogike prvoga
reda:

h | Ixp
i % p(c/X)
illa
kla
¢ se ne javlja u vrijedetim pretpostavkani, p, ni uq

Uvjeti 0 ogranicenju pojavaka oprimjerujuce konstantsiguravaju da(c/x)
nema nikakvu drugu ulogu osim uloge primjera za opstojnazsk tj. da
nema nikakvih posebnih povezanosti s polazistem i cilj@kadivanja. Pra-
vilo kaze da ono sto slijedi iz takva primjera slijedi i iprimjerenoga ops-
tojnoga iskaza.

Evoprimjera:

PriviER 6.4

{Ha — dxFxa YxHx Ix3ayFxy — Ga} + AXGx
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Dokaz
1| Ha— dxFxa
2 | YXHX
3| I3yFxy— Ga
4 | Ha 21V
5| IxFxa 1,4i—
6| | Fba
7| | AyFby 6 ud
8| | Ax3yFxy 7ud
9| |Ga 3,8i—
10| | AxGx oud
11| IxGx 5,6-103

Iskaz izveden pravilorrd moze biti bilo kojega oblika, pa tako i opstojni,
kao Sto je u gornjem primjeru.

6.2 ZAKLJUCAK | POU CAK

Odredbe sintaktiCne valjanosti i poucka za logiku prvogda mozemo
analogijski preuzeti iz iskazne logike, imajuci na umu daada kao iskazi
javljaju svi iskazi jezika.Z}, i da rabimo sva izvodna pravila deduktivnoga
sustava logike prvoga reda. Stoga samo podsjeCamo da

zakljuak jest sintaktiCki valjan ako i samo ako je zaglavak
dokazljiv iz skupa koji se sastoji od premisa,

i da

iskaz p jestpoucak ako i samo ako jg dokazljiv iz praznoga
skupa iskaza.

Navedimo primjere nekih deduktivnih provjera.

PRIMJER 6.5 (SNTAKTICKI VALJAN ZAKLJUCAK)
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YX(S x— dyT xy)

VXx=3yTxy
-YzSz
Dokaz

1| VXS x— dyTxy)
2| Vx=3yTxy
3| | VzSz
4| | Sa 3iv
5/ |Sa—» dyTay 11V
6| | dyTay 4,51 -
7| | -dyTay 21Y
8| -VzSz 37 u=

Zakljucak je sintaktiCki valjan jer je zaglavak doka&zlg premisa.
PriMIER 6.6 (PouCak)

FVX(Qx — Ay(Ry— 3zQ32).

Dokaz
1| | Qa
2 Ra
3 "HZQZ 1ud
4| | Ra— 3zQz 2-3u—
5| | Ay(Ry— 3zQ2 4 ud
6 | Qa— dy(Ry— 1zQ2 15u—
71 YX(Qx— Ay(Ry— 1zQ3) 6 uv

U sljedecem stavku pojam poucka proSirujemo na formpkeaito.
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Sravak 6.1 Formulesu sljedecih oblika poucci:

FVYXp — 3IXp

F VXVYYyp — VyVXp

F Axdyp — dydxp

F AXVyp — Vy3Ixp

F(YXp V VXQ) — YX(p V Q)
FaIx(p A Q) — (Axp A Ixq)
FYX(p — @) = (YXp — ¥x0)
FAx(p — @) = (Yxp — 3x0)
F (@Xp — ¥xq) = YX(p — Q)

Dokaz Svi se oblici pouCaka iz stavka 6.1 dokazuju op€im obleitokaza.

Npr.

~No o~ WNPE

8

| dxp — VXq
p(c/x)
Ixp 2
VXxq 1,3i—
g(c/x) 4iv
p(c/x) — g(c/x) 2-5u—
¥x(p — Q) 7w

(Ixp—->V¥xq) - Vx(p—0q) 1-7u—

Viezea 6.1 Dokazite i ostale oblike pouCaka iz stavka 6.1!

6.3 NESUVISLOST I ISTOVRIJEDNOST

Iz iskazne logike analogijski preuzimljemo i definicije neslosti i sin-
taktiCne istovrijednosti. Prisjetimo se u tom smislu da

skupiskaza" jestnesuvisaako i samo ako su iz njega dokazljivi
iskazipi —p,

i da

iskazi p i g jesusintakticki istovrijedni ako i samo ako je
dokazljivo iz{p}, a p dokazljivo iz{q}.
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PRIMJER 6.7 (SNTAKTICNA ISTOVRIJEDNOST ISKAZA)

AX(Fx — YyQy) 4+ AXVY(Fx — Qy).

Dokaz

{AX(Px — YyQy)} + AIXVY(PXx — Qy).

| AX(Px — YyQy)
| Pc— VyQy
Pc
YyQy
Qd
Pc— Qd
vy(Pc— Qy)
AxVy(Px — Qy)
AxVY(Px — Qy)

oo ~NOoOUGh~wWDNPRE

2,31—>
4y
35u—-
6w
7 ud
1,2-8, id

{AxXVY(PXx — Qy)} + AX(Px — YyQy).

| IXYy(Px — Qy)
_Vy(Pc— Qy)
Pc

Pc— Qd
Qd

YyQy

Pc — YyQy
Ax(Px — YyQy)

AX(Px — YyQy)

oO~NOOT A~ WN P

©

21V
43—
5wy
36u—
7 ud
1,28 i3

Iskazi su sintaktiCki istovrijedni jer su dokazljivi jal iz drugoga.

U sljedecem stavku navodimo niz sintakticnih istovrijedti medu oblicima

formula
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Sravak 6.2

=VYXp 4F AX=p

=AXp 4 VX=p

p 4+ VXp, p ne sadrzi slobodan x

p 4+ 3xp, p ne sadrzi slobodan x

VX(p A Q) 4F YXP A ¥XQ

Ax(p Vv Q) 4 Ixp Vv Ixq

YXp 4 ¥YX' p(X’'/X), p ne sadrzi slobodaxr
Axp 4+ IX"p(X’/X), p ne sadrzi slobodax’
VXp A q 4k YX(p A Q), q ne sadrzi slobodar
YXpV g4 YX(pV Q), qne sadrzi slobodar
Axp A g4 IX(p A 9), g ne sadrzi slobodar
Axp Vv g4 Ix(p Vv 9), g ne sadrzi slobodar
¥xp — q 4 IX(p — q), g ne sadrzi slobodar
Ixp — q 4 ¥Yx(p — Q), q ne sadrzi slobodaxr
p — Vx4 ¥Yx(p — q), p ne sadrzi slobodar
p — 3Ixqg -+ IX(p — ), p ne sadrzi slobodar

De Morganov zakon zai 1
De Morganov zakon zai 1
prazno pokolicavanje
prazno pokolicavanje
zakon raspodjeljivosti na A
zakon raspodijeljivosti nav
preimenovanje x
preimenovanje X
pomicanje¥ prekoA
pomicanjevY prekov
pomicanjed prekoA
pomicanjed prekov
promjena koliCitelja
promjena koliCitelja
pomicanje¥ preko —
pomicanjed preko —

Vrijede i sintakti¢ne istovrijednostiiz iskazne logiletavak 3.6, s pooptenjem
p,qir tako da se te metavarijable odnose na formule logike prveda. r

Dokaz Sve se istovrijednosti navedene u stavku 6.2 dokazujunopdili-
cima dokaza na formulama. Dokazimo, primjerice, ist@dijostp — Ixq -



6.3. NESUVISLOST | ISTOVRIJEDNOST 159

Ix(p — Q) s lijeva na desno!

1| p— 3IxqX) p ne sadrzi slobodan x
2| | =3x(p — a(x))
3| | Lp
4 Ixq(x) 1,3i—
5 - q(d/x)
6 | —a(e/x)
7 p
8 q(d/x) 50p
9 p — q(d/x) 7-8 u—
10 IxX(p—q(x)) 9ud
11 -3Ax(p(X) — q) 20p
12 g(c/x)) 6-11 -
13 q(c/x) 4,3-12 d
14| | p—- q(c/x) 3-13u—
15| | Ix(p — q(x)) 14 d
16| | =3Ix(p — q(x)) 20p
17| Ix(p — q(x)) 2-16i=

Viezea 6.2 Dokazite istovrijednost iz primjera dokaza stavka 6.2sdena
lijevo!

ViEzea 6.3 Dokazite i ostale istovrijednosti iz stavka 6.2!

PriMIER 6.8 (NESUVISLOST 1 SUVISLOST SKUPA 1skAzA) Nesuvisao je skufixPxv
AXRX —3AX(Px V RXY)}:

{AXPxV AXRx —=3AX(PXV RX} + L.
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Dokaz
1| AxPxVv AXRX
2| -3Ix(PxVv RXY
3| [ IxPx
4 Pa
5 Pav Ra 4 uv
6 IX(PxVRY 5ud
7| |IX(PxVRY  3,46id
8| [ AXRX
9 Ra
10 Pav Ra 9 uv
11 Ax(PxvRXY 10w
12| | Ix(PxvRY  8,9-11id
13| AX(PxV RX 1,3-7,8121iv
14| -3Ax(PxVv RX 20p

Navedeni je dvocClani skup iskaza sintakticki nesuvisasino iz njega u
redcima 13 i 14 dokazali protuslovlje.

6.4 KANONSKI DOKAZ

Kao i u iskaznoj logici, tako se i u logici prvoga reda mozdirmeati
kanonski oblik dokazivanja. Prethodno, svi se iskazingla skupa koji se
ispituje, moraju pretvoriti ypreneksni normalni oblik. To je oblik u kojem
svaki koliCitelj stoji na pocCetku iskaza, a preostali se itkaza desno od
kolicitelja nalazi u dosegu koliCitelja. Primjericejesieci je iskaz u prenek-
snome normalnome obliku:

YxayWwz((Px A =Qy) v (PX A =R2)

Niz koliCitelja na pocCetku formule nazivlje sgedmetkom, a ostatak for-
mulematricom. Preneksni normalni oblik izvodimo na temelju sintakiitk
istovrijednosti formula iz stavka 6.2. Za kanonski dokazatricu pretva-

ramo u disjunktivni normalni oblik, prema zakonima sintéke istovrijed-

nosti za iskaznu logiku, poopcenima za formule logike pevoeda.
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Uvodimo i pokratul te pravila uL ii.L, kao u iskaznoj logici.
Provjerimo kanonskim dokazom, primjerice, je li iskaz

(YX(Px — QX) — (YXPx— ¥xQX)

poucak logike prvoga reda! To cemo uciniti tako da prawe je li nijek
navedenoga iskaza suvisao. Nijek iskaza najprije pretvara preneksni
normalni oblik s matricom u disjunktivnome normalnome kbli

-(VX(Px — QX) = (YXPx— YxQX)

4
4
4
-
-
4
4
4
-

=(=YX(=PxV QX) V (=YXPxV ¥YXQX)
YX(=PXxV QX)) A =(=¥YXPxV ¥YXxQX

YX(=PxV Qx) A (YXPXA =¥YXQX

YX(=PxV QX) A (YXPXA Ax-QX)

YX(=PxV Qx) A (YXPXA Jy-Qy)

YX(=PxV Qx) A Ay(YXPXxA =Qy)

Ay(Yx(=PxVv QX A (YXPXA =QY))
AYWX((=PxV QX A (PXxA =QY))

AYYX(((PxA =Qy) A =PXY) v (PxA =Qy) A QX))

svadenje —

De Morgan svaden je——
De Morgan svaden je——
=Y

preimenovanje x uy
pomican jed
pomican jed
raspod jel jivosty na A
raspod jel jivostA nav

Cilj je kanonskoga dokaza u logici prvoga reda izvesti pstuvje iz zada-
noga skupa iskljucivanjem koli€itelja, disjunkcija ijoinkcija. U opravda-
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nju, u zagradama biljezimo odakle je dobiveno protusk)).

1L 3IYX(((PxA =Qy) A =PX) v ((PxA —Qy) A QX))

2 LYX((PxA =Qc) A =PX) Vv ((PxA =Qc) A QX))

3| | (PcA—=Qc) A=PgV ((PcA=Qc) A QO iv

4 | (PcA =Qc) A =Pc

5 PcA -Qc 41N

6 Pc 5iA

7 -Pc 4iA

8 1 6,7 UL

9 | (PcA =Qc) A Qc

10 PcA -Qc 8iA

11 -Qc 9iA

12 Qc 8iA

13 1 11,12 uL

14| | L 3,4-89-13 v
15| L 1,2-14d

Pogledajmo i sljedeti primjer kanonskoga dokaza!

PrRiMJER 6.9 (Iskaz =V XAYVZAX (-RXYyV Rx2) 1z ‘=Vx3Ay¥zaAx; (-RxXWRX 2)’
dobivamo sljedeti iskaz u preneksnome normalnome obliku:

AxVYyAzY X (RXyA =Rx2).
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Evo i kanonskoga dokaza nesuvislosti:

1| AxVydz¥x (RXyA =Rx2)

2| | Vydz¥xi(ReyA =Rx2)

3| | A2¥x(RceA =Rx2) 21iY

4 | VXi(ReeA =Rxd)

5 Rcca =Rcd 4y

6 RccA -Rdd 41V

7 dz¥x(RcdA -Rx2z) 21V

8 | VX (RcdA =Rxe€)

9 RcdA -=Rce 8ivV
10 -Rcd 5iA
11 Rcd 9iA
12 1 10,11 uL
13 1 7,812 4
14| | L 3,4-13 4
15| L 1,2-14 i3

Viezea 6.4 Provjerite koji se zakoni istovrijednosti primijenjujuigretvorbi
zadanoga iskaza iz primjera 6.9 u preneksni normalni oblik!

ViEzBA 6.5 Provjerite kanonskim dokazom valjanost sljedecega zéks:

AX(=YyQxy— RX)
Y-3yQxy
AXRX

Kanonski “dokaz” moze katkad biti i beskonacan. U toncsju™zadani je
skup pretpostavaka suvisao.

Viezea 6.6 PokuSajte provjeriti kanonskim dokazom je li skifpAyRxy
suvisao! (Inaceyx3dyRxy navodi G. Boolos kao primjer iskaza koji ima be-
skonacno stablo s pravilima kako smo ih definirali.)
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FUNKCIJE

U logici prvoga reda mozemo olakSati prelmje slozenih izraza kao 5to
su ‘lvanov otac’, ‘lvanova majka’, ‘neposredni sljedbettoja 1’, ‘zbroj
brojeva 3 i 4’ i sl., koji uvijek oznaCuju samo po jedan prextnjosobu,
broj). U tu svrhu u logiku prvoga reda mozemo uvestnjesne funkcijske
simbole, npht! za ‘otac od__" i f?za ‘zbrojod_ i __". Pomoctu funkcij-
skih simbola tvorimo novovrsne predmetne oznake kao shgc3za ‘lvanov
otac’, f(c,, ¢3) za ‘zbroj od dva i tri’. Te su oznake, za razliku od predmietni
konstanata, slozene, ali se, kao i predmetne konstardkasxnosi samo
na jedan predmeStovise, predmetne bismo konstante mogli promatrati kao
0-mjesne funkcijske simbole (kao Sto, analogno, i iskazloaa mozemo
promatrati kao 0-mjesne priroke).

Pogledajmo sada na sustavniji nacin kako u logiku prvoda viljuCujemo
funkcijske simbole.

7.1 SINTAKSA

Osnovnim simbolima pridodajenfankcijske simbole:
fhohht . fL . 2,

Prije definicije formule, u logici s funkcijskim simbolimaoprebno je dati
definiciju predmetne oznaket:

DerFiNicA 7.1 (FREDMETNA OZNAKA)

164
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1. svaka je predmetna konstanta predmetna oznaka,
2. svaka je predmetna varijabla predmetna oznaka,

3. ako je fn—mjesni funkcijski simbol a . . . t, predmetne oznake, {(t. .,
t,) je predmetna oznaka.

Novina je slucaj 3. koji govori o tvorbi predmetnih oznakanpocu funkcij-
skih simbola. Nazovimo predmetne oznake definirane stat&.slozenim
predmetnim oznakama.

Razlikujmo otvorenu i zatvorenu predmetnu oznaku.

DEerFINICUA 7.2 (OrVORENA I ZATVORENA PREDMETNA OZNAKA)

1. Predmetna je oznakatvorenaako i samo ako sadrzi pojavak varija-
ble.

2. Predmetna je oznakaatvorenako i samo ako nije otvorena.

To je razlikovanje koje se prije svega odnosi na sloZzendrpetne oznake.
InaCe, sve su predmetne varijable otvorene predmetnekeznave pred-
metne konstante zatvorene.

Primijetimo sada da €e sgednostavnimformulama na mjestu predmet-
nih oznaka javljati i slozene oznake. Pritom, u jednostavse iskazima na
mjestu predmetnih oznaka ne javljaju otvorene slozenakn

Kako se u formulama moze javiti bilo koji predmetni simbsgda su
moguce i ovakve formule:

Qh(o),
primjerice, za ‘lvanov je otac strog;
Rf(cy, c3) f(Cy, Co),
primjerice, za ‘Zbroj od 2 i 3 veci je od zbrojaod 1i 2’;

P f(Cl, f (Cl, Cz)),
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primjerice, za ‘Zbroj broja 1 i zbroja od 1 i 2 jest paran’;
AXP f(cy, (X, 2))

za ‘Neki je broj takav da je zbroj od 1 i zbroja toga broja i 2a@r

Funkcijski simboli poznati su nam osobitoartmeti ckogajezika. Tamo,
uz druge razlike, za ‘zbroj’ stoji funkcijski simbel, pa umjestdr f(c,, c3) f(Cy, C,),
aritmetickim jezikom pisemo 2 3> 1+ 2.

7.2 SEMANTIKA

U modelu, tumacenje se prvoga reda proSiruje tumaceijerkcijskih
simbola. Za naSe pocetne primjere 0 lvanu i njegovu ocuapdscemo
sljedece tumacenije:

D: ljudi
ht: otac (od)__,
c: lvan,
Q% __je strog.
Za gornje aritmetiCke primjere postavljamo pak tumaéen;
D: pozitivni cijeli brojevi
C:: broj 1,
C,: broj 2,
cs: broj 3,
f2: zbrojod__ i
Pl __je paran,
R% __jeveteod __.

Funkcijski simbol f znaCi neku funkcijd koja uvijek uretenojn-torci clanova
predmetnoga podrucja pridruzuje ¢lan predmetnogayipalrt;.

f:D"— D.

Prematome, tumacenje prvoga reda sada redefiniramo @ndegjyridruzivanje
vrijednosti predmetnim konstantama i prirocima, i novicsipda
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tumacenje prvoga reda svakomu funkcijskomu simbolu f pri-
druzuje funkcijuf: D" — D.

Neka je t slozena predmetna oznaka, dakle oznaka oblika. f(tt,). Nje-
zina semanticka vrijednost odtena je tumacenjem za funkcijski simbol
f", te tumacenjeny i vrjednovanjem varijablar za svaku oznaky (koja
moze biti predmetna konstanta, predmetna varijabladliesha predmetna
oznaka).

Istinitosno stablo Pravila za ras3¢lambopcegai nijek opstojnogaiskaza
proSirujemo i na slozene predmetne oznake:

h vxp¥ h =¥xpv
i p(t/x) hv i =p(t/x) h-3
t je zatvorena predmetna oznaka,

t je zatvorena predmetna oznaka | .. .
sadrzi samo nove simbole

h Ixp v v
i p(t/x) hv h =3xp

. I =p(t/x) h-3
t je zatvorena predmetna oznaka,.
. ) t'je zatvorena predmetna oznaka
sadrzi samo nove simbole

U pravilima zaV i -3 ‘novi simboli’ su simboli koji se prethodno ne jav-
ljaju na putu. Na odgovarajuci se nacin preinaCujazigranbenapravila za
opstojni i nijek opcegaiskaza:

h Ixp v
[ \
i p(t/x)...p(ta/x) p(t/x) hF
t;. ..t su stare zatvorene predmetne oznake,
t je zatvorena predmetna oznaka, samo s novim simbolima

h =YXp v
/oo | \
I =p(te/X) ... =p(ta/X) —p(t/x) h=v
t1...t, su stare zatvorene predmetne oznake,
t je zatvorena predmetna oznaka, samo s novim simbolima
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‘Stare predmetne oznake’ su predmetne oznake koje se gdreihjavljaju

na putu. Vazno je uociti, zbog proSirene definicije jestaonoga iskaza, da
se kaaoslovni iskaz sada moze javiti i slovni iskaz sa zatvorenom slozenom
predmetnom oznakom.

Privuer 7.1

7.3 DEDUKTIVNI SUSTAV

Slicno kao i u istinitosnome stablu, mijenjaju se i prawkeduktivhoga
sustava, uvodecti funkcijske simbole:

h | p(t/x)
h|Vvxp i |VXp huw
i| pt/x) hiv t je zatvorena predmetna oznaka,

t je zatvorena predmetna oznakae sadrzi simbole koji se javljaju u
vrijedetim pretpostavkama ili ¥xp

h | Ixp

i L p(t/x)
h | p(t/x) il la hiv
i|3Ixp hud klqg hi—jid

t je zatvorena predmetna oznakd,je zatvorena predmetna oznaka,
ne sadrzi simbole koji se javljaju u
vrijede€im pretpostavkamalxp ili g

Viezea 7.1
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ISTOVJETNOST

Ocrtat €emo najprije logiku prvoga reda s istovjetnoBém funkcija. Na
kraju cemo dodati nekoliko napomena o promjenama kojeapaako u lo-
gici prvoga reda s istovjetnoScu imamo i funkcije.

8.1 SINTAKSA | SEMANTIKA ISTOVJETNOSTI
Rjecnik_Z, proSirujemo novim simbolom, dvomjesnim prirokom:

2

Umjesto formula= t;t, neformalngpisemo:
=t

Te formule Citamo ovako: ftje istovjetno s £". Nijek tih formula piSemo
kao i obi¢no:

-t = to.

Taj proSireni jezik nazvat cem&,._.
U svakom modeldt i tumacenju prvoga reda vrijedi:

=2 __jeistovjetnos__.

169
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Istaknimo da se vrijednost priroke? ne mijenja, nego ostaje uvijek ista,
neovisno o promjeni tumacenja. Preciznije mozemo ramitok=2 u sva-
kom tumacenju kao svoju vrijednost ima skupdegrih parova predmetnoga
podrucja takvih da jgrvi Clan istovjetan s drugim. Npr. u predmetnome
podrucju koje Cine pozitivni cijeli brojevi, to je skygpl, 1), (2, 2),¢3, 3), .. .}.
Istovjetni su predmeti koji su samaznaCeni na razliCit nacin, npr. ako u
nekom tumacenjd” i scisdoznacimo broj 1, tj. ake = d, onda je u opseg
priroka istovjetnosti ukljucen i uden park7 (c), 7 (d)). Opcenito, u svakom
tumaceniju prvoga reda vrijednost prirckajest skup svih urgenih parova
(d, d) za svaki Cclan d predmetnoga podrucja D.

Zbog stalnosti znatenja prirokef u svim tumacenjima prvoga reda taj
prirok ima ulogulogickoga simbola kao i logicki djelatelji, te ga ne treba
izriCito navoditi u opisu pojedinih tumacenja.

Nadalje, jasno je na temelju znacenja prireKada je iskaz oblikait=t,
istinit u modelut ako i samo ako za tumacerfetoga modela vrijedy (t;)
=7 (t2).

Formalna semantika U formalnoj semantici logike prvoga reda treba na-
dopuniti definiciju zadovoljenosti posebnim, drugim sljgn za jednos-
tavne formule oblikajt= t,:

M k=, t1 = t, ako i samo akdty ) = [t]2.

Istinitosno stablo | u logici prvoga reda s istovjetnoS€u mozemo uporabiti
metodu istinitosnoga stabla. Uvodimo novo pravilo -stavjetnost

h Ci=0C

i pc) _

j p(ce//cy) hi =
p je slovni iskaz

p(cz//cy) je kao i p osim Sto barem na jednom mjestu sadsaimjesto g.
Nadalje, put jezatvoreni kad se u njem nalazi iskaz oblikec=c.
Ako potpun otvoren put sadrzi i iskaze oblikae=C,, oni su rasclanjeni
tako da za svaki slovni iskap(c,), put sadrzi i sve iskaz@(c,//c;) koji
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se mogu dobiti primjenom pravila za simbel(osim ako je dobiveni iskaz
c=c, koji ne treba dodavati). Pritom nije potrebno ponavlisitiaze koji se
prethodno vec javljaju na putu.

Privier 8.1 V. primjer analize iskaz pomocu istinitosnoga stabla wetjkij
o brojnosti (‘samo jedan’)!

8.2 PREVODENJE

8.2.1 IDENTIFIKACIJA | RAZLIKOVANJE

Pomotcu=? mozemo izrazitidentifikaciju i razlikovanje (izuzimanje).
Pokazimo to na nekolikim primjerima u sljedecem tumaigen

D:1,2,3,...,

Pl __je paran,

Q% __jedjeljivos__,
R% __je manje od__,
ci: broj 1,

C,: broj 2,

cs: broj 3.

Privser 8.2 Neki broj s kojim je djeljiv broj dva, jest broj jedan.
AX(QCX A X =)

Privier 8.3 Neki je broj manji od svakoga drugoga broja.
AxXVY(-y = X = Rxy)

To je broj 1. UoCimo razliku prema (neistinitoj) recenibieki je broj manji
od svakoga broja’. Potonja reCenica ne govori izriCitowakome drugome
broju, te ju stoga doslovce prevodimo ovako:

AxXVyRxy

Taj iskaz nije istinit jer nijedan broj nije manji sam od sebe
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Privier 8.4 Svi parni brojevi osim dva, veci su od tri.
YX[(PXA =X =Cp) = VXG]

Privier 8.5 Neki je paran broj maniji od svih drugih parnih brojeva.
AX(PXA VY[(PY A =y = X) = RxY))

PriviEr 8.6 Sa svakim je parnim brojem djeljiv neki drugi parni broj.

YX(Px— Y[(Py A =y = X) A QyX)

Vjezbe
8.2.2 BROJNOST

Pomocu priroka=?> mozemo izraziti, primjerice, tvrdnje o broju predmeta.

Barem jedan

To da jebarem jedanvladar pravedan (“Neki su vladari pravedni’) mozemo
uuskomepredmetnome podrucju prevestisPx Neka pritom vrijedi tumacenje
T:

D: vladari
Pl __je pravedan.

Samo jedan

Tvrdnju da imasamo jedan(upravo jedan; jedan i samo jedan) pravedni
vladar, dakle tvrdnju gedinstvenosti treba prevesti, primjerice, ovako:

AX(PXA VY(Py — y = X)).
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Analizirajmo istinitosnim stablo gornji iskaz:

1 3AX(PxAVY(PYy—>y=Xx)Vv

2 PcAVYy(Py—-y=cv 13

3 Pc 2iA

4 Vy(Py—y=c) ¥V 24A

5 Pc—>c=c 4iv

6 Pd—>d=c 4iv

7 Pe—se=c 4iv
/\

8 -Pc c=c 5i—
X /\

9 -Pd d=c 6i—

10 . Pd 9, 3 =

Stablo lijepo pokazuje da u slu€ju istinitosti zadanogars

1. ima barem jedapredmet (vladar), oznacili smo ga konstantgrkoji
je pravedan (redak 3),

2. svaki predmet (vladar), oznacili smo ih redom pomog e, .. ., ili
nije pravedan, ili je istovjetan predmetu oznatenom ponw(redci
5 nadalje) — stogamema vise od jednogaredmeta (vladara) koji je
pravedan.

Kad bi bila, primjerice, dva razliCita pravedna vladare,bbh mogli biti isto-
vjetni s jednim te istim predmetong)(

Krate mozemo gornji iskaz pisati ovakéxvVy(Py < y = X). To je isto-
vrijedno s iskazondxYy((Py — y = X) A (y = X — Py)). Naime, vrijedi
li samo lijeva pogodba, bilo bi moguce da uopte nema nggdnpraved-
noga vladara. Mora stoga vrijediti i desna (obratna) poggdb predmet x
je istovjetan barem sam sebi, i ako je tako, onda je pravedan.
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Barem dva

Nadalje, mozemo izraziti i tvrdnju da intmrem dva pravedna vladara:
AXAY((PXA Py) A =x =).

Samo dva

Tvrdnju da imasamo dvapravedna vladara mozemo izraziti na sljedeci
nacin:

AXAY([(PXAPY) A =X=Yy] AVZ4Pz— (z=XxV z=Y)]).
Krace:Ix3Ay(—-x =y A VZPz & (2= xV z=1Y))).

Brojnost u Sirokome predmetnome podri£ju

Izrazimo sve gore analizirane reCenic&wkome predmetnome podrucju:

D: ljudi
Vi __je vladar

Tada, ‘Imabarem jedanpravedan vladar’ prevodimo, kako je poznate, ovako:
AX(V XA PX).

Da imaupravo jedan pravedan vladar izrazujemo ovako:
AX[(VXA PX) AVY((VYA PY) - y=X).

Da imabarem dva pravedna vladara mozemo pak izraziti ovako:
AXAY([(VXAPX) A (VYA PY)] A =X =2).

‘Ima upravo dva pravedna vladara’ prevodimo ovako:

AXAY[([(VXAPXYA(VYAPY]A=X = Y)AVZ(VZAPZ) — (z= xvz=Y)]].

Vjezbe
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1. Izrazite uZ)- tvrdnju da ima

(a) najvise jedan predmet,
(b) upravo jedan predmet.

2. lzrazite uZ,- tvrdnju daima

(a) najvise dva predmeta ;). 1.),
(b) najvisSe jedan pravedan vladar,
(c) najviSe dva pravedna vladara,
(d) najviSe tri pravedan vladara.

Upotrijebite tumacenje iz gornjega teksta.

3. lzrazite jezikomZ,- (u manjem predmetnome podrucju) tvrdnju da
ima barem tri i tvrdnju da ima upravo tri pravedna vladara!

8.2.3 ODREDENI OPIS

Pogledajmo sada hrvatske izraze kao sto je sljedeci:
logiCar koji je napisad’ojmopis

Tim se izrazom oznacuje upravo jedan jedini predmet (pksgicje sam
napisao cijeliPojmopig, iako to nije izricito receno, naime Gottlob Frege.
Takvi se opisni izrazi, koji nisu imena ali kao imena imajogl oznaciti
samo jedan predmet, Cesto nazivlju “odieaim opisima”. U nekim jezi-
cima na pocetku oddenoga opisa stoji oddeni ¢lan (u engl. ‘the’, u njem.
‘der’, ‘die’, ‘das’). U jezicima bez Clanova (kao Sto jevatski) razumijeva-
nju pomaze kontekst. Primjerice, ‘sadasnji zastupnikrvatskome saboru’
nije odredeni opis jer, kako znamo, Hrvatski sabor ima viSe od jedrzas-
tupnika. No ‘sadasnji hrvatski predsjednik’ jest odieai opis jer Hrvatska
ima (prema Ustavu) samo jednoga predsjednika.

Kako odreteni opis ‘logiCar koji je napisa®ojmopis mozemo prevesti
na jezik logike logike prvoga reda? Ako ga prevedemo predoratkons-
tantom, npr. ‘f’ za Fregea, pri tom bi se izgubio unutra3ogicki ustroj
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toga izraza. Stoga, primjerice, ne bismo mogli izvoditilgadke koji ovise
upravo o unutraSnjem ustroju odenoga opisa. Npr. iz toga da je Frege Ni-
jemac, ne slijedi da je neki logiCar Nijemac. Ali iz toga @dggicar koji je
napisadPojmopis Nijemac, svakako slijedi da je neki logiCar Nijemac.

Izlaz iz te poteSkoce leZi u moguéndstintekstualnogaprijevoda odrdenoga
opisa. Odrdeni opis mozemo prevesti prevodeci reCenice kojeoriegtuju
o predmetu oznaCenom odenim opisom. Takva je, primjerice, reCenica:

Logicar koji je napisad’ojmopis jest slavan.
Prevodeci tu reCenicu treba izraziti
1. daima neki predmet koji je logiCar i koji je napisBojmopis
2. daje to samo jedan predmet (u tu Eemo svrhu upotrijebitk=2),
3. daje taj predmet slavan.
Dobivamo, s odgovarajucim tumacenjem priroka, slgasKaz:
AX([(Lx A Nxp) A VY((Ly A Nyp — y = X)] A SX.
Krace:
IX(VYI(Ly ANyp &y =X ASX.
Pritom vrijedi sljedece tumacenje:
D: ljudi i knjige,
L __je logicar,

N?: __je napisaa__,
S':__je slavan.

Neozna&uijuci odredeni opisi  Sto je pak s opisom ‘sadasniji francuski kralj’,
koji ostavlja dojamkao da ne&to ozn&uje, ali ipak ne oznacuje nista jer
nema predmeta na koji bi se odnosio. Tu vet i zbog neozaajgEne mozemo
upotrijebiti predmetnu konstantu. Kao i u prethodnome jern prijevod ce
biti kontekstualan. ReCenicu
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Francuski je kralj pravedan
na.Z,- mozemo prevesti ovako:

AIX([Fx A VY(Fy - y = X)] A PX),
pri Cem

Pl __je pravedan.

Kraci je prijevodAx(Vy(Fyg < y = X) A PX). Taj je iskaz neistinit, jer ne
opstoji francuski kralj (mislimo pritom na sadasnju Frasku).

IzloZeni kontekstualni nacin predenja odrdenih opisa (oznacujucih ili
neoznacujucih) potjece iz “teorije opisa” koju je razB. Russel(u clanku
‘On denoting’,Mind, 1905., i zatim WPrincipia Mathematical, 1910).

8.2.4 OPSTOJNOST

LogiCka teorija odrdenih opisa otvara jos jednu mogucnost na koju upo-
zoravaQuine (u ¢lanku ‘On What There Is’, 1948.). Pogledajmo recenicu
‘Opstoji Pegaz’. RijeCju ‘Pegaz’, jer je ime, zeli se ozitgedan jedinstveni
predmet, no ni u kojem (stvarnom) predmetnome podrucjuanpradmeta
Pegaza. Kad netko govori o Pegazu, osobito to da Pegaz iopatiai ime
Pegaz moramo razumjeti kao odemi opis i tvrdnju prevesti sluzeci se, ne
imenom, nego prirokom ‘biti Pegaz’ (“pegazirati”):

AX(PXA VY(Py — y = X)).

Sada mozemo rec€i da je taj iskaz neistinit.

Na takav naCin mozemo prevesti i reCenice koje sadranarstvarnih
predmeta. Npr. reCenicu ‘Opstoji Hrvatska’ mozemo psth&hvacajuci ‘Hr-
vatska’ ne kao ime, nego kao odemni opis i uvodeci prirok ‘biti Hrvatska’:

AX(HX A VY(HYy — y = X)).

Iskaz je, dakako, istinit.
Posljednja nas dva primjera upu€uju na mogucnost da sgici B isto-
vjetnoScu imena mogu sasvim iskljuciti.
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Vjezbe

1. Prevedite n&/,- reCenice ‘Opstoji bog’ i ‘Opstoji Bog’ (Bog jest). U
c¢em je znacenjska razlika tih dviju recenica?

8.3 OCUVANJE ISTINITOSTI

Na razini semantickih svojstavaima vazan dobitak u logistovjetnoScu.
Promatramo li u semantici desoban odnos razliCitih modela uoCavamo
da VxIxx, gdje bi (neformalan) prirok? u nekome modelu mogao znadciti
istovjetnost, nije u logici prvoga reda valjan iskaz, aloisako uoCavamo da
je ¥xx = x valjan u logici prvoga reda s istovjetnoScu. NiSta ngegrida
ima modela u kojimd? moze znaditi ‘iza’ te ne vrijediti ni o jednom paru
predmeta. Opcenito, u nekom po volji izabranome model&amm priroku
12 pridruziti bilo koji skup urgenih parova predmeta. Ali u svakome modelu
svaki je predmet d istovjetan sebi, pa je stoga iskaz = x u logici prvoga
reda s istovjetnoScu valjan. S time su povezani i drugicobbsljedicnih
odnosa, koji ne vrijede za po volji izabrani dvomjesni pkiro

PrRIMJER 8.7 (VALIAN ZAKLJUCAK)

c=dAd=e¢e
Pe

IX(x =d A PX)
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1 c=dAd=eV/

2 Pe

3 —AX(X=dAPX¥

4 c=d 1A

5 d=e 1A

6 —-(c=dAPogv 3-3
/\

7 -c=d -Pc 6 A

x =Pd 4.7 =

9 -Pe 58 =
X

0o

Svi su putovi zatvoreni te je zakljucak valjan. U retku &vgtnost ‘e=d’
raSclanilismo naiskazuPc’, a zatim, u retku 9, istovjetnost=@’ na iskazu
-Pe’.

PrRIMJER 8.8 (ZADOVOLIIVOST I UVIETI ISTINITOSTI SKUPA {C; = Cp, AXAYWZ(=X =z V =y = 2)})
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1 CiL=0C
2 IAWz(-x=zV-y=2) Vv
3 AWz-d=zv-y=2 21
4 Vz(-d = zv —e= 2z ¥a’®’ 33
5 -d=dv-e=dVv/ 4v
/ \
6 -d=d -e=d 5v
X |
7 -d=ev-e=ev 4v
[\
8 -d=e -e=¢e 7V
| X
9 -d=cvV-e=¢ Vv 4y
10 -d=c,vVv-e=c v/ 4y
[\
11 -d=0¢p -e=0C 10v
/\ /\

12 -d=c¢ —-e=c,-d=c¢c -e=c; 9V
13 -d=c-e=c,-d=c,—-e=c¢, 1,12 =
@) O O @)

Skup je iskaza zadovoljiv. Svi su Clanovi skupa istinitetirima skupi-
nama tumacenja. Svaka je skupina atérea po jednim putom u stablu i
to istinitoSCu jednostavnih iskaza i neistinitoScwipekanih jednostavnih
iskaza koji se nalaze na tom putu. U retku 13 primijenili sistovjetnost
Cc: = C, (redak 1) na iskaze iz retka 12 da bismo dobili potpune otvere
putove.

Vjezbe

1. Provjerite valjanost zakljucka:
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(@ Fa— Fb

YXVY(x =b — x=a)
2. Provijerite valjanost iskaza:

(@) YXYY((AXA =AX) = =X =1Y),
(b) VXVY((Dx « Dy) & x=1Y),
(c) AX3y(x =y — (Dx < Dy)).
3. Provjerite semanticku istovrijednost iskaza:

(@) YXYY((FX A Fy) —» x =¥),VXFX,
(b) AX((PXA VY(PYy — y = X)), AXVY(Py & y = X).

8.4 DEDUKTIVNI SUSTAV

Na sustav naravne dedukcije u logici prvoga reda valja dgd&tdva
dokazna pravila. Najprije pravilo aavodenje istovjetnostt

h\c:c u=

Iskaz oblikavx = x moze se uvesti u bilo kojem retku u izvodu. Primijetimo
da takvi iskazi sami sebe dokazuju kao poucke.

Dodajemo jos i pravilo zasklju Cenje istovjetnosti Oznake (konstante)
za istovjetan predmet mogu se u iskazima po volji zamjenjiva

hi ca=c h| ct=c
| p(ey) il pc)
jlpca//c)) hii= j|plc//c) hiii=

PriviErR 8.9 (Poucak)

FYXVY(X =Yy - dz(X=2zAY = 2))
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Dokaz

1| [ c=d

2| |c=cC 2u=
3| |d=c 2,1i=
4| |[c=cAad=c 2,3 UA
5| |Jzc=zArd=2) 43
6|c=d—-3dzc=zAd=2 15u—
7|Vy(c=y—-3dzZc=2zAy=2) 6 uv

B VXVY(x=y—> dz(x=2zAy=2) TW

Zadani je iskaz dokazan bez pretpostavaka pa je, prema fmunéak. Istak-
nimo da smo u retku 3 na iskaz=cc primijenili istovjetnost c= d.

Dodajmo da je u neizravhome dokazu dostatno dokazati i iskbiza —c=c
(umjesto iskaz pi —p).

Vjezbe

1. Provijerite jesu li sljedeti iskazi poucci:
(a) V)ay x=y,
(b) ¥VXVy(x =y oy = X),
() YXYWZ(X=yAYy=2) — X = 2),
(d) VXYWZ(X=yAX=2) > y=2).
2. Provijerite jesu li sljedeci iskazi sintakticno istgpedni:

(@) AX(AXA Yy(Ay - y = X)), AXVY(Ay © Yy = X).

8.5 ISTOVJETNOST | FUNKCIJE

Slozene predmetne oznake, u kojima se rabe funkcijski@imbozemo
u logici prvoga reda s istovjetnoScu izraziti bez fungkip simbola. To
mozemo uciniti na isti naCin kao Sto smo postupili s @d&m@m opisima.
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Primjerice, ‘lvanov je otac strog’, mozemo izraziti ne sagtQh(c)’ (kao u
poglavlju 7), nego i na sljedeci nacin:

AX(Vy(Hyc & y = X) A QX).

Umjesto funkcijskoga simbolb?!, upotrijebili smo prirokeH? i =2. Jasno
je vet iz toga primjera da uporaba funkcijskih simbola pgaogstavnjuje
logiCke recCenice.

Zelimo i u logiku prvoga reda s istovjetno$¢cu uvesti i keije, unosimo
sva ona proSirenja koja smo unijeli u logiku prvoga reda isezvjetnosti.
Sve promjene u logici prvoga reda s istovjetnoS€u pmistjiz Cinjenice da
se sada u oblicima+t, za t mogu javiti i slozene predmetne oznake.

To prikazuje poopcenje pravila zau istinitosnome stably tako da sada
obuhvaca i zatvorene slozene predmetne oznake:

h t1=t

i p(ty)

j ptz2//t)) hi =

p je slovni iskaz,

t1 i to su zatvorene predmetne oznake

PriMier 8.10

8.5.1 Deduktivni sustav

Deduktivna pravila za istovjetnost, kao i u istinitosnoradtu, poopEavamo
tako da vrijede i za zatvorene slozene predmetne oznake:

hit=t u=
t je zatvorena predmetna oznaka

hl =t hi 1=t
il p(ty) il p(t2)
| pt2//t)) hii= j|pt//t) hii=

t1 i to su zatvorene predmetne oznakig i t, su zatvorene predmetne oznake
Primjer
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Poglavlje 9

SVOPENJE LOGI CKOGA JEZIKA

U razmatranjima o elementarnoj logici zanimljivo je pitafpg li logiCki
jezik kojim smo se dosad sluzili (s peterim poveznicimaarha koliCiteljnim
simbolima) jedini moguci, ako je i on uopce dostatan,lic moze svesti
na jezik s manje djelatelja. Jesu li logicki djelatelji dusobno svedljivi? S
tim je pitanjem povezano i pitanje ima li nekih opcih obliikamula na koje
se mogu svesti sve formule elementarne logike.

9.1 1ZRAZAJINOST POVEZNIK A|SVOBDENJE JEZIKA
£

U poglavlju 2.2.3., o optem pojmu istine u iskaznoj logigtanovili smo
da svakomu iskazu jezik&; odgovara istinitosna funkcija koja wtenomu
skupu istinitosnih vrijednosti jednostavnih podiskazgeyh strana istini-
tosne tablice) pridruzuje istinitosnu vrijednost cijgdoiskaza (glavni stu-
pac na desnoj strani istinitosne tablice). No odgovaravaksj istinitosnoj
funkciji neki iskaz jezika.;? Drugim rijeCima, moze li se jezikon¥; iz-
raziti svaka istinitosna funkcija? Kako je nacin pridnuanja istinitosne vri-
jednosti (iskaza) udenomu skupu istinitosnih vrijednosti (neposrednih po-
diskaza) odrden poveznikom, naSe se pitanje pretvara u pitanje “jedpsk
poveznika{—, A, V, —, &} izrazajno potpun?”.

Prije nego odgovorimo na gornja pitanja potrebno je podielrego do-
sad razjasniti pojam istinitosne funkcije.

185
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9.1.1 Istinitosne funkcije

Ugvrstimo i precizirajmo pojam istinitosne funkcijgto je to istinitosna
(iliti Booleova) funkcija? To je pridruzivanje kojemu grgument uredena
n-torka istinitosnih vrijednosti, &rijednost mu je istinitosna vrijednost.

Npr. konjunkciji odgovara istinitosna funkcija s dvamawargentima koja
uredenomu paru argumenatiai) pridruzuje vrijednost, a svim ostalim pa-
rovima pridruzujen. Pogodbi odgovora istinitosna funkcija s dvama argu-
mentima koja urdenomu paryi, n) pridruzuje vrijednosh, a svim ostalim
parovima vrijednost. Opcenito:

Derinica 9.1 (IstiNtrosna FuNkcpa) Istinitosna funkcija s n argumenata jest
pridruzivanje istinitosne vrijednosti svakoj wenoj n-torci istinitosnih vri-
jednosti.

(lli, drugim rijeCima, istinitosna funkcija s n argumermajest preslika-
vanje sa skupa udenih n-toraka istinitosnih vrijednosti u skup istinitasn
vrijednosti.)

Istinitosne funkcije mozemo prijegledno prikaziviatlicom, osobito funk-
cije s jednim ili dvama argumentima. Istinitosnih funkcggednim argu-
mentom ima Cetiri, i prikazane su Cetirima stupcima desthgertikalne crte
u sljedecoj istinitosnoj tablici:

i1 1 nn
nii n in
Istinitosne funkcije slvama argumentima prikazujemo tablicom s Cetirima

redcima (svaki za jedan uten par istinitosnih vrijednosti). Tih funkcija ima
ukupno 2 = 16:

>0 5 & -
—_—_ -
-3 3 3
5 35 35 35

i
nii
i
nii

55 — —
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Mozemo uociti da su sve istinitosne funkcije s jednim angntom sadrzane
medu istinitosnim funkcijama s dvama argumentima.

Opcenito, brojistinitosnih funkcijasargumenataizracunavamo na sljedeci
nacin. Najprije izraCunamo broj udenihn-Clanih skupova argumenata - to
je (kako znamo) 2(broj redaka u tablici). Zatim izraCunamo broj istinitdsn
funkcija zan argumenata - to je2 (broj mogucih stupaca u desnome dijelu
tablice). Npr. istinitosnih funkcija s trima argumentinmad 2* = 28 = 256.

Kako broj argumenata raste u beskonacnost, i istinitoRmkcija ima
beskonacno mnogo.

9.1.2 Izrazajno potpun skup{—, A, V}

Podsjetimo se najprije da niz disjunkata od kojih je svakigiovnih ko-
njunkata, nazivljemalisjunktivnim normalnim oblikom (DNO). Disjun-
ktivni normalni oblik (DNO) kojega svaki disjunkt sadrza svakozadano
iskazno slovo, bilo samo iskazno slovo bilo nijek iskaza®ipva, naziv-
liemo potpunim disjunktivnim normalnim oblikom (PDNO).

Nadalje, kazemo da je skup poveznikeazajno potpun u iskaznoj logici
akko sesvaka istinitosna funkcija moze u jeziku izraziti iskazom koji
sadrzi samo te poveznike.

Tvrdimo da vrijedi sljede€i metateorijspoucak (metapoucak):

Poucak 9.1 Skup{-, A, V} jest izrazajno potpun.

Dokaz Evo kako taj poucak mozendokazati.
Pogledajmo najprije primjer tablice:

P Q

B
i nji
n i|n
n nii
Prema prvome retku tablice, iskaz koji izrazuje tabliconkgzanu istini-

tosnu funkciju, jest istinit ako je istinitoR i Q, dakle ako je istinitd® A Q.
Takader, prema drugome retku, istinit je akoReastinito, aQ neistinito, tj.
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ako je istinitoP A =Q. Istinit je takader, prema Cetvrtome retku, ako sB i

I Q neistiniti, tj. ako je=P A —=Q istinito. Nema drugih tumacenja za koja
je iskaz koji izrazuje tablicom prikazanu istinitosnu kaiju, istinit. On je
stoga istinit akko je istinito bild® A Q, bilo P A =Q, bilo =P A =Q, tj. akko

je istinito

(PAQV(PA-Q)V(=PA=Q).
Dobiveni iskaz ima sljedecu istinitosnu tablicu:

P Q[((PAQV(PA=Q)V(-PA-Q)
|

i i
n n
n i

o

Glavni redak u desnome dijelu tablice odgovara vrijedmoatzadane istini-
tosne funkcije. Gornji iskaz neformalno, zbog bolje prigginosti, mozemo
pisati i kao visecClanu disjunkciju:

(PAQV(PA-QV(-PA=Q).

Opcenito, istinitosnu funkciju prikazanu istinitosnoablicom mozemo iz-
raziti nizom disjunkata od kojih je svaki niz slovnih konjunkata. Pritom
se svaki redak tablice u kojem je funkcijska vrijedniggipisuje nizom ko-
njunkata koje Cine svako iskazno slovo koje je u tom retkinii®, i nijek
svakoga iskaznoga slova koje je u tom retku neistinito.

Iskaz koji smo malo prije dobili opisujuci zadanu istirsta tablicu, jest
u PDNO jer svaki disjunkt za svako zadano iskazno slovozsdarijunkt
koji je bilo iskazno slovo bilo nijek iskaznoga slova.

Ako se u istinitosnoj tablici samo jednom javij&ao vrijednost funkcije,
dobivamo jedan disjunkt koji je niz (makar i jednoclan)wsidh konjunkata.
Stoga i takav oblik, bilo to, primjerice, tef, smatramo potpunim disjunk-
tivnim normalnim oblikom.

Ako pak ni u jednom retku vrijednost istinitosne funkcijgeni istinitosnu
funkciju mozemo izraziti konjunkcijom svih iskaznih sk¥%oja se javljaju
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u tablici, s njihovim nijekovima. Npr.
(P/\—|P)/\(Q/\—|Q)/\(R/\—|R)/\...

| takav je iskaz u PDNO jer ga mozemo smatrati jednim disjankkoiji je
niz slovnih konjunkata za svako zadano prirocno slovo.

Dakle, svaka se istinitosna funkcija dade izraziti iskaaoqmotpunome
disjunktivnome normalnome obliku. Prema tome je skupA, V} izrazajno
potpun. -

Da bismo izrazili bilo koju istinitosnu funkciju, umjestoDRO mozemo
uporabiti i potpun konjunktivni normalni oblik (PKNO). Taj oblik do-
bivamo kad istinitosnu tablicu opisujemo nijecuci svakmacenje kad je
funkcijska vrijednost neistina. Evo primjera:

P Q

i [n
i nli
n i|n
n nji

Treba zanijekati prvi i treci redak, a to €inimo tako da apgeCemoP ili
Qi 2) potvrdimoP ili zanijecemoQ. Time dobivamo sljedecu konjunkciju
disjunkcija:

(=PVv-QA(PV-Q)

Opcenito, tumacenje u kojem je funkcijska vrijednost neistinagégmo
nizom disjunkata koje Cine nijek svakoga iskaznoga slosg ke u tom
tumacenju istinito, i svako iskazno slovo koje je u tom t@ergu neistinito.
Kako vet znamo, niz konjunkata od kojih je svaki niz slovdikjun-
kata, nazivljemadkonjunktivnim normalnim oblikom (KNO). KNO ko-
jega svaki konjunkt sadrzi, mvakozadano iskazno slovo, bilo smo iskazno
slovo bilo nijek iskaznoga slova, jgsbtpuni konjunktivni normalni oblik
(PKNO). Iskaz &P v =Q) A (P v =Q), koji smo dobili opisom nase istini-
tosne tablice, jest u potpunome konjunktivnome normalnobti&u jer je to
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niz dvaju konjunkata, a svaki konjunkt za svako zadano is&a&tovo sadrzi
disjunkt koji je bilo iskazno slovo, bilo nijek iskaznogasgé.

Ako ni u jednom retku istinitosne tablice funkcijska vrijeast nije neis-
tina, PKNO moze biti

Pv-P)v(QVv-Q V(RV-R V...

Zakljucimo da se svaka istinitosna funkcija dade izragkazom u potpu-
nome konjunktivnome normalnome obliku. | ta Cinjenicacddr dokazuje
da je skug—, A, v} izrazajno potpun.

9.1.3 Ostaliizrazajno potpuni skupovi poveznika
Skup {—, A, V, >, &}

Ako je skup{—, A, V}izrazajno potpun, izrazajno je potpun i njegov nad-
skup{-, A, Vv, -, &}, ato je skup upotrijebljen u jeziki&.

Skup {—, V}, {=, A}
Nadalje, izrazajno su potpunii skupdw, vV} i {—, A} . Naime, na temelju
De Morganovih zakona, uzetih u semantickome smislu:
~(PAQ)=-pV-q,
=(pV Q)= -pA-q,
stoje sljedete semanticke istovrijednosti:
PAQ=—=(=pV-0),
PV Qa=-(-pA-0q),
koje iskazuju da disjunkciju mozemo izraziti pomocu kge konjunkcije, a
konjunciju pomocu nijeka i disjunkcije.

Skup {—, -}
Takader je izrazajno potpun i skyp:, —} jer se i disjunkcija i konjunkcija
mogu izraziti pomoCu i —:

pAQ=-(p— —0),
pvg=-p—q
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Te istovrijednosti mozemo provijeriti istinitosnom tajdim!

Skup {1}, {1}

Poveznike mozemo, napokon, svestii na samo jedan. Biflispanktivni
nijek, | (“ne p ili ne "), bilo na dvonijek (binegacija),l (“ni p ni q”). Evo
njihovih opcih tablica:

p

g plq

|
n
i
i
i

— 3 3O ID|«

d
|
n
i
n

55— —|o

Primijetimo da se disjunktivni nijek svodi na nijek konjurije, a dvonijek
na nijek disjunkcije.

Skupovi{]} i {l} jesu za iskaznu logiku izrazajno potpuni. To mozemo
dokazati svdenjem nijeka, konjunkcije i disjunkcije kako na disjurvkii
nijek, tako i na dvonijek:

-p = plp

pAg = (plg)l(pla)

pvg = (plp)l(gla)

-p = plp

pAq = (plp)l(ala)
pvg = (pla)l(pla).

Na ideju da se svi poveznici mogu svesti na jedan jedinad¢& C. SPeirce
(oko 1880.), ali je Clanak o tome prvi objavio americki gy H. M. Shefer
1913. Deduktivni (aksiomatski) sustav za iskaznu logiknea poveznikom
| postavio je 1917J. Nicod
9.1.4 Izrazajna nepotpunost

Skup {A, V, -, &}

Od petero poveznika nasega jezikane smijemo izostavith. Tj.
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Sravak 9.1 Skup{A, Vv, —, &} nije izrazajno potpun.

Razlog je tomu Sto je svaki iskaz u kojem nemaadovoljiv, tj. bez- se ne
moze izgraditi nezadovoljiv iskaz. Tvrdnju da, kad bisreamgranicili samo
na gornji skup poveznika, svi bi iskazi bili zadovoljivi, iemo dokazati po-
sebnim naCinom dokazivanja koji se naziuliatematickom indukcijom i
cesto se rabi u metalogici. Za potrebe toga dokaza raizdigrho iskaze je-
zika .4 bez - u skupine prema duljiniDuljina iskaza jest broj pojavaka
poveznika u iskazu. U prvoj su skupini iskazi duljine O (s (gwaka povez-
nika, to su iskazna slova), u sljedecoj su skupini iskajirti1 (s jednim
pojavkom poveznika), u sljedecoj iskazi duljine 2 (s dvgmoegavcima po-
veznika) itd. Za potrebe dokaza definirajmo i osnovno tungETy, u koje
svakomu iskaznomu slovu pridzuje vrijednastvrdimo:

Sravak 9.2 Svi su iskazi bez istiniti za osnovno tumacenje,Tkoje sva-
komu iskaznomu slovu pridruzuje vrijednast

Dokaz U dokazu stavka 9.2 sluzimo se zakljuckom pomocu matékeat
indukcije, koji se sastoji od dviju premisasnovice induktivhoga koraka
Osnovica te matematicke indukcije kaze da je svaki iskae pkupine z&
istinit. Induktivni korak je pogodba koja kaze sljedea&p je zaTy istinit
svaki iskaz u nekoj i svim njoj prethodecim skupinama,Tgge istinit i
svaki iskaz u sljedecoj skupini. Prednjak induktivhogadka nazivljemo
induktivhom hipotezoniz tih dviju premisa (koje joS treba dokazati) slijedi
I zaglavakda je svaki iskaz (bilo koje skupine) istinit za osnovno téerge
To. Prema tome je svaki iskaz zadovoljiv.

Evo sada prijegledno cijeloga dokaza.
Osnovica

Svaki iskaz bez duljine 0, jest istinit zal .
Induktivni korak

Ako je zaTy istinit svaki iskaz bez duljinenili manje (NDuKTIVNA
HIPOTEZA),

zaTy je istinit i svaki iskaz bez duljine n+1.
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Zaglavak
Svaki je iskaz bez istinit za tumacen;d,.

Sada slijede dokazi premisa (osnovice i induktivhoga kayak

Dokaz osnovice

Iskazi bez—- duljine O jesu iskazna slova, a njima svirig pridruzuje
vrijednosti.

Dokaz induktivnoga koraka

Iskaz p bez~- duljine n+1 moze imati Cetiri oblikag Ar,qVvr,g—ri
g < r. U svim tim slucajima podiskag, kao i podiskaz imaju duljinuniili
manje. Neka o njima vrijedi induktivna hipoteza (prednjatuktivnoga ko-
raka). Prema induktivnoj hipotezji r su zaTy istiniti. Pogledajmo vrijedi
li i posljedak induktivnoga koraka, tj. vrijedi li cijela godba (induktivni
korak). Ako su iqg i r istiniti, istiniti su svi oblicigAr,qVvr,g—rige
r (5to se lako moze dokazati istinitosnom tablicom). Daidenit je i svaki
oblik s n+1 pojavkoma poveznik a. Time je dokazan induktivni korak.

Ako smo dokazali osnovicu i induktivni korak, dokazali snwaglavak -
da su svi iskazi bez zaTj istiniti. Jer, prema osnovici su Z& istiniti svi
iskazi bez- duljine 0. Ali, prema induktivnome koraku, tada suTzastiniti
I svi iskazi bez- duljine 1. Ako su pak z&|, istiniti svi iskazi bez- duljine
1, prema induktivnome su koraku Zg istiniti i svi iskazi bez- duljine 2,
stoga su (opet prema induktivnome koraku) istiniti i svieizkbez- duljine
3, itd. Dakle, svi iskazi bez koje god duljinen, istiniti su zaT,.

Ako su svi iskazi bez istiniti za osnovno tumacenjg, svi su oni za-
dovoljivi. Dakle se bez- ne mogu izraziti nezadovoljivi iskazi, pa je skup
{A,V, >, &} izrazajno nepotpun, sto je i trebalo dokazati.

Ostali izraZzajno nepotpuni skupovi

Ni sam- nije semanticki dostatan:

Stavak 9.3 Skup{-} nije izrazajno potpun.

Samo poveznikom ne mogu se izgraditi ni valjani ni nezadovoljivi iskazi,
nego su svi iskazi u kojima su svi poveznigisemantiCki neodaeni (kon-
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tingentni), tj. zadovoljivi ali nevaljani. Tu tvrdnju takier dokazujemo mate-
matickom indukcijom.

Stavak 9.4 Svakiiskaz u kojem su svi poveznicjest semanticki neodden.

Dokaz Dokaz se provodi matematickom indukcijom.
Osnovica

Svaki iskaz duljine O u kojem su svi poveznigijest semanticki
neodreien.

Induktivni korak

Ako je svaki iskaz duljinen ili manje u kojem su svi poveznici
-, semantiCki neodden (NDUKTIVNA HIPOTEZA),

onda je svaki iskaz duljine+1 u kojem su svi poveznich, se-
mantiCki neodrden.

Zaglavak
Svaki je iskaz u kojem su svi poveznigj semantiCki neodden.

Dokaz osnoviceskaz duljine O jest jednostavan iskaz. Svaki je jednosta-
van iskaz za neka osnovna tumacenija istinit, a za drugamgipa je prema
tome semanticki neodden.

Dokaz induktivhoga korak#éskazp u kojem su svi poveznici i duljine je
n+1, uvijek ima oblik—q. Ako je g (prema induktivnoj hipotezi) semanticki
neodr@en, onda je +g semanticki neodden. Jer za ona osnovna tumacenja
za koja jeq istinito, —q je neistinito, i obratno, gdje jg neistinito,—q je
istinito. Dakle, u nekim je tumacenjimeq istinito, a u nekima neistinito.

Na temelju dokazane osnovice i induktivnoga koraka sligsdjlavak da
je svaki iskaz u kojem su svi poveznigj semanticki neodaen. -+

Nije izrazajno potpun ni skup-, <} , Sto se takder dokazuje mate-
matickom indukcijom i to tako 5to se dokazuje da iskaz sntvaskaznim
slovima u kojem su svi poveznieii <, u glavhom stupcu istinitosne tablice
uvijek ima paran broj (0, 2 ili 4).
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Sazmimo ishod razmatranja o izrazajnoj potpunosti poxézh skupova.
Od petero poveznika u jezikif; ne moze se izostaviti. Samomu povezniku
- treba pridodati barem ili v ili — Zelimo li da skup poveznika bude
izrazajno potpun. Ako izostavime, potrebno je uvestiili |, kojima pak za
izrazajnu potpunost nije potreban drugi poveznik.

9.2 SVODENJE JEZIK A %, i %)
9.2.1 Svdenje najedan koliCitelj
Sluzecti sdde Morganovinzakonima z&oli Citelje u semantickome smislu:

=VXp = AX—-p
—3AXp = VX=p,

opCi koliciteljy mozemo u%, i .Z,- izraziti pomocu nijeka i opstojnoga
koliCitelja, a opstojni koliCitelj pomocu nijeka i opga koliCitelja. Stoga u
rjecniku mozemo zadrzati samo jedan koliCiteljni sohibilo V bilo 3.

9.2.2 IskljuCivanje predmetnih konstanata i funkcijskih simbola

Iz £,= mozemo iskljucCitipredmetne konstantena nacin kao Sto is-
kljuCujemo odréene opise. To iskljuCivanje mozemo provesti samo kon-
tekstualno, uz izbor odgovarajucega priroka te uz izrgetavopstojnosti i
jedinstvenosti. Npr. umjesto

Pc
mozemo pisati:
AX[VY(Cy & y = X) A PX.

Opcenito, umjesto predmetne konstante ¢ uvodimo 1-mjasok P

U naSem primjeru vrijedi da j@c istinito u tumacenju prvoga reda
(modelad) akko je istinito u tumacenjd” (modeladt’) za koje7 (P?) =
T7'(PYH, a7 (c) € 7/(CY). Pci AX[VY(Cy < Yy = X) A PX] nisu semanticki
istovrijedni, nego je rijeC o semantickome odnosu kojizexmo opcenito
opisati ovim stavkom:



196 POGLAVLJE 9. SVAENJE LOGLCKOGA JEZIKA

Sravak 9.5 M E, p(c) akkoM |, IX(VY(Cy < y = X) A p(x/c)), pri Cem
77(CY = {7(c)}, a prema obziru na ostale se simbole sadrzane u obama
iskazimat i M’ ne razlikuju.

Dokaz

M =, p(c) akko7 (c) zadovoljavgo(x/c).
7 (c) zadovoljavgp(x/c) akkoM =, IX(VY(Cy < y = X) A p(X/c)),
jer7/(CH) = {7 (c)}. A

Na slican nacin mozemo iskljuciti i funkcijske simboNaime, umjesto

Pf(xy)
mozemo pisati:
Az(VW(Fzxy < w = 2) A P2).

Opcenito, umjesta-mjesnoga funkcijskoga simboladvodimon+1-mjesni
prirok P,

Kako predmetnu konstantu mozemo shvatiti kao 0-mjesrkdijski sim-
bol, da bismo dokazali da se iZ},, mogu iskljuCiti predmetne konstante i
funkcijski simboli, potrebno je dokazati sljedeci stavak

Sravak 9.6 M k=, p[f(ty...t,)] akkoM =, IX(VYy(Fyt,...t, @y = X) A
p(x/f(ty .. .t,))), pricemdd, [t¥, . .., [t.I¥) € 77 (F*") i uvijekd = {[f(ty...t.) 1},
a prema obziru na ostale se simbole sadrzane u oba iskRazdt’ ne razli-

kuju.

Dokaz Slican dokazu za iskljuCenje konstanata (kao 0-mjeamitkdijskih
simbola). -

9.2.3 Svedeni jezik

U potpuno svedenom obliku jezika logike prvoga reda=(s0staju sljedeci
simboli:

1. priroci,
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2. predmetne varijable,
3. ili |,
4. Yili 3,1

5. razgodci.

9.3 ZAKONI DVOJNOSTI

De Morganovi zakoni za poveznike i koli€itelje, pomocyikee matusobno
definirajuA i v, kao iV i 3, samo su posebni slucaji zakon a dvojnosti, 0 ko-
jima €e upravo biti rijeC.

9.3.1 Zakon nijetne dvojnosti za iskaznu logiku

Ako je p iskaz u kojem su svi povezniei, A ili Vv, njegova jedvojina
(dual) iskazp’, koji dobivamo tako da se p medusobno zamijene i V.
Neka nijeCna dvojing* = p’(=Py/P4,...,-P,/Py), gdje suR,..., P, sva
iskazna slova koja se javljaju p. Tj. nijeCna dvojina je dvojina u kojoj je
pred svako iskazno slovo predmetnuto(Razlikujmo nijecnu dvojinu od
obi¢noga nijeka dvojine.)

Stavak 9.7 (ZAKON NIJECNE DVOJNOSTI ZA ISKAZNU LOGIKU) Za svaki iskaz p u
kojem su svi povezniei, A ili Vv, vrijedi da je -p semantiCki istovrijedno
nijecnoj dvojini g.

Dokaz U dokazu se sluzimo matematiCkom indukcijom.

Osnovica

Za svaki iskazp duljine 0 u kojem su svi povezniei, A ili vV,
vrijedi da je—~p semanticki istovrijedno g*.

Induktivni korak

Ako za svaki iskazp duljine n ili manje u kojem su svi po-
veznici—, A ili v, vrijedi da je—p semanticki istovrijedno g*
(INDUKTIVNA HIPOTEZA),
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onda i za svaki iskap duljine n+1 u kojem su svi poveznici
-, Al Vv, vrijedi da je—~p semanticki istovrijedno g*.

Zaglavak

Za svaki iskazp u kojem su svi poveznich, A ili Vv, vrijedi da
je —=p semanticki istovrijedno g*.

Sada slijede dokazi premisa (osnovice i induktivhoga kayak

Dokaz osnovice

p je jednostavni iskazp® je =p, pa su prema tomep i p* semanticki
istovrijedni.

Dokaz induktivnoga koraka

Iskazp duljinen+1 moze imati oblik-g, gAr ili gV r. Prema induktivnoj
hipotezi—qi —r semanticki su istovrijedni §*, odnosno, $* (jer g, kao ir,
imaju svaki duljinun ili manje).
1. p ima oblik —q. Sljedeca tablica pokazuje da stq i (—-Q)* = —-q" se-
manticki istovrijedni ako vrijedi induktivna hipteza:

q|--q -q
il in
nin ni

2. pima oblik g A r. Tablica pokazuje da st(gAr)i(QAT)* =g Vvr*
semanticki istovrijedni ako vrijedi induktivna hipoteza

q ri-(@gar) gvr
iin i nnn
i n|i n ni.i
n i|i n i in
n nii n o0

3.pimaoblikgvr. 1z sljedece tablice vidimo da syqvr)i(qvr)* = g Ar*
semanticki istovrijedni ako stoji induktivna hipoteza:

q ri-(@vr) gAar
iin i nnn
i n|in i nn i
n i|n i i nn
n nii n o0
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Time je dokazan induktivni korak, a on zajedno s osnovicomgio za-
glavak da su za svaki iskgz u kojem su svi poveznick, A i V, =p i p*
semanticki istovrijedni. -

9.3.2 Zakon dvojnosti za iskaznu logiku

Sada mozemo dokazati i sljedeCi stavak:

Sravak 9.8 Dvojina g semanticki je istovrijednasp(=P; /Py, . .., =P./Py),
gdjesuR,..., P, svaiskazna slova koja se javljaju u p.

Dokaz Neka su up svi poveznici—, A ili V. ~ znaCi odnos semanticke isto-
vrijednosti.

Svaki je iskazp dvojina nekoga iskazg,

jer uvijek ima iskazy koji je dvojina odp, a dvojina dvojine o jestp,
nadaljeg ~ —q’, jer -q =~ g*, prema nijecnome zakonu o dvojnosti,
dakle,p’ ~ =q", jerp’ = q,
takader,q* = p(=Py1/P4,...,=Py/P,), jerq = p.
Prema tome’ =~ =p(—=P./Py,...,=P./Py). 4

Sada dolazimo do samoga zakona dvojnosti:

Sravak 9.9 (ZAKON DVOINOSTI ZA ISKAZNU LOGIKU) AKO su iskazi p i g u kojima
Su svi poveznich, A | Vv, semanticki istovrijedni, semanticki su istovrijedne
I njihove dvojine piq’.

Dokaz Rabimo znak- kao izraz za semanticku istovrijednost.

Nekap = q,
dakle,—p =~ —q,
dakle,=p(=P1/Py, ..., =Pn/Py) = =q(=P1/Py, ..., =Py/Pn)
(jer ~ ne ovisi 0 promjeni istinitosne vrijednosti iskaznih slhva
prema tomep’ ~ g (prema stavku 9.8). 4
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9.3.3 Zakon nijetne dvojnosti za logiku prvoga reda

Umjesto pojma iskaza iskazne logike uvodimo pojam formatgke pr-
vogareda, a umjesto pojma istinitosti pojam zadovoljanNstodgovarajuci
nacin pooptavamo pojam dvojine: dvojina formyle kojoj su svi povez-
nici =, A ili v, jest formulap’, koju dobivamo tako da se p medusobno
zamijeneA i v, teV i 3. NijeCna dvojinap* = p'(=P1/P4, ..., =P,/P,), gdje
su R,..., P, sva prirocna slova p, tj. nijeCna dvojina odp jest dvojina
od p u kojoj je pred svako prirocno slovo predmetnetdJ dokazu rabimo i
pojamduljine formule i definiramo ga brojem pojavaka djelatelj a u formuli.

Sravak 9.10 (ZAKON NIJECNE DVOINOSTI ZA LOGIKU PRVOGA REDA) Za svaku for-
mulu p u kojoj su svi povezniei, A ili Vv, vrijedi da je—p semanticki isto-
vrijedno s nijecnom dvojinom’p

Dokaz Dokaz je sljedeta matematicka indukcija.
Osnovica

Za svaku formulyp duljine 0 u kojoj su svi poveznich, A ili Vv,
vrijedi da je—~p semanticki istovrijedno g*.

Induktivni korak

Ako za svaku formulyp duljine n ili manje u kojoj su svi po-
veznici—, A ili v, vrijedi da je—p semanticki istovrijedno g*
(INDUKTIVNA HIPOTEZA),

onda i za svaku formulp duljine n+1 u kojoj su svi poveznici
-, Al v, vrijedi da je—p semanticki istovrijedno g*.
Zaglavak

Za svaku formulup u kojoj su svi poveznici, A ili Vv, vrijedi
da je—p semanticki istovrijedno g*.

Sada slijede dokazi premisa (osnovice i induktivhoga kayak
Dokaz osnovice
p je jednostavna formula, pa @ = —p. Prema tome sup =~ p*.
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Dokaz induktivhoga koraka

Formulap duljinen+1 moze imati oblik-g, gAr, qVvr, Yxqi Ixg. Prema
induktivnoj hipotezi—-q i —r semanticki su istovrijedni §°, odnosno, $*
(jer jeq, kao ir, duljinenilimanje). Slucaji 1.-3. analogni su odgovarajucim
slu€ajima u dokazu za iskaznu logiku. Preostaje dokakatage 4. i 5:
4. pima oblik Yxq.

Nekadt =, =V¥xq,

dakle, 9t [, ¥xq,

dakle, barem za jedan@D(e M), M a4 O,
dakle, Mt t:v[d/x] —q,

dakle Mt e/ O, prema induktivnoj hipotezi,
dakle,Mt E, Axg* = (Yxq)*.

| obratna

Nekadt |, Ixg* = (YxQ)*,

dakle, barem za jedanaD(e Mt), M Eya,x O°s
dakle Mt Eyq/x —0, prema induktivnoj hipotezi,
dakle,im b’év[d/x] g,

dakle, 9t £, ¥xq,

dakle,Mt E, —=Vxq.

Prema tome stVxq i (Yxq)* = Ixq* semanticki istovrijedni.
5. pima oblik 3xq.

Nekadt E, —3xq,

dakle,9t £, Ixq,

dakle, za svaki & D(E ﬂﬁ), m |7év[d/x] g,

dakle, za svaki & D, 9t |:v[d/x] —(q,

dakle, za svaki & D, M =/ d°, prema induktivnoj hipotezi,
dakle, 9 E, Yxg* = (Axq)*.
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| obratna

Nekadt E, Yxq* = (3xq)*,

dakle, za svaki & D(e M), M Eya,x 7

dakle, za svakii [£q/x 0. prema induktivnoj hipotezi,
dakle,Mt t£, Ixq,

dakle, Mt =, —3xq.

Prema tome swdxq i (3IxQ)* = VYXq* semanticki istovrijedni.

Slijedi zaglavak matematicke indukcije da su za svaku tdmp u kojoj su
svi poveznici, A ili v, =pi p*, semanticki istovrijedni. -

9.3.4 Zakon dvojnosti za logiku prvoga reda

Za logiku prvoga reda vrijedi i stavak:

Stavak 9.11 Dvojina p semanticki je istovrijednasp(—=Py /Py, . .., =Py /P),
gdjesuR,..., P,sva prirocnaslova u p.

Dokaz Dokaz je poopcen ali i analogan dokazu za iskaznu logiku.
Za logiku prvoga reda vrijedi i poopceni zakon dvojnosti:

Sravak 9.12 (ZAKON DVOINOSTI ZA LOGIKU PRVOGA REDA) AKO su formule piq,
u kojima su svi povezniei, A ili v, semanticki istovrijedne, istovrijedne su
I njihove dvojine piq’.

Dokaz Dokaz se dobiva poopcenjem u analogiji s dokazom za iskbznu
giku. 4

9.4 ZADATCI

1. Nacrtajte istinitosnu tablicu sa svim istinitosnim fengma s jednim
argumentom i istinitosnu tablicu sa svim istinitosnim faipma s
dvama argumentima! Izrazite svaku istinitosnu funkcijudizju ta-
blica jezikom.£;!
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2. lzrazite istinitosnu funkciju koja u tablichome prikaiama u trecem,
Cetvrtome i sedmome retku vrijednasiskazom u potpunome disjun-
ktivnome normalnome obliku!

3. lIzrazite istinitosnu funkciju koja u tablicnome prikeima u drugome,
treCem i Sestome retku vrijednastiskazom u potpunome konjunk-
tivnome normalnome obliku!

4. |skaze

P -Q
P—--(Q—-R),
((-QeR - P

izrazite svaki Cetirima istovrijednima iskazima, slazse skupovima
poveznika{—, A}, {=, V1 (I} {L}!
5. Iskaze

=P A =Q,
PV (=PAQ),
-(P o (Q - R)

izrazite svaki jednim istovrijednim iskazom, sluzeCisseno skupom
poveznika -, —}!
6. Iskaz
Yx=3y(Pxy — (=Pxc & 3zQy32)

izrazite dvama istovrijednim iskazima sluzeci se, jadnskupom dje-
lateljnih simbola{V¥, —, A}, a drugi put, skupom djelateljnih simbola
{4, -, v}

7. Preoblikujte sljedeCa dva iskaza svaki u istovrijedskaz u kojem
se - javlja samo pred iskaznifprirocnim slovima fijecni normalni
oblik):

~((PVQ)A=(QAR)V=(PAQ),
—3AX(PXA Yy—=(QxyV RX).
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Preobliku svaki put izvrSite na dva nacina: jednom se ygosd De
Morganovim zakonima za poveznike i koliCitelje, a drugt pakonom
nijecne dvojnosti.



Poglavlje 10

POUZDANOST DEDUKTIVNOGA SUS-
TAVA

Prisjetimo se da metateorijski simbobznacuje dokazljivost (sintakticnu
posljedicu) u deduktivnome sustadur p znaci da jep dokazljivo iz skupa
I' prema dokaznim pravilima deduktivnoga sustava. Ako je dogaravno
izgraden, tj. u skladu s dokaznim pravilima, onda za svaki redakdo-
kazu vrijedi dal',, + pn. Prisjetimo se na poznatome primjeru $to su to pret-
postavke koje vrijede u pojedinim redcima dokaza. Evo mranjdokaza u
iskaznoj logici:

1| VYX(Px— QX

2 | AxPx

3 Pc

4| | Pc— Qc 1liv

5/ 1 Qc 3,4i—
6| | AxQx 5ud

7 | AXQx 2,3-6d

205
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Evo i raS¢lambe dokaza:

rn, Pn, l—‘n F Pn,

tj. pretpostavke koje vrijede | tj. iskaz izveden | tj. dokazljivost
u retkun u retkun u retkun

I = {YX(Px— QX)} P = YX(Px— QX) | T'1 + py

I = {(YX(Px — QX), AXPx p2 = AXPx Ik p2

'3 = {¥YX(Px— QX),dxPx Pc} | ps = Pc I3+ ps

Iy = {¥YX(Px— QX),IxPx Pc} | ps = Pc— Qc [4F pg

I's = {YX(Px— QX),dxPx Pc} | ps = Qc I's+ ps

I's = {YX(PXx— QX), AXPx Pc} | ps = AXQX I's + Ps

I'7 = {YX(Px — QX), AXPx p7 = AXQX I'7F p;

10.1 POWCAK O POUZDANOSTI
10.1.1 Pouzdanost i matematika indukcija

Poucak o pouzdanosti kaze da dokazna pravila Cuvajutsst: ako smo
krenuli od istine, zaklju€uju€i prema tim pravilima, {gk c¢emo docCi do
istine. Tj., ako je iskazp dokazljiv iz nekoga skup iskazB, onda jep i
semantiCka posljedica skupa

Poucak 10.1 (RUzZDANOST DEDUKTIVNOGA SUSTAVA PRVOGA REDA s =) Ako T +
p, ondal E p.

Dokaz
Poucak temo dokazati matematickom indukcijom tako darju o pouz-
danosti najprije dokazemo za

¢ prvi redak dokaza, a zatim

e za svakin+prvi redak, pod pretpostavkom (induktivnom hipotezom)
da je pouzdan svaki redak do ukljuCujuétoga.

Kazemo da je rijeC o matematickoj indukciji na duljinukdaa. Pritomdu-
ljina dokaza jest broj redaka u dokazu. Prema poucku o pouzdanosti:
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Za svaki redakn u dokazu vrijedi da skup pretpostavaka koje
vrijede u retkun, ima kao (semantiCku) posljedicu iskaz upisan
u redakn.

Krace mozemo pisati:
za svaki redak, I', E pn.
Evo sada i matematiCke indukcije kojom se dokazuje posiieddnos u
svakome retku dokaza u logici prvoga reda s istovjetnoccu
Osnovica
posljedicni odnos vrijedi u prvome retku dokaza.
Induktivni korak

akoposljedicni odnos vrijedi u retkai u svim prethodnim red-
cima dokazai{pukTivNa HiPOTEZA), Ondavrijedi i u n+prvom
retku.

Zaglavak
tvrdnja vrijedi o svakom retku u dokazu.
ZapiSimo zakljucak krace i preglednije:

I'n E pa
Ako za svakim< n,I'y E pm, Ondal’;1 E Prst

Za svakiredaln, I'y, E pn.

10.1.2 Dokazi osnovice i induktivhoga koraka, zaglavak

Dokaz osnovice
a) Ako je p; pretpostavka, znacCi da = {p;}. Pojednostavnjeno receno,
svaki je iskaz svoja posljedica. Preglednije prikazano:

Nekal; = {pi},

{P} E P1,
dakle,I'; E p;.
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b) Ima jo$ jedan slucaj, koji se javlja u logici s istovjeitu, a to je pri-
mjena pravila u=, tj. upis iskaza oblika e ¢ bez ikakvih pretpostavaka. U
tom slucaju, dakle, skup pretpostavaka vrijedecih u pr@oetku jest prazan.
No c = c je posljedica praznoga skupa,

@EC=c,

jer je c= cistinito u svakome modelu.

Dokaz induktivnoga koraka:

Prijelaz izn-toga retku un+prvi moguc je u dokazu samo postavljanjem
(pod)pretpostavke ili primjenom nekoga dokaznoga prabekaz induk-
tivnoga koraka je dokaz da prijelazommuprvi redak posljedicni odnos os-
taje oCuvan. Induktivni korak, koji je pogodbena reCanidokazujemo na
sljedeci nacin:

1. prihvatimo da vrijedi prednjak induktivhoga koraka

(induktivna hipoteza)

2. dokazimo da vrijedi i posljedak induktivnoga koraka.

Zadrzimo se samo na nekim tipicnim slucajima.
a) PosljediCni odnos u jednostavnome dokazu.
Primjer: pravilo i-.

P—q
ip
n+1|q Lji —

IiEp—Q prema induktivnog hipotezi

IiEp prema induktivnog hipotezi

F C I jer je redaki dostupan u retku+ 1

I'j € Thia jer je redakj dostupan u retka + 1

d klel's1 E p— g, p posliedica skupa je i posljedica nadskupa, poopce-

ni stavak 2.4
dakleI'n,i Ep—q prema semantici pogodbe.
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b) Posljedi¢ni odnos u dokazu s poddokazom.
Primjer: pravilo u-.
i " P
il la

n+1l({p—->q i—ji —
I'iEq prema indukt. hipotezi
I €T U P} jer je poddokaz u redcimia-j dostupan u retka + 1

dakle,I'n.1 U {p} E q
dakle,I'h,1 E p— g prema semantici pogodbe

Slicno postupamo i u dokazu pouzdanosti neizravnoga @okaz
c¢) Posljedicni odnos u pravilima za koliCitelje.
Primjer: pravilo H.

i | Ixp

j "D(C/X)

ki |d

n+1|q I, j—ki3

c se ne javlja U'p,1, IXp, NiUQ.

Posljedicni se odnos dokazuje kao i za jednostavni dokinesda posebno
treba dokazati sljedecu tvrdnju:

akoI'n.1 = AXpi e U {p(c/X)} E 0, ondaln.g F 0,
pod uvjetom za c kao u pravildi
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Dokazimo tu tvrdnju za skupt opcenito, pod analognim uvjetima za c.

NekaA E 3Ixp,

nekaA U {p(c/x)} E g (c se ne javlja u lanovima, u3xp ni uq),
— nekaA [~ q,

— dakle, ima modedt takav dali E A, ali 0t | q,

— dakle, 9t £ p(c/x) (v. drugu pretpostavkuy)

— dakle,Mt = Axp (v. prvu i Cetvrtu pretpostavku)

— neka jeMt’ kao iM, osim Sto[c]™ zadovoljavap (M’ E Ixp jer M = Ixp),
—tadadV E A (kao i), M = p(c/x),

—ali M’ £ q (kao niMt),

— dakle,A U {p(c/x)} ¥ q (suprotno drugoj pretpostavgi)
dakle,A E g (red. ad absurdum)

d) Dokazite zavjezbuinduktivni korak za sluCaje uwdenja i iskljuCenja
istovjetnosti.

Slijedi da jesustav naravne dedukcije za logiku prvoga reda s isto-
vjetnoStu pouzdan

Slucaj a) osnovice i slucaji a) i b) induktivhoga korakja ¢iva dokazna
pravila za iskaznu logiku) dostaju za dokaz pouzdanostukigchoga sus-
tava iskazne logike. Slucaj b) osnovice, kao ni slucanpdpktivhoga koraka,
nisu potrebni za dokaz pouzdanosti logike prvoga reda bezjenosti. -

10.2 SUVISLOST DEDUKTIVNOGA SUSTAVA

DeriNicia 10.1 (SyvisLoOST (KONSISTENTNOST) DEDUKTIVNOGA SUSTAVA) Sustav je
logike prvoga reda s istovjetnoScu suvisao akko u njemnpagICci i p i—p.
Suvislost deduktivnoga sustava slijedi iz njegove poundtin

Stavak 10.1 Deduktivni sustav logike prvoga reda s istovjetnoSCujgsao.

Dokaz

— Neka + p, =p (). neka sustav nije suvisao)

— dakle, = p, =p (prema poucku o pouzdanosti)
— dakle, za svaki model prvoga retda 9t = p, —p,
dakle, ¥ p,-p. H
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POTPUNOST DEDUKTIVNOGA SUSTAVA

11.1 PRETHODNA SINTAKTI CNA RAZMATRANJA

Zadrzimo se najprije na sintaktichim pojmovima maksinogja suvisloga
skupa,w-potpunoga i zasicenoga skupa, te na nekim njihovim sviojst.
Nakon sto uvedemo i semanticki pojam kanonskoga modedéi cemo dati
dokaz potpunosti deduktivhoga sustava logike prvoga reedkader i logike
prvoga reda s istovjetnoscu). — Napomenimo dagaviislost sustavain-
taktiCki pojam, iako smo ju u prethodnome poglavlju dokgzamocu pouz-
danosti sustava, dakle na temelju zakljuCivanja koje jautlgje semanticke
pojmove.

11.1.1 Maksimalan suvisao skup iskaza

Sto je maksimalan suvisao skup?

Definirajmo najprije maksimalan suvisao skup iskaza u liqgioga reda
bez istovjetnosti i dokazimo neka zanimljiva i vazna steg maksimalnih
suvislih skupova. Podrazumijevamo da se uvijek radi o iskagezika . i
deduktivhome sustavu logike prvoga reda bez istovjethkagtsmo defini-
rali u prvome dijelu ovih skripta.

Dermnicoa 11.1 (MaksIMALAN suvisao skup) I'®je maksimalan suvisao skup
iskaza akko je

211
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1. I'M*suvisao, a
2. svakipravi nadskup skupA™®* nesuvisao.

Opcenito kazemo (u teoriji skupova) dajegravi nadskupskupal’, tj. A D
I', akko je (a)A nadskupskupal (A 2 T, tj. svi Clanovi skupd” Clanovi su
skupaA), i (b) ima €lan skupa\ koji nije Clan skupal'. U istome sluCaju
kazemo i da jd pravi podskup skupa, tj. I" C A.

Sravak 11.1 Ako je iskaz p dokazljiviz maksimalnoga suvisloga sHUp3
onda je p Clanm™® Krace

akoI"™™+ p, onda pe I'™*

Dokaz

Neka jel™** maksimalan suvisao skup
Nekal"m®+ p
— nekap ¢ '™

— dakle,I'®*U {p} je nesuvisao prema definiciji 11.1

— dakle, '+ —p poopceni stavak 3.5

—ali Ik p druga pretpostavka

— dakle, ' je nesuvisao poopcena def. 3.7 nesuvisloga skupa
—aliI'#*je suvisao prema def. maks. suvisloga skupa
dakle,p € I'™& red. ad absurdum-

Lindenbaumova lema

Lema 11.1 (LinpEnBaumova LEMA) Svaki suvisao skup iskaza podskup je ba-
rem jednoga maksimalnoga suvisloga skupa.

Dokaz
Dokaz se sastoji od dvaju dijelova:

1. izgradnja nadskup@ za po volji izabran suvisao skup

2. dokaz da je sku@ maksimalan suvisao skup.
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1. Izgradnja nadskup® za po volji izabran skup
Svi se iskazi jezikaZ,- mogu poredati u niz

P1, P2, P3, - - -

tako da svaki iskaz dobije kao pokazatelj pozitivan cijebjbte mozemo
govoriti o prvom, drugom, trecem itd. iskazu. Primjericetu svrhu mogu
posluziti Godelovi brojevi (v. Godelov dokaz poucka epotpunosti), koji
se dobiju na temelju posebno odemih brojeva simbola i brojeva mjesta na
kojima se simboli pojavljuju u iskazu.

Polazimo od zadanoga suvisloga skupa iskaza I'; i razmatramo is-
kaze jedan po jedan, dodajuci ih prethodno dobivenomutslakio time
dobivamo suvisao skup. Dobivamo niz skupdyal 5, T3,. .. :

I'; je polaziSni suvisao skup.

I'; - razmatramo Cini li skupp’; proSiren iskazonp; suvisao skup:
akodal,; =T1U{pi},
akonel', =T7.

I'; - razmatramo Cini li skuf’, prosiren iskazonp, suvisao skup;
akodal's =T2U ({pz},
ako nels=1I5.

itd.

Opcenito:

o MU {p,} ako jel’,U {p,}suvislo
17T, inace

Svaki je od skupova u izgdenome nizu podskup iducega,Iij, C I'y,1.

Sada definiramo sku@ kao uniju svih skupova u izgdgnome nizu,
UnTh, tj., skup koji sadrzi svaki iskaz koji je Clan barem jedacskupa u
nizu. (Primijetimo da u drukCijem poretku iskaza, i skupI', moze biti
drukciji.) 1z toga slijedidd” =T'; C ©.

2.Dokaz da je® maksimalan suvisao skup
U skladu s definicijom 11.1 maksimalnoga suvisloga skupadojemo
dvije stvari:
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a) da je® suvisao,

b) da je svaki pravi nadskup skuganesuvisao.

Dokazzaa) (O je suvisao). Ako je nesuvisao, neki je njegov konacan
podskupA nesuvisao (jer dokaz uvijek ima konaCan skup pretpostgvak
poopcena def. 3.1 za logiku prvoga reda).Nje podskup nekoga podskupa
I'h iz niza skupovd™y,I'5, T3, .. ., jer je svaki Clan skupd, ako je ujedno i
Clan ®, morao biti dodan u nekom koraku izgradnje skigparada je il
nesuvisao (poopceni stavak 3.4), Sto protuslovi nagiaainje podskupova
I'1,T5,T3,. ... Evo preglednije toga dokaza.

- Neka je® nesuvisao.

- Dakle, neki je konacan podskup od ® nesuvisao (poopcene def. 3.7
nesuvislosti i 3.1 dokazas ne mora biti neki skup’ iz izgradenoga
niza),

-ali A c T, gdje pm € A ima najveci redni broj u skupy, am < n,

- dakle,I'; je nesuvisao (poopceni stavak 3.4)

- ali, svaki je skuf’j u nizul'y, I, I3, ... suvisao (prema nacinu gradnje
skupova ', I5,13,...)

- dakle,I', je suvisao, Cime dobivamo protuslovlje.

Dakle,® je suvisao (red. ad absurdum).

Dokazzab) (svaki je pravi nadskup skugnesuvisao).
U gradnji skupad razmatraju se svi iskazi, pa je svako suvislo proSirenje
skupa® vet izvrseno u gradniji:

Neka® c @’
— neka je®’ suvisao
— dakle, imap; takav dap; ¢ ® i p; € ® prema def. pravoga nadskupa

— dakle,® U {p;} je suvisao prema pooptenom stavku 3.4

— dakle jel’; U {p;} suvisao I je skup u postupku izgradnje sku@a
— dakle,p; € Ti;1 prema postupku izgradnje sku@a

— dakle,p; € ® prema definiciji skup®

dakle,®’ nije suvisao.

Drugim rijeCima,® nije pravi podskup nijednoga suvisloga skupa. To, za-
jedno s dokazanim uvjetomn), da je® suvisao skup, dokazuje da@emak-
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simalan suvisao skup (prema dvama uvjetima u definiciji frfaksimalnoga
suvisloga skupa). -

Clanstvo u maksimalnome suvislome skupu
Sravak 11.2 Ako jeI'**maksimalan suvisao skup, onda

1. -p e I'M*akko pg I'™&X

2. pAQqeI™*akko pe I'®iq eI

3. pvqeI™*akko pe I'#iliq e I'&X

4. p— qeI™*akko pg I'2*iliq € &

5. pe qel™®™akko pge I ili p,q ¢ ™2

Dokaz
1. a) Neka-pel™ b) Nekap ¢ I'™X
—nekap € I'aX dakle, I'™®*U {p} je nesuvislo
—dakle,{p, —p} € ™ (definicija 11.1),
—dakle, I"™®je nesuvisao, dakle,I'**+ —p (poopceni stavak 3.5),
Sto protuslovi pretpostavci, dakle,—p € I'#®*(stavak 11.1).

daklep ¢ I'"®*(red. ad absurdum).
Dakle,—p € I'®akkop ¢ I'™&X

2. a) NekapAqelI™ b) Vijezba!
dakle,{p A g} € ™%
{pAdi+pQ,
dakle,I'**+ p,q
daklep,qe '
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Dakle,p A g e I'M**akkop,q € '

3. a) NekapvgeIl™ b) Nekap e I'ili ge I
—nekap, q ¢ '™ dakle,{p} c I'&ili {q} c '™
—dakle,{pV q,—-p,~q} € T™ {pt+pvaiagrpvguv),
(slu€aj 1 ind. koraka) dakle,I'™**+ p v g (poopceni stavak 3.1)
—{pV q,—p, —q} je nesuvislo dakle,p Vv g e I'M**stavak 11.1

(De Morganovi zakoni),
—dakle,I'"®*je nesuvisap

Sto protuslovi pretpostavci,
daklep e I'a&ili q e I™a*

(red. ad absurdum).

Dakle,pVv g e I'**akkop e I'ili qe ™
Slucaji se 4. i 5. stavka 11.2 dokazuju slicuokaziteh za vjezbu). 4

11.1.2 w-potpun skup iskaza

Prije definiranja pojmav-potpunoga skupa uvodimo jednostavan postu-
pak mnozenja pokazatelja na predmetnim konstanatamamsek@me zada-
nome skupu iskaza), kojim osiguravamo beskonacnu zabkiinrineparnih)
konstanata. Ta ce nam zaliha biti potrebna pri izgradrgiotpunih skupova.
Evo najprije stavka o skupovima samo s parnim pokazateljiemkonstan-
tama.

Sravak 11.3 Neka jel” suvisao skup iskaza, & skup koji je nastao od
mnozenjem svih pokazatelja na predmetnim konstantama'sj@.suvisao
akko jel” suvisao.

Dokaz Ako je TP nesuvisao, T je nesuvisao, jer ako ima dokaz nesuvis-
losti I'” (dokaz protuslovlja iZ""), onda gotovo jedanak dokaz vrijedi i kao
dokaz nesuvislosii. Razlika je samo u pokazateljima na konstantama zada-
noga skupa i, prema slucaju i potrebi, u novouvedenim lesrtama (jer pri
primjeni pravila 1 i u¥ konstante moraju biti nove). — Zbog istoga razloga
vrijedi da, ako je nesuvisao, I'" je nesuvisao. -



11.1. PRETHODNA SINTAKTCNA RAZMATRANJA 217

Sto je w-potpun skup iskaza?

Dermnicua 11.2 -potpun skup) Skupl™ jest w-potpun akko za svaku for-
mulu p s jedinom slobodnom varijablomima barem jedna konstanta
iz nekoga skupa predmetnih konstanktaakva dal” U {3axp} + p(k/X).

Predmetnu konstantu k iz gornje definicije nazivljeswedokom za skup
I.

Lema o w-potpunome skupu

Lema 11.2 (Ow-porPUuNoME skUPU) Svaki je suvisao skup samo s parnim poka-
zateljima na predmetnim konstantama podskup barem jedsingalogaw-
potpunoga skupa.

Dokaz Dokaz se (slicho dokazu Lindenbaumove leme) sastoji @judv
dijelova:

1. izgradnja nadskupa skupaza po volji izabran suvisao skup pri
c¢em ul’ predmetne konstante imaju samo parne pokazatelje,

2. dokaz da je\ suvisao iw-potpun skup.

1. Izgradnja nadskupa za po volji izabran skup’ samo s parnim kons-
tantama

Sve formule jezikaZ}, koje imaju samo jednu slobodnu varijablu (koja se
moze u formuli javljati viSe puta), poredamo u niz, takodidijemo prvu,
drugu, trecu itd. takvu formulu:

P1, P2, P3, - - -

Takader, sve predmetne konstante jezikg poredamo u niz prema abeced-
nom redu i prema pokazateljima tako da dobijemo prvu, dragéu itd.
konstantu:

c,decs,...

Nekal' = I';. Sada tvorimd™;, tako da skupu’; dodamo formulidxp; —
p1(k1/X), gdje p; sadrzi slobodnu varijablu x, & lge prva konstanta u nizu
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konstanata koja nije sadrzand uni u p, (dakle, to ne mora biti abecedno
prva konstanta uopce;). Slicho tvorimoI's dodajuci skupu™, pogodbu
Axp, — pa(ka/x), gdje p, sadrzi slobodnu varijablu x, & e druga kons-
tanta u nizu konstanata koja nije sadrzaria i u p,. Dakle,

I't=T,

[ =T1 U {3xps — pa(ka/X)},
I3 =T U {3xpz — pz(k2/X)},
itd.

Opcenito:
[ =T U {3Xpy — pn(kn/x)}’
gdje je
pn N-ta formula koji sadrzi samo jednu slobodnu varijablu, x, a
k, abecedno prva predmetna konstanta koja nije sadrzanapu Ekuni u

Pn.
NekaA = | JTI',. Tada vrijedidd =T C A.

2. Dokaz da jeA suvisao iw-potpun skup.
U tome je dokazu sadrzano sljedepge
a) suvisao,

b) w-potpun.

Dokazzaa) (A je suvisao).

I'; = T" jest suvisao prema pretpostavci.

Ostatak se dokaza provodi matematickom indukcijom:
Osnovica

Iy U {3xp; — pu(ke/X)}(=T?) je suvisao
Induktivni korak

Ako je skupl', U {3xpn, — pn(kn/X)} suvisao,
onda je i skufd .1 U {IXPns1 = Prr1(Knia/X)} SUVisao.
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Zaglavak
A = UpTh je suvisao.
Dokaz osnovice

—Neka jel'; U {Ixp; — pi(k1/X)} nesuvisao

—dakle,I'y + =(3xp; — p1(k1/X)) poopceni stavak 3.5
—dakle,I'; + Axp; prema ded. sustavu
—dakle,I'; F =p1(Cy/X) prema ded. sustavu
—dakle,I'; F YX=py uv, jer je k; nova konstanta
—dakle,I'; F =3xp; prema ded. sustavu,

protuslovlje
Dakle,I'; U {3xp; — p1(ki/X)} je suvisao skup

Dokaz induktivhoga korakaokazuje se slicno kao i osnovica.

Primijetimo kako nam je u dokazu osnovice (a slicho je i uankin-
duktivhog koraka) poziv naovukonstantu ¢ omogucio uvdenje optega
koliCitelja i izvodenje protuslovlja. Zbog istoga se razloga i u proSireni s
koga skupd', kao oprimjerujuca konstanta rabi uvijek nova konstanta c
Upravo zboga toga nam je i bila potrebna beskonacna zatifaidn hnepar-
nih, konstanata, koja je osigurana mnozenjem s 2 svakoigazptelja na
konstantama u polaznome skupu.

Dokazzab) (A je w-potpun). ProSirimo skup. bilo kojim opstojnim is-
kazom3xp, gdje p ima x kao jedinu slobodnu varijablu.

Axp - pk/x) € A prema nacinu gradnj&
dakle,A U {Ixp} + p(k/x) i —

Prema tome\ je w-potpun skup.

Sravak 11.4 Ako jel’, w-potpun skup, onda je i svaki njegov nadsKup
w-potpun.

Dokaz Opcenito, prosirenjem skugau skupI” dodavanjem novih iskaza,
posljedice dokazljive iz ostaju dokazljive i iz skup&” (prema poopcenju
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stavka 3.1 za logiku prvoga reda).

Nekal',, + Ixp — p(c/x),te
nekal', CI7,
dakle,I" + Ixp — p(c/x).

Prema tome, ako €, w-potpun, onda je i njegov nadskuip, takader w-
potpun. -
11.1.3 Zasten skup

Sto je zasten skup?
Derinicia 11.3 (Zasicen skup) Kazemo da je skup iskazazasicen akko je
I' maksimalan suvisaow-potpun skup.

Clanstvo u zas€enome skupu

O svakome zasicenome skupu vrijedi sljedeci stavak:

Sravak 11.5 (Ozasicenome skupu) Ako jelM® zasicen skup iskaza, onda vri-
jedi:

1.-5.kao i u stavku 11.2,

6. Vxp € I'N* akko za svake, p(c/x) € I,

7.3xp e I'N* akko za neke, p(c/x) € N

Dokaz

Slucaj 6.

Vxp ¢ I1® akko —Vxp e " (stavak 11.2)
akko Ix-pe M (stavak 11.1)
akko barem za jedan ep(c/x) € I (jer je "™ w-potpun, i—)
akko nije za svaki cp(c/x) € I'"® (stavak 11.2) -

Slucaj 7. Dokaz slijeva nadesno temelji searpotpunosti skup&?® i na
pravilu i—. Dokaz zdesna nalijevo temelji se na pravitli u
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11.1.4 Kanonski model i zadovoljivost zagienih skupova
Sto je kanonski model

Neka jeI'"® zasiten skup. Tvrdimo da je i zadovoljiv, i to sljedeCim,
kanonskim, modelormika™:

DEriNicua 11.4 (KaNONsKI MODEL 90i@" = (Dkan qkany 7, 7xq1¢en skup M2

1. D& = skup svih predmetnih konstanata jezika,
2. za svaku predmetnu konstaetd<a"(c) = c,

3. zasvaki prirok", (cy, . .., C) € TXY(P") akkoPg...c, € I,

Zadovoljivost zasicenih skupova

Sljedeci stavak tvrdi da kanonski modét®" izgraden prema maksimal-
nome iw-potpunome suvislome skupt]® zadovoljava skup’"®.

Sravak 11.6 (KanoNska zapovoLivosT) Za svakiiskaz gtk £ p akko pe

max
max,

Dokaz Provodi se matematickom indukcijom.
Osnovica

Za svakiiskaz s 0 pojavaka djelatelja)i@" = p akkop € I'M&x,
Induktivni korak

Ako za svaki iskaz s nili manje pojavaka djelatelj@)i*®" = p
akkop e '

w )

onda za svaki iskag sn+ 1 pojavkom djelateljapi®" = p akko
pe max

Zaglavak

Za svaki iskazp, M " = p akkop € I™Max
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Dokaz osnovice
Kako svaka predmetna konstant®ii®” zna¢i samu sebe, jasno je da

Mk = P, ... ¢, akko(cy, ..., Gy € TF(PY).
A iz definicije kanonskoga modela dalje proizlazi da
(C1,...,Chy € TF(P") akko Pg...c, € T

Dokaz induktivhoga koraka
Zadrzimo se na nekim slucCajima iskagzaluljinen + 1.
Slucajp = —q
Man = ~q akko M q
akko g ¢ I'M® (ind. hipoteza)
akko —q e I'"®(stavak 11.5).

SluCajp=qgAr

M= gar akko M q,r
akko g,r € I (ind. hipoteza)
akko @Ar)eI® (stavak 11.5).

Slucajp = 3Ixq.

Mk = Ixq akko neki predmet c zadovoljagaza Mk
akko Mk = g(c/x) (jer c oznatuje sebe)
akko q(c/x) € I (ind. hipoteza)
akko Ixqe I'M*™(stavak 11.5).
Ostali se slucaji dokazuju slicno. Time smo dokazalglavakda je svaki

iskaz istinit u kanonskome modelu akko je ¢lan maksimagnsgyisloga i
omega potpunoga skupa-

KoroLarw 11.1 [Zadovoljivost zasicenoga skupa] Svaki je zasicen skup i
kaza zadovoljiv.
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Dokaz Na temelju stavka 11.6 vrijedi da se za svaki zasicen skufenm
graditi kanonski model koji zadovoljava skup-

Vrijedii sljedeci
Sravak 11.7 ' je zadovoljiv akko j& zadovolijiv.

Dokaz Kljuc je dokaza sljedeca Cinjenica. Ako je iskpzadovoljiv nekim
tumacenjeny” (u modeludt), onda je zadovoljiv i iskap’ koji je kao i p
samo 5to su svi pokazatelji na konstantama pomnozenit® 2umacenjem
7" (u modeludt’) koje je kao i7", s time da7 (c,) = 7'(Cz). Vrijedi i
obratno. -

Iskazna logika i logika s istovjetnascu

NaroMeNnA 11.1 (kkazna LoGgikA) Zaiskaznuje logiku dostatno za dani mak-
simalan suvisao skup"® definirati kanonsko tumacenje " gdje

za svako iskazno slow 7 *"(P) = i akkoP e I

Tada iz definicije kanonskoga tumacenja slijedi da za spakiostavan is-
kaz P,77%@" = p akko R I'™® Na temelju toga i onih dijelova prethodnoga
dokaza (za logiku prvoga reda) koji se tiCu sastavljenkama, lako je uvi-
djeti da tumacenjg*@" zadovoljava skup™®. Prema tome je u iskaznoj
logici svaki maksimalan suvisao skup zadovoljiv.

NAPOMENA 11.2 (RRIROCNA LOGIKA S FUNKCIJSKIM SIMBOLIMA) Za prirocnu logiku
sfunkcijama dokaz treba proSiriti:

Funkcijski simbol ) se u kanonskome modelu za maksimalan suvisao i
w-potpun sku@ ™ tumadci kao i obitno, tj77@(f) je funkcijaf: (D) —s
Dka" Sada pooptavamao dokaz stawkd®" | p akko R ' tako da,
umjesto oprimjerujucih konstanata, govorimo o oprimjagim zatvorenim
predmetnim oznakama (slucaji jednostavnih i pokoliGakaza). Tako, pri-
mjerice, u slu€aju jednostavnih iskaziaj¢ zatvorena predmetna oznaka),
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dokaz glasi ovako:
MEPY...t, akko (Cy....,C,) € T(P"), gdiec = [t
akko Pg...c,e I
akko Pt;...t, e I™jer {Pq...C} F Ph...t,

11.2 POWAK O POTPUNOSTI
11.2.1 Logika prvoga reda
Dokazimo najprije sljedecu tvrdnju:
Stavak 11.8 Ako je skup iskaza suvisaoA je zadovoljiv.
Dokaz

- Neka jeA suvisao,

- dakle, suvisao je AP (stavak 11.3),

- AP je podskup barem jednoga suvisloga skapaoji je w-potpun (lema
11.2),

- A, je podskup barem jednoga maksimalnoga suvisloga skUp&(Lin-
denbaumovalema 11.1),

- A = AT 1. jestw-potpun (stavak 11.4),

- dakleA” ¢ AM¥ (def. nadskupa),

- A" je zadovoljiv (modeloni@", stavak 11.6),

- dakle, iAP je zadovoljiv,

- dakle, iA je zadovoljiv (stavak 11.7),

dakle, ako jeA suvisaoA je zadovoljiv.

Dokazimo sada i sam poucak o potpunosti:

Poucak 11.1 (Rucak o porpunosti) AkoI' E p, ondal + p.
Dokaz

Ako je A nezadovoljivA je nesuvisao (prema gornjem stavku 11.8),
dakle, ako jd" U {—p} nezadovoljivo, onda j€ U {—p} nesuvislo (aka\ =

Fu{=-p}),
dakle, akd" = p, ondal + p.
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11.2.2 Istovjetnost

Najprije je potrebno nadopuniti stavak 11.2 o Clanstvu ksiraalnim
suvislim skupovimal(™#), i to dvama slucajima.

a) c=cel™ zasvaku predmetnu konstantu c
Dokazse osniva na deduktivnome pravilg.u

b) Ako c=deI'® onda za svaki iskap(d) € I'® p(c/d) e T™ i
za svaki iskazp(c) € '™ p(d/c) e I™&X

Dokazse osniva na deduktivnome pravikl. i

Potrebne su odgovarajuce promjene i u dokazu poucka ovahidosti
maksimalnoga suvisloga skupa sa svjedocnim skupom kaaistaKako se
sada javljaju i istovjetnosni iskazi, moramo napustitijidda svaka pred-
metna konstanta oznacuje sebe i dopustiti da viSe predmkobnstanata
moze oznacivati istu konstantu. Uvodimo pojetovrijednosnoga razreda

[c]:

DerFiNicA 11.5 (KTOVRIJEDNOSNI RAZRED KONSTANATA, [C], U MODELU It)
[c]={c | MECc=C}.

Sada definiramo kanonski modeifa™:

DEriNicua 11.6 (KaNONsKI MODEL 9)iK@™ = (Dkam= gkan=y 7, q1¢EN0GA SKUPA T

1. D™ = skup svih istovrijednosnih razreda za svaku predmetnu-kons
tantu jezika?,-,

2. za svaku predmetnu konstaetd <3 (c) = [c],

3. za svaki prirok" (uklju€ujuci i =), ([c4],...,[cn]) € T*@=(P") akko
PG...c,e ™

4.

Dokazujemo da je svaki iskgzistinit za model)i*™, izgraden za maksi-
malan suvisao w-potpun skug™®, akko jep Clan skupd™®. Dokaz je
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slican dokazu za logiku bez istovjetnosti s time da u ostiowatematicke
indukcije dodajemo slucaj za istovjetnosne iskaze:

MA™ = ¢ = ¢y akko g = ¢, € TN

Dokaz

Mmka= = ¢ =, akko 7K™ (cy) = 7K™ (c,)
akko [g] = [c;] (def. 11.6)
akko zasvakig,c,’ zakoje g =c,’,c, = ¢ e [N vrijedi da
C’ =¢c e [M*(def. 11.5, 11.6)
akko g =c, eI (jer ¢, = ¢y, ¢ = ¢ € I slijeva na desno,
ijer{c;’ =c1, ¢ =CpC =G’} E C =y, zdesna na lijevo).

Ostali se slucaji dokazuju slicno kao i za prirocnu lagbez istovjetosti.

11.3 ZADOVOLJIVOST, PREBROJIVOST, KONA CNOST

Najprije dokazimo tvrdnju:
Stavak 11.9 Ako jel” zadovoljiv, onda jé&" suvisao.

Dokaz

- Neka jel’ nesuvisao

-dakle,I'+ p,—p

- dakle,I" = p, —p (poucak o pouzdanosti)

- dakle,I' je nezadovoljiv (stavak 4 iz 12.1)

dakle, ako jd” zadovoljiv, onda jd" suvisao (protupostav).

11.3.1 Lbwenheimov i Lowenheim-Skolemov podak (silazni)

Razlikujmo izbrojive i prebrojive skupove. Prebrojiv jeasv skup koji je
jednakobrojan skupu pozitivnih cijelih brojeva. Takav fengerice skup svih
predmetnih konstanata jezik#, ili Z,= (kao i sam skup pozitivnih cijelih
brojeva, ili skup prirodnih brojeva, ili skup racionalnihdpeva). Neprebrojiv
je, primjerice, skup svih realnih brojeva.
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Poucak 11.2 (LowenHEMOV PouCAak) AKo je iskaz p zadovoljiv, zadovoljiv je
nekim modelm s prebrojivim predmetnim podrucjem.

Poucak 11.3 (LoweNHEIM-SkoLEMOV POUCAK) Ako je skup iskaz& zadovo-
ljiv, zadovoljiv je nekim modelm s prebrojivim predmetniodcjem.

Dokaz

Neka jel’ zadovoljiv,

dakle,I' je suvisao (stavak 11.9),

dakle,T" je zadovoljiv kanonskim modelomi®" ili njegovom inacicom
Nkav pri éem za svaku konstanty koja se javlja ur', 7¥7(c) =
ykan(Czi),

dakle,I" je zadovoljiv u modelu s prebrojivim skupom predmetnih kans
nata kao predmetnim podrucjem (poucak o potpunosti).

Dakle, ako jd" zadovoljiv,I" je zadovoljiv modelom s prebrojivim predmet-
nim podrucjem

Lowenheimov i Lowenheim-Skolemov poucak, kako smo itnfolirali,
ne stoje za priro¢nu logiku sstovjetnoscu. Jer predmetno podrucje u ka-
nonskome modelu moze biti samo jedan predmet. Tako jeskazi

YXX=C

istinit samo u modelu s jednoclanim predmetnim podrucj&a, za lo-
giku prvoga reda s istovjetnoScu vrijede preformulatif@gvenheimova i
Lowenheim-Skolemova poucka, tako da umjesto rijeCelpojiv’ stavimo
“izbrojiv” (zasto?).
11.3.2 Kompaktnost
Poucak 11.4 (Rucak o kompakTNOSTI) AKO je svaki konacan podskiigkupa
A zadovoljivA je zadovoljiv.
Dokaz

- Neka jeA nezadovoljiv,
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- dakle,A je nesuvisao (stavak 11.8),

- dakle, ima neki konaCan nesuvisao podskupd A (poopcena def. 3.1
dokaza),

- dakle, ima neki konaCan nezadovoljiv podsKupd A (stavak 11.9),

dakle, ako jeA nezadovoljiv, ima neki njegov nezadovoljiv podsKup

dakle, ako je svaki podskupzadovoljiv,A je zadovoljiv.
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