Nizovi

1. Nizovi

Svako preslikavanje a : N — R naziva se niz realnih brojeva.

Ispisemo vrijednosti niza a:
a(1),a(2),a(3),...,a(n),...
pa uz oznaku a, = a(n), n € N dolazimo do uobitajenog prikaza niza:
d1,d2,ad3,...,dny.--

Oznake: (a,) = niz, a, = opdi ili n-ti €lan niza.
Primjer

Q a, = %, neN

Q@ a,=(-1)",neN

o o _ apt1 . . . .
Q@ a=la=2a4="2neN (ovaj niz je zadan rekurzivno)

IspiSite prvih nekoliko ¢lanova ovih nizova.

v
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KaZemo da je niz (a,)
@ ograniten odozgo, ako postoji M € R takav da je a, < M za sve
neN;
@ ograni¢en odozdo, ako postoji m € R takav da je a, > m za sve
neN;
@ ogranicen, ako postoje m, M € R takvi da je m < a, < M za sve
neN.

Primjer

Koji od sljededih nizova su ograniteni (odozgo/odozdo)?
Q@ a,=;5,neN,
Q@ a,=(-2)",neN,

e an:n2,nEN.
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KaZemo da je niz (ap)
@ rastuéi, ako a, < apq1 zasve n € N;
@ padajuéi, ako a, > api1 za sve n € N;

@ monoton, ako je rastudi ili padajudi.

Prema tome, kod rastu¢eg niza imamo

aa<a<a<a<...

a kod padajuceg
ap>a>ay>ag > ...

Primjer

Koji od sljedecih nizova su rastuéi/padajuéi/monotoni?
Q@ a,=nncN,
Q a,=10—n,neN,
Q@ a,=1+(-1)",neN. )
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Nizovi

Aritmeticki niz

Niz realnih brojeva (a,) je aritmeticki niz ako vrijedi
an+1 — ap = const, Vn € N.

Broj d := a,t+1 — a, nazivamo razlika ili diferencija aritmeti¢kog niza.

Na primjer, 1,2,3,4,5,..., tj. a, = n je aritmetitki niz (a; = 1,d = 1).
Opdi €lan aritmeti¢kog niza

az—alzd
33—32:0'

dp—1 — dpn-2 = d
an—ap_1=d

apn=a+(n—1)d.
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Nizovi

Zasto se ovakvi nizovi nazivaju aritmetickim?

AritmetiZka sredina dva broja x i y ratuna se kao *3X.

Ako je (an) aritmetiZki niz tada vrijedi
ap-1+any1  a+(n—2)d+a+nd

2 = 2 1+(n_1)d—ana

dakle, svaki &lan niza (osim prvog) je aritmeti¢ka sredina svog
neposrednog prethodnika i neposrednog sljedbenika.

Napomena

Aritmeticki niz je rastuéi < d > 0.
Aritmeti¢ki niz je padaju¢i < d < 0.
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Nizovi

Suma prvih n €lanova niza S, .= a; +a>+ ...+ a,
ai+ap=2a+(n—1)d

a+ap-1=2a+(n—1)d
az+ap_p =2a; + (n = l)d

)

apn—1+ax=2a+(n—1)d
an+a=2a+(n—1)d

2(a1+...4+ap) = n(a1 + (n—1)d).
n(n—1)

d.
2

S, = na; +
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Nizovi
Geometrijski niz

Niz realnih brojeva (a,) je geometrijski niz ako je a;—:l = const,Vn € N.
Broj g := % nazivamo kvocijent geometrijskog niza. (Pritom je

a1#0,q#0.)

Niz 1,2,4,8,16,..., tj. a, = 2" je geometrijski niz (a1 = 1,9 = 2).

Opdi €lan geometrijskog niza

an  __ )
an—1

an—2
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Nizovi

Zasto se ovakvi nizovi nazivaju geometrijskim?

Geometrijska sredina dva broja x i y rauna se kao ,/xy.
Ako je (a,) geometrijski niz tada vrijedi

\/m = (alq"_2)(alq") = alqnfl = ap,

dakle, svaki &lan niza (osim prvog) je geometrijska sredina svog
neposrednog prethodnika i neposrednog sljedbenika.

Napomena

Geometrijski niz je rastuéi < g > 1.
Geometrijski niz je padajuéi & g < 1.
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Nizovi

Suma prvih n €lanova geometrijskog niza S,, .= a; +a + ...+ a,

S, = a1 +alq+a1q2+...—|—alq”_1
—qSn, = —aiq—a1q® — ... —aiq" ' — a1q”

(1-9)Sh=a1 —aq”
1—4qg"
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Nizovi
Gomiliste niza

KaZe se da je a € R gomiliste niza (a,,) ako u svakoj okolini od a ima
beskona¢no mnogo ¢&lanova tog niza.

Primjeri:
Q Niz (—1)",n € N ima dva gomilista,
o 1 je gomiliste, jer se u svakoj okolini od 1 nalaze svi €lanovi ax, k € N,
dakle, njih beskona¢no mnogo;
o —1 je gomiliste, jer su u svakoj okolini od —1 svi &lanovi axc—1, k € N.
© Niz a, = n nema nijedno gomiliste.
O Niz a, = % ima jedno gomilidte i to je 0. (Uo&imo da se u svakoj
okolini od 0 nalaze "skoro svi" &lanovi nizal)

© Odredite, ako postoje, gomilista niza a, = (—1)" + %
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Nizovi
Limes niza

KaZe se da je a € R limes niza (a,), pise se lim,_, a, = a, ako
(Ve > 0)(3no € N) : |a, — a| < &,Vn > np.

Niz je konvergentan ako postoji limes niza, u suprotnom je divergentan.
Jos se kaze da niz konvergira, odnosno divergira.

Primjeri:
Qa,=1= lima,=0.
n—oo
Q a,=a=const= lim a, = a.
n—o0

Q@ a, ="l = |im a,=1.
n—o00
n2, n paran;

nema limes, dakle divergentan je.
1, n neparan.

Qo Nizan:{
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Nizovi

Neki vazni limesi

1
im —=0(peR,p>0) lim v/n=1
P n—00

n—oo N

: n __ _ : n/ o

lim a =0(ac(-1,1)) nll_)n;o\/E 1(a>1)
1

lim (1+-)" = e

n—oo n
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Teorem
© Konvergentan niz ima samo jedan limes.
© Konvergentan niz je ogranicen.
© Ogranicen i monoton niz je konvergentan.
© Neka su (ap), (bn) i (¢n) nizovi takvi da postoji ng € N sa svojstvom
da je a, < b, < ¢, n > ng.

Ako je lim a, = lim ¢, =a € R tada je I|m bn
n—o0 n—oo

© Neka su (ap) i (by) konvergentni nizovi. Tada vruedl
O lim (a,£b,) = lim a,£ lim b,.
n— o0 n—oo n— oo
@ lim (a,b,) = lim a,- lim by.
n—o0 n—o0 n—o0

@ lim (ca,) = c lim a, za svaki c € R.
n— o0 n— o0

2 lim a,
© Akoje by #0i lim b, #0, tada lim % =122
n—oo by, lim b,
n—oo
) o ) A ) lim b
@ Akojea,>0i lim a, >0, tada lim (a,)™ = ( lim a,)n—o°
n— o0 n—o0 n— o0
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Nizovi

Primjer
3,1 I (§ + =)
||m 3n+ 1 _ ||m n + n? (_) nl—>n;O n n2
2 - 4 =
e 2nt A An o nneo 245 lim (2+°)
n—o0o

1
lim —+ lim — 3 lim —+ lim —
(1) nsocon nooon?2 B) "nocon  n—oo n?

4 1
lim 2+ lim — lim 2+4 lim —
n—oo n—oo N n—o0 n—oo N
_ 3~0+02_0
2440 7 )
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Nizovi

Nizovi s beskona¢nim limesima

Limes niza, ako postoji, je realan broj. Neki nizovi neograniceno rastu,
kaZemo da teZe u beskonalnost. Na primjer, niz
a,=n>:1,4,9,16,25,....

Niz realnih brojeva (a,) konvergira k co ako

(VM > 0)(3no € N) t.d. a, > M,¥n > ny.
Niz realnih brojeva (a,) konvergira k —oo ako

(Ym < 0)(3np € N) t.d. a, < m,Vn > ny.

Pisemo: lim a, = oo, odnosno, lim a, = —o0.
n—o00 n—oo
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Teorem
Neka su (an), (bn), (cn) nizovi za koje je

lim a, =00, lim b,=00, Ilim ¢c,=c.
n—o0 n—o0 n—o0

Tada vrijedi
@ lim (a, + by) = 00 (00 + 00 = 00);

(2 Ii_)m (antcp) =00 (0o c=o0);

(3 Ii_)m(a,,b,,):oo (00 - 00 = 0);

. oo, akoc>0;
° nI|_>n;o(c,,a,,){ —o0, ako ¢ < 0.

(c-00 =00 ako je ¢ > 0,c- 00 = —o0 ako je ¢ < 0)
Q@ lim =0 (£ =0)

n%ooan

Neodredeni izrazi: oo — oo, —o0 + 00,0 - 00, =2, 00, 6c?

0
' Too? 10
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Eksponencijalni rast populacije

Promatramo populaciju bakterija koje se raspolavljaju (od jedne nastaju
dvije) svakih 20 minuta. Pretpostavimo da na poletku eksperimenta (u
t = 0) imamo By bakterija. Zelimo proutiti kako broj bakterija raste s
protokom vremena. Uzmimo da je 1 vremenska jedinica= 20 minuta.
Neka je B, broj bakterija u trenutku t = n. Tada je

t=0 = B
t=1 = B =2B
t=2 = B,=2B =2°By
t=3 = B3:282:23BO
Opéenito, B, = 2B,_1 =2?B,_> = ... =2"B,.

Ovaj model rasta naziva se eksponencijalni rast.

Napomena: Ovaj model nije realisti¢an, jer nijedna populacija ne raste
neograni¢eno. Kako broj jedinki raste, tako medu njima raste i kompeticija u
potrazi zaa hranom i ostalim potrebnim resursima.
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Fibonnaccijev niz

Pretpostavimo da u trenutku t = 0 imamo jedan par novorodenih zeceva.
Nadalje, neka svaki novorodeni par ze¢eva ima jedan par potomaka nakon
jednog mjeseca, jos jedan par nakon jo$ jednog mjeseca, te da nakon toga
vie nemaju potomaka.

Koliko je novorodenih parova nakon n mjeseci?

Neka F, oznaava broj novorodenih parova nakon n mjeseci. Tada je
Fo=1 F =1, Fb=1+1=2, te openito

Fn+2:Fn+1+Fna

(potomke uvijek daju samo parovi koji su rodeni prije 1 mjesec i prije 2
mjeseca).
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