FINANCIJSKA MATEMATIKA  

1A. FUNKCIJE

1. Definirajte funkciju. 

Funkcija je preslikavanje između 2 skupa (domene i kodomene) koje svakom elementu prvog skupa (domene) pridružuje jedan i samo jedan element drugog skupa (kodomene).

2. Skicirajte proizvoljnu funkciju pomoću Vennovih dijagrama 

    A
   B


f


3.  Što je slika funkcije? 

Slika funkcije su svi elementi iz kodomene u koje se netko iz  domene preslikao. Simbolima:

Neka je f : A
  B   funkcija. Slika funkcije f je skup Im f  = {f (x) : x €A} ( B  
Iz prethodnog zadatka slika funkcije je Im f = {a,b}.
4. Na koje se načine može zadati funkcija. Navedite primjere. 
Funkcije se mogu zadati:
1. numerički (pomoću tablice)

	
	0
	1
	3
	4
	5
	8

	[image: image1.png]



	-1
	1
	3
	5
	7
	6


2. grafički  (pomoću grafa)

Za funkciju kažemo da je zadana grafički ako je nacrtan njen graf.                                      Graf funkcije f : X  →  Y  je skup točaka ravnine:    (f = {x, f(x)):x(X}   

y
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           0       1       2             

3. algebarski  (pomoću formule)

Ako je funkcija zadana pomoću jedne ili nekoliko formula kažemo da je zadana algebarski ili analitički. Primjer:
f(x) = x+1   (gornji graf se odnosi na ovu funkciju)
5. Kada kažemo da su dvije funkcije jednake? 

Dvije funkcije su jednake ako imaju jednake domene, jednake kodomene i jednako pravilo pridruživanja.
6.  Definirajte realnu funkciju realne varijable. 
Realna funkcija realne varijable je funkcija kod koje su domena i kodomena podskupovi skupa realnih brojeva tj. vrijedi: f: A         B,   A,B  (  R     
7.  Što je graf realne funkcije realne varijable? 
Graf realne funkcije realne varijable je skup točaka ravnine

(f ={(x, f(x)) : x ( D f} gdje je D f  domena  funkcije f.

                                                              slajd 24 isprintati sliku

 8. Klasificirajte realne funkcije realne varijable i navedite jedan primjer svake klase. 
Realne funkcije realne varijable mogu biti:
a) algebarske - Realnu funkciju zovemo algebarskom ako je argument x podvrgnut konačnom broju algebarskih operacija. Mogu biti:
a.1)  racionalne = algebarska funkcija je racionalna ako se kao eksponent varijable  

                             javlja samo cijeli broj     
                            x3-7x2+3

                f(x) = ___________________

                                              x-2
      a.2)  iracionalne = algebarske funkcije koje nisu racionalne

                       ___

                    3√x-2  + 5x

        g(x)= _________________

                         2x8-4
b) transcendentne = funkcije koje nisu algebarske
                                _
h(x) = cos(√x + log x)

       b.1) eksponencijalne  f(x)= ax., a>0,  a = 1  zovemo eksponencijalnom funkcijom 

                                          baze a
           b.2) logaritamske    f(x)=loga x,  a>0,  a = 1    (inverzna eksponencijalnoj funkciji)
       b.3) trigonometrijske (funkcije sinus, kosinus, tangens, kotangens)
       b.4) ciklometrijske funkcije    (inverzne trigonometrijskim: arkus sinus, 

              akrus kosinus,arkus tangens, arkus kotangens )      
9.Što je polinom? 
Polinom n-tog stupnja je funkcija oblika:

f(x)=an ∙ xn + an-1∙ xn-1 + …. +a2 ∙ x2 +a1 ∙ x + a0
Dobro su poznati polinomi prvog i drugog stupnja čiji su grafovi pravci, odnosno parabole.

10.Skicirajte grafove polinoma prvog i drugog stupnja i navedite njihove nazive. 
a) Polinom prvog stupnja P1(x)=a1x+a0 je linearna funkcija čiji je graf je pravac. To je funkcija oblika 

f(x)= ax+b  gdje je a koeficijent smjera (nagib pravca), a b odsječak na osi y. Ako je a>0  funkcija raste, a ako je a<0 funkcija pada. Nulta točka x0 = -b/a.
            Primjer: f(x)=2x+3

	x
	-2
	-1
	0
	1
	2

	f(x)
	-1
	 1
	3
	 5
	7
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    b) Polinom drugog stupnja  P2(x)=a2x2 + a1x + a0 je poznata kvadratna funkcija npr.  

         f(x)= ax2 + bx + c čiji je graf je parabola.
          Primjer: f(x)= x2 + 4x + 3,                a=1, b=4, c=3
1. za a>0  graf funkcije je okrenut prema gore i funkcija ima minimum u tjemenu, a za 

      a<0  graf je okrenut prema dolje i funkcija ima maximum u tjemenu

       a=1, a>0, dakle graf  za naš primjer je okrenut prema gore

                                                                               b                      4ac-b2
2.    tjeme grafa je u točki T(xT, yT) gdje je xT= - ___  ,      a     yT= ___________
                                                                                         2a                         4a
                              4                                 12-16

                  xT= - _____ = - 2               yT= ___________ =  -1
                              2                                     4
                 - tjeme grafa  je u točki T(-2,-1)

           3.   sjecište parabole s osi y dobijemo za x=0 

                  f(0)= 02+4∙0+3 = 0+0+3=3    -  parabola siječe os y u točki (0,3) za naš primjer ili 
                  (0,c) općenito

                  a sjecište za os x dobijemo za  y=0 tj. rješavanjem kvadratne jednadžbe

                   ax2 + bx +c =0

                                            _______

                              - b  +/- √b2 – 4ac

                   x1,2=____________________________        
                                        2a
                                             ________
                                - 4 +/- √42 – 4∙1∙3           -4 +/- 2           
                   x1,2=____________________________    =   ___________   pa je   x1= -4+2/2=-1,   x2= -4-2/2= -3
                                        2∙1                               2
                 što znači da u našem primjeru graf siječe os x u dvije točke  (-1,0) i (-3,0).
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11. Definirajte linearnu i kvadratnu funkciju. 
Funkciju oblika f (x) = ax+ bx ; gdje su a,b  (  R i a ≠  0 zovemo linearnom (afinom) funkcijom.
Funkciju oblika f(x) = ax2 + bx + c; gdje su a,b,c  ( R i a ≠  0  zovemo kvadratnom funkcijom.
12. Definirajte kompoziciju dviju funkcija. 
Neka su f : A       B i   g : B        C dvije funkcije.  Kompozicija funkcija f i g je nova funkcija
g ○ f :  A            C,     ( g ○ f) (x) = g(f(x))

                                                                 slajd
Identiteta ili identično preslikavanje na skupu A  je preslikavanje id : A       A  za koje vrijedi id(x)=x,    (x ( A. Također vrijedi  id ○ f =  f ○ id = f (kompozicija identitete i neke funkcije jednaka je toj funkciji).
13. Skicirajte i pojasnite slučaj kada nije moguće definirati kompoziciju dvaju   ????
funkcija. 

Ne možemo komponirati bilo koje dvije funkcije. Da bi kompozicija g ○ f bila moguća mora vrijediti da je Im f ( Dg (Im f = slika funkcije tj. svi elementi kodomene u koje su preslikani neki elementi domene), gdje je sa Dg označena domena funkcije g.   Naime, u g ○ f prvo djeluje funkcija f i ona neki element x iz svoje domene preslika u element f(x) koji se naravno nalazi u Im f. Medutim, ako taj f(x) nije u domeni funkcije g, tada funkcija g neće znati djelovati na njega pa kompozicija g ○ f  neće biti moguća.
                                                                          C

A                           B                                  C                                    D          
                                  f                                                                   g
Elementi  a i b (slika funkcije f)  nisu podskup domene funkcije g, pa funkcija g ne može djelovati na njih te kompozicija finkcija g i f nije moguća (PROVJERITI!)
14. Komentirajte svojstva kompozicije funkcija.
Za kompoziciju funkcija ne vrijedi svojstvo komutativnosti, ali vrijedi svojstvo asocijativnosti:
f○g ≠ g○f

(f○g)○h = f○(g○h)

Komentar: 

15. Kada kažemo da je funkcija injekcija?  
Funkcija  f: D        K je injekcija ako različite elemente domene preslikava u različite elemente kodomene tj. ako vrijedi:

  ( x1, x2  ( D; x1 ≠ x2  ( f(x1)  ≠ f(x2)
16.Kada kažemo da je funkcija surjekcija?  
Funkcija f: D           K je surjekcija ako za svaki element  y ( K kodomene postoji barem jedan element x ( D domene koji se u njega preslikao tj. vrijedi:

(y ( K, (x ( D, f(x)=y
17. Skicirajte pomoću Vennovih dijagrama funkciju koja je injekcija, odnosno 

funkciju koja je surjekcija.  
injekcija                                                                            surjekcija  -   svaki je element K
                                                                                                                 „pogođen“

    D                          K

                          f                                                      D                         K



18. Kada za funkciju kažemo da je bijekcija? 
Funkcija f: D      K  je bijekcija ako je injekcija i surjekcija.
19. Koji je uvjet da bi proizvoljna funkcija imala inverznu funkciju? 
Funkcija MORA biti bijekcija.
20. Definirajte inverznu funkciju zadane funkcije f.  
Za funkciju f:   D          K  koja je bijekcija postoji inverzna funkcija  f-1: K        D  za koju vrijedi   f○f-1 =  idK,     f-1○f = idD
21. Navedite i skicirajte proizvoljan primjer funkcije i njezinog inverza.  
                      D                                             K

                                               f

                                                  

                                            f-1 

                                       f                 f

                                                    f-1
22. Što je nul-točka funkcije? 
Nul točka funkcije f:   R
R  je x0 ( R  za koji je f(x0)=0.

            y

                                     x

                      x0
23. Kada kažemo da je funkcija omeđena odozgo? Skicirajte! 
Za funkciju f kažemo da je omeđena odozgo ako postoji M(R takav da je f(x) ≤ M za svaki    x ( Df .  
                                                               SLAJD 63

24. Kada kažemo da je funkcija omeđena odozdo? Skicirajte! 
Za funkciju f kažemo da je omeđena odozdo ako postoji m(R takav da je f(x) ≥m za svaki     x ( Df .  
                                              Slajd 64

25. Pojasnite namanju gornju i najveću donju među. 
Najmanja gornja međa funkcije f je najmanji realni broj M koji je gornja međa funkcije f.

Najveća donja međa funkcije f je najveći realni broj m koji je donja međa funkcije f.

26. Definirajte omeđenu funkciju i navedite primjer. 

Za funkciju f  kažemo da je omeđena ako je omeđena odozgo i odozdo, tj. postoje m;M ( R takvi da je m ≤ f(x) ≤ M za svako x (Df .
                              Slajd 65  
Primjer: arkus kotangens – najmanja gornja međa π, a najveća donja međa je 0. Naći jednostavniji!
27. Kada kažemo da funkcija raste? Skicirajte! 
Za funkciju f kažemo da raste na intervalu I(Df  ako:

(( x1,x2 ( I) (x1<x2( f(x1) ≤ f(x2))
                                Slajd 66

28. Pojasnite razliku između rasta funkcije i strogog rasta funkcije. 

Funkcija strogo raste ako vrijedi:  (( x1,x2 ( I) (x1<x2( f(x1) < f(x2))

Objašnjenje:   

29. Kada kažemo da fukcija pada? Skicirajte! 
Za funkciju f kažemo da pada na intervalu I(Df  ako:

(( x1,x2 ( I) (x1<x2( f(x1) ≥ f(x2)) 

a strogo pada ako vrijedi (( x1,x2 ( I) (x1<x2( f(x1) > f(x2))

                             slajd 68

30. Kako zovemo funkciju koja ili raste ili pada? 
Funkciju koja raste, odnosno pada, na cijelom području definicije zovemo monotonom funkcijom.

31. Kada kažemo da funkcija ima lokalni maksimum u točki? Skicirajte! 
Kažemo da funkcija ima lokalni maksimum u točki xM  ako unutar domene funkcije f postoji okolina O točke  xM takva da je na toj okolini  f(xM)  najveća vrijednost funkcije f tj.

f(x) ≤  f(xM),  ( x  O.
Strogi lokalni maksimum - f(xM)  strogo najveća vrijednost funkcije f 

tj. f(x) <  f(xM), ( x O \ {xM}

Okolina realnog broja x0 je svaki otvoreni interval koji sadrži realni broj x0.
(-okolina realnog broja x0 je interval   ( x0-(, x0+((
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32. Kada kažemo da funkcija ima lokalni minimum u točki? Skicirajte! 
Kažemo da funkcija ima lokalni minimum  u točki xm ako unutar domene funkcije f postoji okolina O točke  xm takva da je na toj okolini  f(xm)  najmanja vrijednost funkcije f tj.

f(x) ≥  f(xm),  ( x  O

Strogi lokalni minimum - f(xm)  je strogo najmanja vrijednost funkcije f tj.

f(x) > f(xm),  ( x  O\ {xm}
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33. Kako jednim imenom zovemo lokalne minimume i maksimume?  Lokalni ekstremi funkcije f. 
34. Kada kažemo da je funkcija parna?  Za  funkciju kažemo da je parna ako vrijedi
f(-x) = f(x),  ( x, -x ( Df.  . 

35. Kada kažemo da je funkcija neparna?  Funkcija je neparna ako vrijedi 

f(-x) = - f(x),  ( x, -x ( Df. 

36. Navedite dva primjera parnih, odnosno neparnih funkcija.
Parne funkcije: potencije s parnim eksponentima f(x) = x2k, k(Z ; trigonometrijska funkcija kosinus f(x)= cos x; aposlutna vrijednost f(x) =  (x  (.

Neparne funkcije: potencije s neparnim eksponentima f(x) = x2k+1, k(Z,  trigonometrijska funkcija sinus f(x)= sin x
37. Pojasnite simetrije grafova parnih odnosno neparnih funkcija.  

Graf parnih funkcija je osno simetričan  s obzirom na os y,  a neparnih  je centralno simetričan s obzirom na ishodište. Pojašnjenje ????
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38. Definirajte eksponencijalnu funkciju i skicirajte njezin graf. Esponencijalna funkcija baze a je funkcija f: R         (0, ((  oblika  f(x)=ax  gdje je a>o i a(1
                                                                       Slajd 80
39. Navedite svojstva eksponencijalne funkcije i komentirajte graf ovisno o bazi. 
- a0 =1 tj. graf svake eksponencijalne funkcije prolazi kroz točku (0,1)

- ax >0  tj. graf eksp. funkcije uvijek je iznad osi x

- x-os je horizontalna asimptota eksponencijalne funkcije

- ako je a > 1, tada eksponencijalna funkcija raste na čitavoj domeni
- ako je 0 < a < 1, tada eksponencijalna funkcija pada na čitavoj domeni.

- ax(ay= ax+y
- ax    =   ax-y
  ay

- (ax)y= axy
40. Definirajte logaritamsku funkciju i skicirajte njezin graf. 
Funkciju f : (0, ((        R inverznu eksponencijalnoj funkciji baze a, zovemo logaritamskom funkcijom baze a i označavamo s f (x) = logax:
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41. Navedite svojstva logaritamske funkcije i komentirajte graf ovisno o bazi. 

- ako je a > 1, tada logaritamska funkcija f(x) = loga x raste na čitavoj domeni

- ako je 0 < a < 1, tada logaritamska funkcija f(x) = loga x pada na čitavoj domeni
  Komentar grafa: ????
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42. Definirajte funkciju najveće cijelo i skicirajte njezin graf. 
Funkciju f : R        Z, koja svakom realnom broju x pridružuje najveći cijeli broj manji ili jednak od x zovemo funkcijom najveće cijelo i označavamo s f(x) = (x(
                                                                   Slajd 93
43. Definirajte funkciju najmanje cijelo i skicirajte njezn graf. 

 Funkciju f : R      Z, koja svakom realnom broju x pridružuje najmanji  cijeli broj veći  ili jednak od x zovemo funkcijom najmanje  cijelo i označavamo s f(x) = (x(
                                                                       Slajd 94

1B. ARITMETIČKI I GEOMETRIJSKI NIZ  (43 + 9)
1. Što je niz? 
Niz relanih brojeva je funkcija  a : A     R,  gdje je A =(1,2,3,…,n (  ili A = N:

Ako je A = N tada govorimo o beskonačnom nizu, a u suprotnom o konačnom nizu realnih brojeva.  a (n) zovemo n-tim ili općim članom niza. Nizove možemo zadati:

a) nabrajanjem početnih članova

2, 4, 8, 16...

b) općim članom

an = 2n
c) rekurzivnom formulom

a1 = 2; an = 2an-1
Niz raste ako je an ≤ an+1, ( n( N, a pada ako je an ( an+1, ( n( N.

2.Definirajte aritmetički niz.
Za niz (an) kažemo da je aritmetički niz ako je razlika svakog člana (osim prvog) i njegovog prethodnika konstantan broj, tj. ako vrijedi

an+1  - an  = d  = konst., ( n ( N

Razliku susjednih članova označavamo sa d i zovemo diferencijom niza.
3.Napišite karakterizaciju aritmetičkog niza.  
Niz (an) je aritmetički niz ako i samo ako je svaki član niza (osim prvog) aritmetička sredina svojih susjeda, tj. ako vrijedi
        (an-1  + an+1)
an = _________________

                2

4. Izvedite formulu za opći član aritmetičkog niza. 
Iz definicije aritmetičkog niza jasno je da svaki član niza možemo dobiti tako da njegovom prethodniku pribrojimo razliku d. Vrijedi:

a1
a2= a1 + d= a1 + 1(d
a3= a2 + d= a1 + 2(d
a4= a3 + d= a1 + 3(d  itd.

Iz toga formula za n-ti (opći) član glasi:

an= a1 + (n-1) ( d
5.Izvedite formulu za sumu prvih n članova aritmetičkog niza. 
Formula                      n (a1+ an)                               n

                         sn = _______________          odnosno  sn = __  ( 2a1 + (n-1) d (
                                           2                                     2
Izvod:
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6. Definirajte geometrijski niz. 
Za niz (an) kažemo da je geometrijski niz ako je kvocijent svakog člana (osim prvog) i njegovog prethodnika konstantan broj, tj. ako vrijedi      an+1
                              
  _______  = q = konst., ( n ( N
                                                       
        an
Kvocijent susjednih članova označavamo sa q i zovemo kvocijentom geometrijskog niza.

7. Napišite karakterizaciju geometrijskog niza. 
Niz (an) s pozitivnim članovima je geometrijski niz ako i samo ako je svaki  član niza (osim prvog) geometrijska sredina svojih susjeda, tj. vrijedi

                         _______

an > 0 ( an = (an-1 ( an+1 ,  ( n>1

8. Izvedite formulu za opći član geometrijskog niza. 

a1
a2 = a1q

a3 = a2q = a1q2
a4 = a3q = a1q3  itd.

formula za opći n-ti član niza:     an = a1(qn-1

9. Izvedite formulu za sumu prvih n članova geometrijskog niza. 
Formula:    

                                qn  - 1
                  sn =  a1   _________

                                 q - 1
Izvod:
     Slajd 171

2. JEDNOSTAVNI DEKURZIVNI KAMATNI RAČUN   (52+7)
1. Pojasnite pojmove glavnice, kamata i kamatne stope. 
Glavnica je novčani iznos posuđen dužniku (u širem smislu može biti i nešto drugo, ne samo novac).

Kamata je naknada koju dužnik plaća za posuđenu glavnicu. Razdoblje ukamaćivanja je vremenski interval na koji je novac posuđen i za koji se obračunavaju kamate.

Kamatna stopa je iznos koji dužnik plaća za 100 posuđenih novčanih jedinica za neki osnovni

vremenski interval.
2. Pojasnite razliku između dekurzivnog i anticipativnog obračuna kamata. 
Kod dekurzivnog obračuna, kamate pribrajamo glavnici na kraju razdoblja ukamaćivanja -kamate se obračunavaju na kraju razdoblja ukamaćivanja u odnosu na glavnicu s početka tog

razdoblja.Dekurzivni kamatni račun koristi se kod štednih uloga, tekućih računa i mjenica.  
Kod anticipativnog obračuna, kamate oduzimamo od glavnice na početku razdoblja ukamaćivanja - kamate se obračunavaju na početku razdoblja ukamaćivanja u odnosu na

glavnicu s kraja tog razdoblja. Anticipativni kamatni račun je npr. obračun potrošačkih kredita.

Ako posudimo 100 novčanih jedinica uz dekurzivnu godišnju kamatnu stopu p, tada ćemo na kraju godine morati vratiti 100 + p novčanih jedinica.
U slučaju da smo posudili 100 novčanih jedinica uz anticipativnu godišnju kamatnu stopu q, tada ćemo na početku godine oduzeti kamate i raspolagati s iznosom 100 – q.
Obzirom na vrijeme kamate se mogu obračunavati na početku ili kraju  nekog razdoblja, a obzirom na to pribrajamo li kamate glavnici ili ne razlikujemo JEDOSTAVNI I SLOŽENI KAMATNI RAČUN. 

A) Kod jednostavnog dekurzivnog obračuna kamata dospjele kamate se ne pribrajaju glavnici i zbog toga će kamate za svaki period ukamaćivanja biti jednake.  Kamate za godinu dana:

                            p

               I = C0 ______                            
                           100

Ik    su kamate u nekom  k  razdoblju ukamaćivanja

C0    početna vrijednost glavnice

p    kamatna stopa

n    vrijeme u godinama

B) Kod složenog kamatnog računa dospjele  kamate se pribrajaju glavnici prilikom dospjeća pa se u sljedećem razdoblju kamate računaju na uvećanu glavnicu. Zato kamate za svako razdoblje neće biti jednake, nego u svakom narednom razdoblju veće.
3. Izvedite formulu za buduću vrijednost glavnice kod jednostavnog dekurzivnog 

    kamatnog računa.  
    vrijednost glavnice na kraju prve godine je C1 = C0 + I
    na kraju druge godine                                  C2 = C1 + I = C0 + 2I

    na kraju treće godine                                   C3 = C2 + I = C0  + 3I  itd.

                                                                                                                                p(n

    nakon n godina                                             Cn = C0 + n(I  tj.   Cn = C0 + (1+ _______)
                                                                                                                                100
   Iz toga proizlazi da je iznos kamata In  na glavnicu C0  nakon n godina jednak:

                              pn

    In = n ( I = C0 ( _____
                            100

4. Kakav niz čine glavnice kod jednostavnog dekurzivnog kamatnog računa? 
    Aritmetički niz .
5. Kojom je funkcijom opisan rast glavnice kod jednostavnog dekurzivnog 

    kamatnog računa? 
    Lineranom funkcijom.
6. Grafički prikažite rast glavnice kod jednostavnog dekurzivnog kamatnog računa.
     Graf je pravac jer se radi o lineranoj funkciji:
                  kn

                  3000
                  2000
                  1000
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7. Napišite i objasnite formule za buduću vrijednost glavnice kod jednostavnog 

   dekurzivnog kamatnog računa uz mjesečni i dnevni obračun kamata   

· koristimo ih kada kamate ne obračunavamo na kraju godine, već ih  treba obračunati nakon nekoliko mjeseci ili čak dana

· radi se o ispodgodišnjem ukamaćivanju

· tada broj godina pretvaramo u odgovarajući broj polugodišta, kvartala, mjeseci ili dana

· postoje tri metode preračunavanja: francuska (godina 360 dana, dani u mjesecu se obrčunavaju prema kalendaru); njemačka (godina ima 360 dana, svaki mjesec 30 dana) i engleska (kojoj se mi priklanjamo, godina 365 dana, a dani u mjesecu se obračunavaju prema kalendaru)

· pri brojenju dana između 2 zadana datuma uračunavamo prvi, a ne uračunavamo posljednji datum

      MJESEČNI OBRAČUN KAMATA                       DNEVNI OBRAČUN KAMATA
                                                                                                                (36 500 ili 36 600 – prijestupna godina)
                                    p(n
                 p(n
           Cn = C0 + (1+ _______)                                                      Cn = C0 + (1+ _______)
1200 36 500    
             100x12 mjeseci                                                                                                     100x365 dana 
3. SLOŽENI DEKURZIVNI KAMATNI RAČUN  (59+14)
1. Pojasnite razliku između jednostavnog i složenog obračuna kamata. 
Razlika izmedu jednostavnog i složenog obračuna kamata leži u činjenici da se kod jednostavnog kamatnog računa kamate ne pribrajaju glavnici te su za svako razdoblje ukamaćivanja jednake, dok se kod složenog kamatnog računa kamate pribrajaju glavnici pa će  kod svakog sljedećeg razdoblja kamate biti obračunate na glavnicu uvećanu za kamate iz

prošlog razdoblja.

2.  Izvedite formulu za buduću vrijednost glavnice kod složenog dekurzivnog kamatnog 
    računa. 
vrijednost glavnice tijekom godina:
                        p                     p                       p    1
C1 = C0 + C0 _____  = C0 (1 + _____ ) = C0 (1 + ____ )
                                 100                  100                   100
                        p                     p                       p    2
C2 = C1 + C1 _____  = C1 (1 + _____ ) = C0 (1 + ____ )

                                 100                  100                   100
                        p                     p                       p    3
C3 = C2 + C2 _____  = C2 (1 + _____ ) = C0 (1 + ____ )

                                 100                  100                   100
vrijednost glavnice nakon n godina:

                                  p    n

          Cn  =  C0 (1 + ____ )

                                 100
3.  Kakav niz čine glavnice kod složenog dekurzivnog kamatnog računa? Geometrijski.
4.  Kojom je funkcijom opisan rast glavnice kod složenog dekurzivnog kamatnog    

       računa?  Eksponenecijalnom funkcijom.
5.  Grafički prikažite rast glavnice kod složenog dekurzivnog kamatnog računa. 

            kn
             3000

                   2000

             1000
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6.  Kako se definira dekurzivni kamatni faktor (r).
                       p

       r =  1 + _____
                    100  

 Uz uvrštavanje r dobivamo formulu za konačnu vrijednost glavnice:   Cn =  C0  (  rn
 Razlika između konačne i početne vrijednosti predstavlja ukupne složene kamate, tj.  

 I=Cn-C0.
7.  Pojasnite pojmove akumulirane i diskontirane vrijednosti glavnice. Skicirajte! 
    Ukoliko nam je poznata početna vrijednost glavnice C0, tada konačnu vrijednost te glavnice 
    nakon n godina (Cn = C0 ( rn) još nazivamo akumuliranom vrijednošću glavnice. Obrnuto, 
    ukoliko nam je poznati neki iznos glavnice, a pitamo se kolika početna glavnica bi 
                                                                  Cn
   ukamaćivanjem dosegla taj iznos C0 = ______   tada tu početnu vrijednost još  nazivamo
                                                                   rn
  diskontiranom vrijednošću glavnice. Primjena: usporedivanje različitih novčanih iznosa!
                                                           Slajd 221

8.  Grafički usporedite rast glavnice kod jednostavnog i složenog dekurzivnog računa
                                                 Slajd 226
9.  Definirajte relativnu kamatnu stopu kod ispodgodišnjeg ukamaćivanja. 
Kamate se često obračunavaju i pribrajaju glavnici više puta godišnje (polugodišnje, kvartalno, mjesečno, dnevno). Stoga je potrebno odrediti kamatnu stopu čijom primjenom ćemo pri složenom ukamaćivanju dobiti iznose ekvivalentne onima koje bismo dobili primjenom godišnje kamatne stope.

Oznake:

C0 - početna vrijednost glavnice

p - godišnja kamatna stopa

n - broj vremenskih intervala na koje je uložena glavnica

m - broj obračunavanja  kamata godišnje

Relativna kamatna stopa pr je godišnja kamatna stopa podijeljena brojem razdoblja ukamaćivanja tijekom  godine. 
                            p

                    pr = ____
                               m

10. Pojasnite motiv uvođenja konformne kamatne stope
Iznos koji se dobije ako C0 ukamatimo m puta godišnje uz pr, razlikuje se od onoga kojeg dobijemo ako C0 ukamatimo jednom godišnje uz godišnju kamatnu stopu p. Kako iznos kamata ne bi ovisio o broju ukamaćivanja tijekom godine uvodimo konformnu kamatnu stopu p(.

   11. Definirajte konformnu kamatnu stopu. 
   Konformna kamatna stopa  p(  je kamatna stopa koja za istu glavnicu daje iste kamate kao i 
   nominalna (zadana, godišnja) kamatna stopa, neovisno o tome obračunavaju li se kamate u 

   kraćim ili dužim  vremenskim razdobljima od nominalnog.
   12. Izvedite formulu za konformnu kamatnu stopu. 
   Ukamatimo li C0   m  puta godišnje uz  p(  dobit ćemo iznos jednak onome kada C0  

   ukamatimo jednom na kraju godine uz p. Dakle vrijedi:

                   p(    m                      p

     C0 (1 + ____  )      =   C0 (1 + ____  )   ( : C0
                  100                          100

                       p(    m                       p

             (1 + ____  )      =           (1 + ____  )   ( : m(
                     100                           100

                       p(                     ____________              

               1 + ____        =      m(     (1 + __p__  )   
                     100                                100

                     p(                      ____________              

                    ____        =      m(     (1 + __p__  )   -1   (( 100
                    100                                100

                                        m ___________
                      p( = 100 (   ( 1 +    p         __  1 )
                                                     100
   13.Izvedite formulu za pretvaranje dekurzivnog kamatnog faktora kod ispodgodišnjeg 
         ukamaćivanja. 
          Izvodimo pomoću formule za p(:

                                                             _______
                        p(                  100 (  m ( 1 +    p        __  1 )
                                                                     100
          r(= 1 + _____    =  1 + _____________________________________  
100 100

                               ________                                                p

          r(  = 1 +   m ( 1 +    p         __  1              , a kako je 1 +  ____   =  r    proizlazi da je 
                                        100                                               100
                     ____
          r( = m(   r                  konformni dekurzivni kamatni faktor
   14. Što je nominalna kamatna stopa?  

 Nominalna kamatna stopa je poznata (zadana)  kamatna stopa za određeno vremensko razdoblje.  U većini primjera to je godišnja kamatna stopa.
4. PERIODSKE SVOTE  (73+15)
1.Što su periodske svote? 
Pod periodskim svotama podrazumijevamo svote koje su uplaćivane ili isplaćivane u jednakim vremenskim periodima unutar odredenog vremenskog intervala: periodske uplate, periodske isplate, opće periodske svote, vječna renta, periodske svote varijabilnih iznosa.
Periodske uplate su način ulaganja kod kojeg se jednaki iznosi ulažu u jednakim vremenskim intervalima pri čemu se kamate uz konstantnu kamatnu stopu obračunavaju u jednakim intervalima u kojima su uplate izvršene. Razlikujemo uplate početkom (prenumerando) i krajem (postnumerando) vremenskog intervala.
Oznake:

R - visina periodske uplate

n - broj uplata

r - dekurzivni kamatni faktor

S(S() - konačna vrijednost periodskih uplata
2.Skicirajte i izvedite formulu za konačnu vrijednost periodskih uplata prenumerando. 
                                     Skica str. 58

Recimo da osoba uplaćuje jednake iznose R prenumerando (na početku obračunskih razdoblja - godine) godišnje kroz n godina uz ﬁksnu kamatnu stopu od p% godišnje i složen, godišnji i dekurzivni obračun kamata. Koliki je iznos na računu nakon isteka  n-te godine? Slika ilustrira doprinos svake pojedine uplate konačnoj vrijednosti računa. Iznos R uplaćen na početku prve godine može se, sam za sebe, tretirati kao jednokratna uplata na vrijeme od n godina, on konačnom zbroju doprinosi s Rrn. Dalje, iznos R uplaćen na početku druge godine možemo smatrati jednokratnom uplatom na vrijeme od (n − 1) godine, on konačnoj vrijednosti doprinosi s Rrn-1, .... , iznos R uplaćen na početku posljednje godine štednje konačnoj vrijednosti doprinosi s Rr. .Konačna vrijednost, označimo je Sn, je zbroj svih navedenih iznosa.
Dakle, konačna vrijednost  Sn  tih  n  prenumerando uplata jednaka je sumi svih uplata pojedinačno, ali svedenih (akumuliranih) na kraj n-tog razdoblja (intervala u kojem je izvršena zadnja uplata) , tj.
S = Rr + Rr2 + … + Rrn-1 + Rrn                                     Je li u udžbeniku str. 58 greška???
   = R ( r + r2 … + rn-1 + rn)                                    

   
                          Sn
U zagradi je suma prvih n članova geometrijskog niza čiji je a1 = r, a  kvocijent također   q  = r pa primjenom formule za sumu geometrijskog niza 

                                qn  - 1                                           rn - 1
                 sn =  a1   _________        dobivamo   S = R ( r  __________
                                 q – 1                                            r - 1
3.Skicirajte i izvedite formulu za konačnu vrijednost periodskih uplata postnumerando. 

Neka se ﬁksan iznos R uplaćuje na kraju obračunskih razdoblja. Ilustrirajmo slikom

doprinos svake pojedine uplate konačnoj vrijednosti računa:
           1            2                                n – 1        n

      ______________  …………… ____________
                                                                                    R

                  R         R                        R         R         R      

                                                                                   Rr

                                                                                    

Rr2

 

                                                                                   Rrn-2
                                                                                   Rrn-1
                                                                                    S(
Iznos R uplaćen na kraju prve godine možemo shvatiti kao jednokratnu uplatu na vrijeme od (n − 1) godine. On konačnom zbroju doprinosi s Rrn−1. Slično, iznos R uplaćen na kraju       (n − 1)-ve godine možemo smatrati jednokratnom uplatom na vrijeme od 1 godine koji doprinosi s Rr;, iznos R uplaćen na kraju n-te godine štednje ne zaradi kamatu, konačnoj vrijednosti doprinosi s R. 


Konačna vrijednost postnumerando uplata računa se po jednakom postupku kao i onih Razlika je u tome što uplate počinju jedno razdoblje kasnije (u našem primjeru uplata na kraju prve godine) i što posljednju uplatu ne treba ukamaćivati, jer joj je dospijeće na kraju n-tog razdoblja: 
S( = R + Rr + Rr2 +… + Rrn-2 + Rrn-1

    = R(1+r+r2 +…+rn-2 + rn-1)

Budući da je izraz u zagradi  ponovo suma geometrijskog  niza, ali sada s prvim  članom 

a1=1 i kvocijentom  q = r primjenom formule za sumu geometrijskog niza:
                                qn  - 1                                              rn - 1
                 sn =  a1   _________        dobivamo     S( = R (    __________       vrijedi  Sn=S(n r
                                 q – 1                                                r -1
4.Pojasnite pojam periodske isplate. 
Uložimo li neki početni iznos u banku, na temelju njega banka nam može  periodično isplaćivati manje jednake  iznose (rente). Spomenuti početni iznos predstavlja sadašnju vrijednost periodskih isplata visine R. Periodske isplate su način isplate kod kojih se na temelju raspoloživog iznosa, iznosi iste veličine isplaćuju u jednakim vremenskim intervalima pri čemu se kamate uz konstantnu kamatnu stopu obračunavaju u istim intervalima u kojima su isplate izvršene. Razlikujemo isplate početkom (prenumerando) i  krajem (postnumerando) vremenskog razdoblja.
Oznake:

R - visina periodske isplate

n - broj isplata

r - dekurzivni kamatni faktor

A(A() - sadašnja vrijednost periodskih isplata
5.Skicirajte i izvedite formulu za sadašnju vrijednost periodskih isplata postnumerando. 
Tražimo sadašnju vrijednost svih  n  periodskih isplata visine R koje će se isplaćivati  krajem svakog razdoblja (intervala) kroz  n  razdoblja uz kamatnu stopu  p. Sve vrijednosti R koje će se isplaćivati na krajevima vremenskih razdoblja diskontiramo na početak intervala u kojem je izvršena prva isplata.  
Skica:
                                                      Slajd 279 
Sadašnja  vrijednost  A(  tih  n   postnumerando isplata jednaka je:

         R       R               R        R

A( = ___  +  ____  +….. +    _____   +  ____

          r       r2               rn-1       rn  

         R

     = ___   (rn-1 + rn-2 + … + r + 1)                         
         rn
U zagradi se pojavljuje suma  geometrijskog niza odredenog sa a1 = 1 i q = r, pa iz te formule:
                                qn  - 1
                  sn =  a1   _________

                                 q - 1
slijedi:

        R               rn - 1

A(=  ___  (  1  (  _________   =
         rn                     r – 1

                   rn – 1                                         S(
A( = R ( _________________                      A( = ______   

                 rn  ( (r – 1)                                    rn
6.Skicirajte i izvedite formulu za sadašnju vrijednost periodskih isplata prenumerando. Na početku svakog od n razdoblja (godina) (uz ﬁksnu kamatnu stopu p i godišnji, složen i dekurzivan obračun kamata)  želimo isplaćivati nominalno jednake iznose R. Kolikim početnim sredstvima trebamo raspolagati? Ilustrirajmo slikom:
                  1          2                   n - 1           n
        ________________ …  _________________
    R                 R            R      R               R

    R
     r
    R

     r2
   R 
  rn-2
__R__ ___ 
 rn-1
  A
Na početku prve godine treba isplatiti iznos R,on ulazi u početni iznos. Na početku druge godine treba isplatiti iznos R, on u početni iznos može ući s vrijednošću R/r  jer će stajanjem godinu dana na računu upravo iznos R/r  narasti do R/r · r dakle R kojeg moramo isplatiti. I tako razmišljamo dalje. Iznos R kojeg moramo isplatiti na početku n-te godine u početnoj vrijednosti može biti jednak R /rn−1  jer će uložen na štednju kroz (n − 1) godinu s kamatama narasti do iznosa R. Dakle, početna vrijednost prenumerando isplata A  mora biti jednaka:
                    R     R            R        R

   A = R +   ___+ ___ +… + ____ + ____
                              r       r2           rn-2        rn-1 

                          1      1             1       1
       =    R (1 +  __ +  __  + …+ ___ + ____)                              ?????
                          r      r2                  rn-2     rn-1
U zagradi se pojavljuje suma  geometrijskog niza određenog sa a1 = 1  i q = 1/r, pa iz te formule:
                                qn  - 1
                  sn =  a1   _________                                                                                
                                 q - 1
slijedi:
                  ( 1/r )n  -  1           1 - rn              
A = R ( 1 ( ______________    =         r n    =  R  r- ( 1-rn)                        
                      1/r   - 1             1 - r               rn (1-r)
                                                  r
Sredimo izraz do kraja, pokratimo r-ove i, budući je r> 1( i rn > 1), a da ne bismo imali negativnih brojeva kad izračunavamo navedene razlike, zamijenimo mjesta brojeva u obje navedene razlike.

                   rn – 1                                          S

A  = R ( _________________                      A  = ______   

                 rn-1  ( (r – 1)                                    rn
7.Objasnite situaciju kod koje se pojavljuje krnja isplata. 

Krnja isplata pojavljuje se u situaciji kada  kod periodskih isplata želimo dobivati unaprijed određene jednake iznose. Tada se općenito  ukupni raspoloživi kapital Ã neće podudarati sa zbrojem sadašnjih vrijednosti svih cijelih isplata A (ili A().

Tada postupamo na sljedeći način:

1. prvo odredimo koliko cijelih isplata željene visine možemo primiti (n),

2. zatim izračunamo kolika će biti tzv. krnja isplata R( koja će biti isplaćena u (n + 1)-vom intervalu.
8.Objasnite kako se računa visina krnje isplate. 
Visina krnje isplate (ostatak rente) izračuna se kao konačna vrijednost razlike raspoloživog iznosa  Ã i sadašnje vrijednosti rente željene visine (A ili A(), na kraju (u postnumerando slučaju) ili na početku (u prenumerando slučaju) (n + 1)-vog razdoblja.

9.Skicirajte i izvedite formulu za konačnu vrijednost krnje isplate kod postnumerando  isplata.????? 

Skica:
                                     Slajd 288

Formula:   R( = ( Ã - A( ) ( rn+1
                                      rn - 1

                 R(= (Ã – R  __________ )  ( r n+1
                                     rn (r-1)

Izvod: ?????  nema ga ni u predavanjima ni u knjizi
10.Skicirajte i izvedite formulu za konačnu vrijednost krnje isplate kod prenumerando isplata.  Nema ni skice ni  izvoda ni  u predavanjima ni u knjizi!
Skica  ????
                    1          2                   n - 1           n

        ________________ … _________________

    R        R         R                  R            R


    R

     r
    R

     r2
   R 

  rn-1
__R__ ___ 
  rn
 Ã-A
Formule:

            R( = ( Ã - A ) ( rn
                                  rn - 1

            R(= (Ã – R  __________ )  ( r n
                                 rn-1 (r-1)

Izvod: ???
11.Što su opće periodske svote? 
Opće periodske svote su svote koje se uplaćuju (ili isplaćuju) u periodima koji se razlikuju od perioda ukamaćivanja.
12.Na koja se dva načina rješavaju problemi u kojima se pojavljuju opće periodske svote prevode? 
Problemi u kojima se javljaju opće periodske svote rješavaju se tako da se prevedu u ekvivalentne probleme u kojima se period uplate (isplate) podudara s periodom ukamaćivanja.

To se može učiniti na dva načina:

1. promjenom zadane kamatne stope u ekvivalentnu stopu  koja odgovara intervalu u kojem se svote uplaćuju ili isplaćuju,

2. zamjenom zadanih periodskih svota ekvivalentnim svotama na krajevima intervala ukamaćivanja.

13.Što je vječna renta? 
Zamislimo da imamo veću kolučinu novca uloženog u banku i želimo od banke dobivati rente.  Akoj je renta premalena, možda je nikad ne iscrpimo i ako nemamo nasljednika iznos će ostati banci. Ako je iznos rente previsok, prebrzo ćemo iscrpiti ulog i ostati bez ičega. Između te dvije krajnosti postoji zlatna sredina tj. situacija u kojoj će nam renta biti isplaćivana u visini kamata na naš ulog u nekom razdoblju, a glavnica će ostati netaknuta. Takvu rentu zovemo vječom rentom.  To je renta čije isplate počinju određenog trenutka i traju vječno.
            R
A( = _______
               r – 1
14.Pojasnite princip funkcioniranja zaklade. 
Većina zaklada (Humboltova, Nobelova) funkcionira na principu vječne rente što znači da se korisnicima zaklade isplaćuju rente u visini kamata na glavnicu (fond zaklade) u nekom razdoblju, a sama glavnica (fond) ostaje netaknuta.
15.Navedite nazive financijskih funkcija tabličnog kalkulatora vezanih uz periodske svote i opišite čemu služe. 

Funkcije u tabličnom kalkulatoru su unaprijed definirane formule prema kojima se izvode izračuni na osnovu određenih zadanih vrijednosti (argumenata) u točno određenom redoslijedu.

Financijske funkcije vezane uz uplate i isplate:

FV –omogućuje računanje  buduća vrijednost periodskih uplata prenumerando i postnumerando.
PV – omogućuje računanje sadašnja vrijednost periodskih isplata prenumerando i postnumerando.
NPER – omogućuje računanje broja isplata ako je zadana sadašnja vrijednost isplate, visina isplata i kamatna stopa.
RATE – omogućuje računanje kamatne  stope uz zadanu sadašnju vrijednost isplata, visinu pojedine isplate i broj isplata.
5. KREDIT  (88 +14=102)
1. Što je kredit? Kredit ili zajam (K) je iznos na koji se dužnik zadužuje i koji onda otplaćuje po dogovorenom planu.
2. Što je anuitet? Anuitet ili otplatna rata (a) je iznos koji periodički uplaćuje korisnik kredita u svrhu otplate kredita.
3. Što je otplatna kvota? Otplatna kvota (R) je dio anuiteta kojim otplaćujemo početni dug.    Rk = a - Ik
4.  Što je ostatak duga?  Ostatak duga ili stanje kredita (Ok)  na kraju k-tog razoblja je iznos koji korisnik duguje nakon što je otplatio k anuiteta.
5. Koja je veza između anuiteta, otplatne kvote i kamata?  ????
            Ako je ak anuitet, Ik kamate, a Rk otplatna kvota u k-tom razdoblju, tada uvijek vrijedi:

            ak = Ik + Rk
6. Navedite tri vrste otplate kredita. 
             Kredit se može otplaćivati:
1. jednakim anuitetima,
2. jednakim otplatnim kvotama,
3. varijabilnim anuitetima.

             Otplate mogu dolaziti početkom (prenumerando) ili krajem vremenskog intervala 
             (postnumerando).

7. Što je otplatna tablica kredita?  Tablica kredita (ili plan otplate, otplatna osnovica) je tablica u kojoj su navedene sve bitne veličine za otplatu kredita.
Primjer za kredit na 6 mjesečnih rata:
	RAZDOBLJE k
	ANUITET ak
	KAMATE Ik
	OTPLATNA KVOTA Rk
	OSTATAK DUGA Ok

	0.
	-
	-
	-
	K= 6000,00

	1.
	1036,13
	61,42
	974,71
	5025,29

	2
	1036,13
	51,44
	984,69
	4040,60

	3.
	1036,13
	
	
	

	4.
	1036,13
	
	
	

	5.
	1036,13
	
	
	

	6.
	1036,13
	
	
	0 – dug na kraju mora biti 0

	(
	6216,78
	216,78
	6000,00 – suma mora biti jednaka vrijednosti kredita
	-


         - POPUNJAVAMO REDOM 1. RED, ZATIM DRUGI ……

          NIJE ODGOVOR, VEĆ SAMO POJAŠNJENJE (knjiga str 92.- 93.):

          Za poznati iznos kredita K (6000KN), razdoblje n (npr. 6 mj.) i kamatnu stopu
                                 ____

          p=13( r =12( 1,13   (12 jer se radi o godišnjoj stopi, a god. ima 12 mj.) prvo  računamo 

          A) anuitet


                                 rn  ( (r – 1)

               a = K (  ______________                 
                                    rn – 1

                                  ​​​​____ 6         ​​​​____
                                   12( 1,13   (  (12( 1,13 – 1)

               a = 6000  (  _____________​​​​​___________________   = 1036,13              
                                        ____6
                                   12( 1,13     – 1

B) kamate – ostatak duga iz prethodnog razdoblja pomnožimo odgovarajućom konformnom kamatnom stopom ili dekurzivnim kamatnim faktorom umanjenim za jedan:

                      p(                                                           
        I1 = K _____  = K (r-1)  =          drugi red  I2 = O1 –(r-1) =   …..
                    100     
                                     početni iznos kredita – duga                       ostatak duga iz prethodnog razdoblja
C) otplatna kvota – razlika anuiteta i kamata istog razdoblja:
        a)  R1 = a – I1                  drugi red    R2 = a – I2=  …….. općenito Rk = a - Ik
       b)   otplatne kvote kod otplate jednakim anuitetima čine geometrijski niz 

       Rk = R1 r k-1      
                    a
       c) Rk= ________         izražava vezu anuiteta i otplatne kvote k-tog intervala kod otplate
                            rn-k+1            kredita jednakim anuitetima
D) ostatak duga  -  umanjimo ostatak duga iz prethodnog razdoblja za izračunatu visinu  

     otplatne kvote:

       O1 = K  - R1               drugi red   O2 = O1 – R2   …..

Napomena:

Kamatna stopa je iznos koji dužnik plaća za 100 posudenih novčanih jedinica za neki osnovni vremenski interval. Nominalna kamatna stopa – poznata stopa za određeno vremensko razdoblje - godišnja kamatna stopa. Kako bi gradani što lakše mogli usporediti uvjete pod kojima se daju krediti na financijskom tržištu, Hrvatska narodna banka je u financijsku praksu uvela pojam efektivne kamatne stope. Efektivna kamatna stopa kod kredita je razlika izmedu zbroja konačnih vrijednosti uplata kreditoru i zbroja početnih vrijednosti isplata korisniku kredita  iskazana kao postotni udio u zbroju početnih vrijednosti isplata korisniku kredita izražena na godišnjoj razini.

8. Skicirajte i izvedite formulu za visinu anuiteta kod otplate kredita jednakim anuitetima krajem razdoblja (postnumerando).  Najčešći slučaj otplate kredita je otplata kredita jednakim anuitetima krajem vremenskog razdoblja. Oznake:
K  – visina kredita

ak (konstanta) -  anuitet

Ik    - kamate u k-tom razdoblju

Rk  - otplatna kvota u k-tom razdoblju

Ok  - ostatak duga u k-tom razdoblju

n   - broj razdoblja

Banka posjeduje novac koji daje korisnicima u obliku kredita, a oni ga banci „isplaćuju“ tj. vraćaju u obliku anuiteta. Formula za računanje kredita ako su poznati anuiteti izvodi se analogno postupku za izvođenje formule za sadašnju vrijednost periodskih isplata postnumerando:

Skica: (samo umjesto R = visina isplate treba pisati a = poznati anuiteti te na dnu skice umjesto sadašnje vrijednosti isplata A( treba upisati K))
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                        a       a                  a         a
              K =  ___  +  ____  +….. +    _____   +  ____

                         r       r2               rn-1       rn  

                     a
              K= ___   (rn-1 + rn-2 + … + r + 1)                         

                     rn
            U zagradi se pojavljuje suma  geometrijskog niza odredenog sa a1 = 1 i q = r, pa iz te 
            formule:

                                qn  - 1
                  sn =  a1   _________

                                 q - 1
               slijedi:

                      a               rn - 1

              K=  ___  (  1  (  _________   =
                       rn                     r – 1

                              rn – 1                   rn  ( (r – 1)                                                         
              K = a ( _________________      (____________                         
                             rn  ( (r – 1)               rn – 1

                             rn  ( (r – 1)

               a = K (  ______________                 
                               rn – 1
9. Kako se kod otplate kredita jednakim anuitetima računa ostatak duga pojedinog razdoblja (Ok)? 
      Ostatak duga iz prethodnog razdoblja umanjimo za izračunatu visinu otplatne kvote:

       Ok =  O k-1  -  Rk
      Na ostatak duga u k-tom razdoblju možemo gledati kao na kredit anuiteta a, otplaćivan 

            tijekom n-k razdoblja pa vrijedi:

                               r n-k  -  1          
                Ok = a  _______________
                                 r n-k (r - 1)
10. Kako se kod otplate kredita jednakim anuitetima računaju kamate pojedinog razdoblja?
      kamate – ostatak duga iz prethodnog razdoblja pomnožimo odgovarajućom 

      konformnom kamatnom stopom ili dekurzivnim kamatnim faktorom umanjenim za 

      jedan:

                  O k-1  (  p                                                                                a                                   

        Ik =  ______________  = O k-1 (r - 1)  iz  čega slijedi kaoi iz prehodne  Ik= _______     (r n-k+1 – 1)
                    100                                   formule za Ok                                                         r n-k+1
                                    ostatak duga iz prethodnog razdoblja
11. Pojasnite kako se kod otplate kredita jednakim anuitetima mijenjaju veličine u otplatnoj tablici.
Anuitet je  jednak u svakom razdoblju, otplatne kvote se povećavaju, a kamate i ostaci dugova se smanjuju tijekom otplate kredita.

12. Što je konverzija kredita?  To je promjena uvjeta otplate tijekom otplate kredita. Može se promijeniti:
a) vrijeme otplate kredita
b) duljina razdoblja u kojima se kredit periodično otplaćuje

c) kamatna stopa

d) visina zaduženja.
13. Što je poček?  Poček ili grace period je vremenski interval između odobrenja kredita i početka njegove otplate. Više je mogućnosti: 
· korisnik koristi sredstva tijekom počeka i u tom periodu nema nikakve obaveze prema kreditoru

· tijekom počeka kreditor na iznos kredita obračunava kamate tkz. INTERKALARNE kamate, ali ih korisnik ne plaća tijekom počeka, već se one  u trenutku početka otplate kredita pribrajaju visini kredita (na kraju počeka dužni smo originalni kredit + inter. kamate)
· tijekom počeka korisnik otplaćuje samo interkalarne kamate, a glavnicu i pripadajuće kamate počinje otplaćivati nakon isteka počeka

· u zadacima dogovorno koristiti drugi slučaj
14. Navedite nazive financijskih funkcija tabličnog kalkulatora vezanih uz izračun kredita i opišite čemu služe. 
To su:
1. PMT – omogućuje računanje visine anuiteta uz zadanu visinu kredita, kamatnu stopu i razdoblje otplate, koristeći model otplate kredita jednakim anuitetima

2. IPMT –omogućuje računanje iznosa kamata za zadano razdoblje uz zadanu visinu kredita, kamatnu stopu i broj razdoblja otplate
3. PPMT- omogućuje računanje otplatne kvote za zadano razdoblje uz zadanu visinu kredita, kamatnu stopu i broj razdoblja otplate.
6. POKAZATELJI ISPLATIVOSTI ULAGANJA  (102 + 6 = 108)
1. Što je čista sadašnja vrijednost investicijskog projekta i kako se računa? 
Metoda čiste sadašnje vrijednosti =  NPV metoda = postupak koji nam omogućuje da između više ponuđenih investicija odaberemo najpovoljniju ili da jednu investiciju ocijenimo kao povoljnu ili nepovoljnu. Prvo moramo procijeniti neto dobitke ili izdatke poslovanja u pojedinim godinama, a onda tako dobivene vrijednosti diskontirati na početak razdoblja trajanja  investicije. Dakle, treba procijeniti ili poznavati sljedeće podatke:
F1,……., Fn - procijenjeni dobici i gubici (tj. novčani tijek) tijekom vremena t (može biti pozitivan ili negativan),

p - cijena kapitala  u danom periodu (kamatna stopa)

r - odgovarajući dekurzivni kamatni faktor
Rezultat:

pozitivan NPV - isplativo ulaganje/investicija,

negativan NPV - ulaganje s gubitkom.

Def.  Čista sadašnja vrijednost projekta predstavlja sumu diskontiranih godišnjih novčanih tijekova.

                      F1        F2                  Fn
NPV = F0 +   ___   +   ____  + …..+  ____
                      r1         r2                   rn
F0  označava početno ulaganje u projekt i zato mu dodjeljujemo negativan predznak. 

2. Kako nakon izračuna NPV-a projekta znamo da je isplativ? 
Pozitivan NPV sugerira profitabilnu investiciju, dok negativan NPV označava gubitak tj. projekt u koji ne bi trebalo ulaziti.
3. Kako nazivamo kamatnu stopu uz koju vršimo računanje NPV-a? 
Dekurzivna kamatna stopa.  ?????  Provjeriti!
4. Što je interna stopa rentabilnosti i kako se računa? 
Kod NPV metode smo pretpostavljali da investitor poznaje kamatnu stopu i na temelju toga uspoređivali alternative. Metoda interne stope rentabilnost IRR se prvenstveno koristi za određivanje kamatne stope kojom ćemo opisati uspješnost ili neuspješnost neke investicije. Def. = IRR nekog ulaganja je kamatna stopa za koju je NPV tog ulaganja jednak nuli:

               F1      F2             Fn
      F0 + ___  + ___ +….. + ___  = 0

               r        r2                 rn
5. Kako nakon izračuna IRR-a projekta znamo da je isplativ? 
Ako znamo cijenu kapitala p (uz koju kamatnu stopu posuđujemo novac), nakon izračuna IRR-a, zaključujemo:

 IRR > p   - isplativo ulaganje

 IRR < p   - ulaganje s gubitkom

6. Navedite nazive financijskih funkcija tabličnog kalkulatora vezanih uz ocjenu 

    isplativosti investicijskog projekta. 

Financijske funkcije NPV  i IRR.
7. AMORTIZACIJA (108 + 11  = 119)
1. Što je amortizacija? 
Amortizacija je smanjivanje vrijednosti imovine tijekom vremena uslijed njezina trošenja ili iscrpljivanja. 

2. Navedite barem tri metode amortizacije. 
Osnovna podjela:

1. funkcionalna metoda amortizacije

2. vremenske metode amortizacije:
a) linearna amortizacija

b) metoda konstantnog postotka

c) metoda sume znamenaka

d) metoda rastućeg (padajućeg) salda
Kod svake metode sastavlja se amortizacijska osnovica (tablica) u kojoj su prikazane amortizacijske kvote, knjigovodstvene vrijednosti  te akumulirana amortizacija.
3. Pojasnite pojmove otpisne vrijednosti, knjigovodstvene vrijednosti i amortizacijske 
    kvote. 
Knjigovodstvena (ili knjižna) vrijednost  Bk je razlika između originalne, nominalne cijene  dobra C (nabavne vrijednosti) i akumulirane amortizacije do određenog datuma Dk. Na kraju korisnog vijeka trajanja robe knjižna vrijednost dobra jednaka je njegovom procijenjenom ostatku vrijednosti koju zovemo  otpisna vrijednost S.  Amortizacijska kvota Rk je  trošak amortizacije u određenom razdoblju.
4.Navedite relaciju koja povezuje akumuliranu amortizaciju i knjigovodstvenu  

    vrijednost. 
Dk + Bk = C

Dk  - akumulirana amortizacija u određenom razdoblju
Bk  -  knjigovodstvena vrijednost u određenom razdoblju

C – originalna vrijednost (cijena) dobra

5. Pojasnite linearnu amortizaciju. 
- najjednostavnija i najčešće upotrebljavana metoda amortizacije kod koje je osnovica za amortizaciju jedanko raspoređena tijekom životnog vijeka dobra
                                                    100

- godišnja stopa amortizacija =  _____
                                                                                 N
-  amortizacijske kvote jednake su:

               C - S

       R = __________

                   n

- akumulirana amortizacija računa se kao produkt broja razdoblja amortizacije i amortizacijske kvote:

                            C - S

Dk = k ( R  = k ( ___________
                              N
Bk = C -  Dk
6. Pojasnite amortizaciju metodom konstantnog postotka.
-  ovom se metodom trošak amortizacije (kvota) u svakoj godini računa kao fiksni postotak knjigovodstvene vrijednosti na početku te godine, te se na taj način najveći iznos amortizacije obračunava na početku, a zatim se obračunavaju sve manji i manji iznosi
- zato ova metoda pripada grupi degresivnih metoda amortizacije

- amortizacija je zadana stopom amortizacije d  uz uvjet da S mora biti pozitivan

- vrijedi: 

                       d

Rk = B k – 1  (  ____
                               100
7. Kada nije moguće primijeniti amortizaciju metodom konstantnog postotka? 
Nije ju moguće koristiti ako je S negativan jer eksponencijalna funkcija kojom je opisana knjigovodstvena vrijednost ne može poprimati negativne vrijedosti. Dakle, uvjet je da je S pozitivan.
8. Grafički usporedite vremensku ovisnost knjigovodstvene vrijednosti kod linearne 

    amortizacije i amortizacije metodom konstantnog postotka. 
Grafički prikaz ovisnosti knjigovodstvene vrijednosti o vremenu kod:

linearne amortizacije  ________________

metode sume znamenaka …………………

i metode konstantnog postotka  --------------------
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9. Navedite nazive financijskih funkcija tabličnog kalkulatora vezanih uz amortizaciju i opišite čemu služe.
SLN – omogućava računanje amortizacijske kvote kod linearne amortizacije 
DB – omogućava računanje amortizacijske kvote kod amortizacije konstantnim postotkom (koristeći metodu amortizacije fiksnom stopom)
DDB – omogućava računanje amortizacijske kvote kod amortizacije konstantim postotkom 

VDB – omogućava računanje knjigovodstvene vrijednosti kod amortizacije konstantnim postotkom uz stopu otpisa 200% od stope otpisa kada bi koristili linearnu metodu

SYD – omogućava računanje amortizacijske kvote kod amortizacije metodom sume znamenaka 

10.Koja je osnovna značajka funkcionalne amortizacije? 
- amortizacija se obračunava proporcionalno intenzitetu korištenja sredstava za rad ili intenzitetu davanja usluga 

- količina usluge može se mjeriti u satima rada, jedinicama proizvoda , kilometrima itd.

- trošak amortizacije  a po jedinici proizvoda (učinka) je:

              C - S

      a = __________           gdje je Q planirana količina učinka (ili ukupan broj proizvoda) 
                Q
11.Kako se kod funkcionalne amortizacije računa amortizacijska kvota pojedinog 

     razdoblja? 
 - amortizacijske kvote u pojedinim godinama dobijemo kao produkt troška amortizacije po jedinici proizvoda i rednih brojeva godina:

                 Rk = k ( a

8. ANTICIPTIVNI OBRAČUN KAMATA  (119+9=128)
1. Izvedite formulu za vrijednost glavnice kod jednostavnog anticipativnog obračuna 

kamata. 
- anticipativni = sugerira da kamate računamo na početku razdoblja u odnosu na glavnicu s kraja razdoblja

- jednostavni =  znači da će kamate za svako razdoblje ukamaćivanja biti jednake

- formula za godišnje kamate je analogna formuli kod dekurzivnog kamatnog računa:

                                    q

                    I = C0 (  _______                     C0 = glavnica,  q= kamatna stopa, I= kamate
                                                     100
- budući da su kamate u svakoj godini jednake nakon n godina ukupan iznos kamata je:

                                     q(n

                    Iuk = Cn (  _______                     
                                                        100
- kako se kamate kod anticipativnog obračuna plaćaju i obračunavaju na početku razdoblja ukamaćivanja vrijedi:

                    Cn = C0 + I uk     tj.  C0 = Cn - Iuk        iz čega slijedi:

                                            Str. 146
2. Izvedite formulu za vrijednost glavnice kod složenog anticipativnog obračuna 

kamata. 
                       Str. 152/153

3. Kako se definira anticipativni kamatni faktor?  Def. se kao:
                              100

                    ρ = _____________
                                         100 – q
4. Usporedite kamate kod složenog dekurzivnog i anticipativnog kamatnog računa. 
Općenito vrijedi da su anticipativne kamate uz ISTE UVJETE UVIJEK VEĆE od dekurzivnih kamata. 

5. Usporedite kamate kod jednostavnog i složenog anticipativnog kamatnog računa. 
Situacija je obrnuta od one kod dekurzivnog kamatnog računa (kamate kod složenog dekurzivnog računa su veće nego kod jednostavnog jer se računaju na povećanu glavnicu). Kod složenog anticipativnog kamatnog računa kamate su manje nego kod jednostavnog anticipativnog računa. ??????   Provjeriti točnost!
6. Za poznatu godišnju dekurzivnu kamatnu stopu izvedite formulu za ekvivalentnu 

anticipativnu kamatnu stopu. (q je anticipativna, p je dekurzivna kamatna stopa) Provjeriti!???????
                p                      100
C0 (1 + _________ )  =  C0 ___________     
              100                   100 – q
slijedi:

         100(q                                100 (p

p = ​​​__________                                 q =  ___________
           100 – q                               100 + p

Rješenje IZVOD  za q (ako je poznat p) :                              IZVOD  za  p (ako je poznat q ):
                p                      100
C0 (1 + _________ )  =  C0 ___________        (: C0                                                                         isto
              100                   100 – q

         p           100                                                                                 p           100
1 + ____   =    _________                                                                                                        1 + ____  =   ________
      100        100 – q                                                                            100      100 - q
100 + p            100                                                                        100 + p         100
_________  =     __________                                                                                                     __________   =    ________
  100               100 –q                                                                         100         100 - q
(100 + p) (100 – q) = 10 000                                                    (100 + p) (100 – q) = 10 000

10 000 – 100q + 100p – pq = 10 00                                    10 000 – 100q + 100p – pq = 10 000

– 100q + 100p – pq  = 0  
                                                   – 100q + 100p – pq  = 0  

- 100q – pq = - 100p                                                                            100p – pq = 100q
-q (100 + p) = -100p  (: -1                                                                   p(100 – q) = 100q
         100p                                                                                                     100q
q = __________                                                                                                                                       p = ___________
       100 + p                                                                                                   100 - q
7. Definirajte relativnu ispodgodišnju anticipativnu kamatnu stopu. 

Relativna kamatna stopa qr dobije se tako da godišnju kamatnu stopu podijelimo brojem razdoblja na koji smo podijelili godinu. Vrijedi:
         q

qr = _____
        m
8. Izvedite formulu za ispodgodišnju konformnu anticipativnu kamatnu stopu. 
Medutim, iznos koji se dobije ako glavnicu ukamatimo m puta godišnje uz qr, razlikuje se od onoga kojeg dobijemo ako istu glavnicu ukamatimo jednom godišnje uz godišnju kamatnu stopu q.  Stoga uvodimo konformnu kamatnu stopu q(. Želimo li da početna vrijednost glavnice uz nominalnu kamatnu stopu i jedno ukamaćivanje bude jednaka početnoj vrijednosti

glavnice nakon m ukamaćivanja, moramo uvesti konformnu kamatnu stopu q(. Dakle, vrijedi:

      C1                        C1
____________    =    _______________
      100                   100         m
   _________             ( __________ )
  100 – q                100 - q'
 iz toga slijedi:

                              ________       
q' =  100  ( 1 -  m ( 1 -   __q__  )
                                      100       

9.Pojasnite razliku pri izradi otplatne tablice kredita otplaćivanog jednakim 

anuitetima kod dekurzivnog i anticipativnog obračuna kamata. 

Za razliku od otplate kredita kod dekurzivnog obračuna kamata, kod anticipativnog obračuna svaki anuitet sadrži kamate unaprijed obračunate za sljedeći period, tako npr. anuitet koji plaćamo na kraju 5. godine sadrži kamate za 6. godinu (točnije, one obračunavane na početku 6. g. što se podudara s krajem 5. godine). Posljedica toga je da ne možemo jednostavno upotrijebiti odgovarajući izraz za dekurzivni kamatni račun kao što smo to dosad činili.  Formula za kredit kod otplate kredita jednakim anuitetima krajem razdoblja uz anticipativan obračun kamata, analogna je formuli za kredit kod dekurzivnog računa, ali uz prenumerando anuitete.
                   ρn - 1

K = a ( _________________
            ρ n – 1 ( (ρ – 1)
Uslijed ranije navedenog i izrada otplatne osnovice kredita kod anticipativnog računa se razlikuje od dosad poznate i računa se prema formulama koje slijede:

               ρ n – 1 ( (ρ – 1)  
a =  K ( ____________________
                        ρn – 1
          Kq

I0 = ______                                           Rk = ( a - I0) ρk
         100

Ik = a - Rk                                           Ok = Ok – 1 - Rk
9. Derivacija funkcija i primjene  (128+14=142)
1. Skicirajte i objasnite korake u traženju jednadžbe tangente u točki funkcije. ?????
1. promatrati sekantu i njezin koeficijent smjera ks;

2. naći vezu sekante i tangente,

3. odrediti koeficijent smjera tangente kt:
                         Slajd 513

2. Koja je geometrijska interpretacija derivacije funkcije u točki? 
                             Slajd 529

3. Definicija derivacije funkcije u točki. 
                                 Slajd 530

4. Navedite osnovna pravila deriviranja zbroja, razlike, produkta i kvocijenta dviju 

funkcija.  
                    531 – 532

5. Kako se derivira složena funkcija? 
                                   Slajd 542

6. Što je funkcija potražnje? Komentirajte ponašanje funkcije potražnje.
                               Dobit = Prihodi - Troškovi

                                       D = P – T

Za količinu prodaje za koju je D = 0  kažemo da pokriva proizvodnju. Točka pokrića odredena je jednadžbom P = T.

Odgovor: Funkcija potražnje je funkcija kojom izražavamo ovisnost količine tražene robe o njezinoj cijeni. Funkcija potražnje je u pravilu padajuća funkcija, jer povećanje cijene neke robe dovodi do smanjenja potražnje za tom robom.

7. Što je funkcija ponude? Komentirajte ponašanje funkcije ponude. 
Funkcija ponude je funkcija kojom izražavamo ovisnost količine robe koja se nudi o njezinoj cijeni. Funkcija ponude je općenito rastuća funkcija, jer povećanje cijene neke robe dovodi do povećane ponude te robe.

8. Što je cijena ekvilibrija? 
Cijena za koju je ponuda robe jednaka potražnji zove se cijena ekvilibrija.
Model tržišta sastoji se od funkcije ponude, funkcije potražnje i cijene u ekvilibriju.

9. Što je koeficijent elastičnosti funkcije potražnje? 
Elastičnost potražnje pokazuje osjetljivost potražnje robe na promjenu njezine cijene. Koeficijent elastičnosti potražnje je broj koji pokazuje za koliko % se promijeni potražnja ako se cijena promijeni za 1%.
10. Pojasnite razliku između robe elastične i robe neelastične funkcije potražnje. ????
1. Ako je elastičnost u granicama (-1,1(  kaže se da je potražnja neelastična.
2. Ako je elastičnost po apsolutnoj vrijednosti veća od 1, kaže se da je potražnja elastična.
3. Ako je elastičnost jednaka 1, govori se o jediničnoj elastičnosti.
11. Napišite Marshalovu formulu za elastičnost funkcije potražnje. 
Ako je funkcija zadana formulom y = f(x); tada se njezina elastičnost računa pomoću sljedeće formule:
              x

E x,y =  ____   y(
              y

12.Ovisno o izračunatoj elastičnosti potražnje pojasnite što trebamo napraviti s 

cijenom kako bi prihod porastao. ????
Elastičnost potražnje zaslužuje detaljnije proučavanje zbog primjenjivosti rezultata ove analize za poslovno odlučivanje. Analizirajući mogućnosti ostvarivanja većeg prihoda ovisno o promijeni cijeni razlikujemo dva pristupa:

1. možemo smanjiti cijenu i računati da ćemo zbog povećane prodaje ostvariti veći prihod,

2. možemo povećati cijenu računajući da će unatoč manjoj potražnji zbog te povećane cijene ostvareni prihod biti na kraju veći.
                                          Slajd 574

13. Napišite Marshalovu formulu za elastičnost funkcije troškova ovisne o broju 

proizvoda. ?????
Promatramo funkciju troškova kao funkciju jedne varijable, količine proizvoda T = T(Q).

Za elastičnost ove funkcije vrijedi:

              Q

E T,Q =  ____  T'        
               T
14. Kako se računa granični, a kako prosječni trošak po jedinici proizvoda? 

Granični trošak pokazuje za koliko se povećava trošak ako se proizvodnja poveća za jedinicu. Funkcija graničnih ili marginalnih troškova Tg dobije se kao derivacija funkcije troškova.

Tg = T(
Prosječni trošak je trošak po jedinici proizvoda. Vrijedi:
          T

TP = _____
          Q
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