Mr. RATKO PAIC

" K matematici nema kraljevskog puta" — odgovor Euklida
na pitanje kralja Ptolomeja da li postoji neki laksi pristup

geometriji od njegovih Elemenata.

I. GRADA MATEMATIKE

1. LOGIKA

Pojednostavljeno kazano, matematika se sastoji od osnovnih matematickih pojmova, aksioma,
definicija i teorema.

Najjednostavniji pojmovi od kojih se u matematici polazi i koji se ne mogu svesti na
jednostavnije, zovu se osnovni matematic¢ki pojmovi. Svojstva tih pojmova intuitivno su
nam poznata iz iskustva, i onda se ona izricu u obliku aksioma.

Aksiom je cCinjenica ili tvrdnja koja se po dogovoru smatra istinitom, pa se ne dokazuje.
Primjer osnovnog matematickog pojma je pravac. Osnovna svojstva pravca sadrzana su u
aksiomu o pravcu koji kaze: "Dvjema razli¢itim tockama ravnine moze se poloziti jedan i
samo jedan pravac". Skup je takoder osnovni matematicki pojam i o njemu ¢emo detaljno
govoriti nesto kasnije.

Pojam koji nije osnovni uvodi se definicijom. Definicija je izreka kojom se uvodi, odnosno
opisuje novi pojam pomocu ve¢ poznatih pojmova. Formulacija definicije mora biti sasvim
precizna. Iz nje se mora jasno vidjeti koja se rije¢ uvodi odnosno koji se pojam definira, a sve
ostale rijeCi u njoj moraju biti poznate (osnovni matematicki pojmovi ili prethodno definirani
pojmovi). Strogo kazano, definicija ne smije sadrzavati niti jednu rije¢ viska niti manjka.
Pokazimo to na primjeru definicije kruznice:

"Neka je I1 ravnina, S tocka iz ravnine I, r pozitivan realni broj i d(T,S) udaljenost tocaka
TiS. Tadaseskup {feIlld(T,S)=r} zove kruZnica sa sredistem u to¢ki S polumjera r, i

oznaCavas k(S,r)."



Dakle: k(S,r) ={TeIlld(T,S)=r}.
Tom definicijom smo novi pojam, kruznicu, opisali pomocu pojmova koje smo prethodno

upoznali (skup, ravnina, tocka, udaljenost, realan broj).

Rezultate matematickih istrazivanja izricemo teoremima ili pouc¢cima. Teorem ili poucak je
tvrdnja Ciju istinitost treba dokazati. To znaci da iza teorema treba navesti njegov dokaz.
Svaki teorem sadrzi pretpostavku ili hipotezu i tvrdnju ili tezu. Pretpostavka nabraja uvjete uz
koje vrijedi ono §to kaze tvrdnja. Dokaz teorema je niz logickih koraka kojima se pokazuje
istinitost tvrdnje. Ako pokazemo da teorem izvire iz aksioma, definicija i ve¢ dokazanih
teorema, odnosno ako je tvrdnja deducirana kao njihova logicka posljedica, govorimo o
direktnom dokazu. Ima teorema koji se ne mogu dokazati direktnim dokazom, pa se oni
dokazuju indirektnim dokazom.

Ako tvrdnju nekog teorema uzmemo za pretpostavku, a njegovu pretpostavku za tvrdnju,
dobivamo tom teoremu suprotan teorem, ili kako ga ponekad nazivamo, njegov obrat. Obrat

se uvijek mora dokazati, jer ako je neki teorem istinit njegov obrat ne mora biti istinit.

Primjer 1. Jedan od najpoznatijih teorema je Pitagorin poucak: "U pravokutnom trokutu
kvadrat hipotenuze jednak je zbroju kvadrata kateta."

Pretpostavka ovog teorema je da je trokut pravokutan, a tvrdnja je da je kvadrat hipotenuze
jednak zbroju kvadrata kateta. Obrat Pitagorinog poucka je:

"Ako je kvadrat hipotenuze jednak zbroju kvadrata kateta, onda je trokut pravokutan", i to je

opet istinit teorem. Dakle, obrat Pitagorinog teorema je istinit.

Primjer 2. Vrijedi teorem: "Ako su dva trokuta sukladna, onda oni imaju jednake kutove."
Obrat ovog teorema je: "Ako dva trokuta imaju jednake kutove, onda su oni sukladni." Znamo

da to nije istina, jer su tada trokuti sli¢ni i ne moraju biti sukladni.

Zadatak. 1skazi obrate sljedecih teorema i ispitaj njihovu istinitost:
a) Ako je n paran broj, onda je n”> paran broj;
b) Ako je n neparan broj, onda je n° neparan broj;
c) Ako su brojevi aib djeljivi brojem c, ondaje a+b djeljiv brojem c;
d) Akosu a i f pravikutovi, onda su oni jednaki.

RjesSenje: obrati od a)i b) su istiniti, aod ¢)i d) nisu.



Logika proucava vrste pravilnog zakljucivanja i odreduje put od pretpostavke do zakljucka.
Matematicka logika je posebna matematicka disciplina koja se izuCava kao formalizirana
deduktivna teorija. Ovdje ¢emo iznijeti samo osnovne pojmove i simbole matematicke logike
koje ¢emo ubuduée Cesto koristiti.
I druge matematicke discipline imaju svoje simbole, pa se moZe re¢i da su simboli sastavni
dio matematike. Jasno je da znalenje simbola mora biti precizno definirano. Razvojem
matematike razvija se i njena simbolika.
U matematici, kao i u svakodnevnom Zivotu, misli i tvrdnje izrazavamo reCenicama. Recenice
kojima se nesto tvrdi zovu se deklarativne recenice. Deklarativne recenice koje mogu biti
samo ili istinite ili neistinite (laZne) zovu se izjave ili sudovi. Pogledajmo nekoliko primjera:

1. "Split se nalazi u Hrvatskoj."

2. "Split se nalazi u Bosni."

3. "Broj 5 je veci od broja 10."
Sve tri navedene recenice su izjave. Naime, prva recenica izrazava istinitu tvrdnju, a druga i
treca reCenica su neistinite tvrdnje. Razmotrimo sljedece tri recenice:

4. "Broj 2 je veéi od broja x."

5. "Jasada lazem."

6. "Zeleni tangens pjeva."
Ove tri recenice su deklarativne recenice, ali nisu izjave jer se njihova istinitost ne moze
odrediti. Naime, u Cetvrtoj reCenici se ne zna koliki je broj x, pa se ne moZe odrediti njena
istinitost. U petoj se tvrdi da lazem, a to znaci da lazem kad kazem da laZzem, pa govorim

istinu, a to je u suprotnosti s izjavom da lazem. Sesta reCenica nije smislena.

Oznacimo s A neku izjavu. Ako je izjava A istinita pisat ¢emo
1A =T ili 7(A)=1.
Ako je izjava A neistinita pisat ¢emo
7(A)=L ili 7(A)=0.
Tuje 7 grcko slovo "tau", znak T Cita se "te", a znak L Cita se "ne te".
Na primjer, 7 (Split se nalazi u Hrvatskoj) = 1, a 7 (Split se nalazi u Bosni) = 0.
Princip na osnovu kojeg izjava moZze biti samo ili istinita ili lazna zove se "tertium non datur",
odnosno princip iskljuCenja tre¢eg. Jezik svake matematicke discipline sastoji se iskljucivo od
recenica koje su izjave, dakle od recenica koje su ili istinite ili lazne i nema neke daljnje trece

mogucnosti. Na toj ¢injenici poCiva znacaj, ljepota i tezina matematike.



Istaknimo jo§ jednom, svaka reCenica koja se izgovori ili napiSe u izlaganju nekog
matematiCkog gradiva je ili istinita ili laZna, ili to¢na ili neto¢na, i ne moze biti djelomi¢no

toc¢na. To ne vrijedi u svakoj znanosti, na primjer ekonomiji, pravu, medicini.

Navedimo usput da se na principu iskljuCenja treéeg zasniva u matematici Cesto koristena
metoda indirektnog dokaza. Ona se sastoji u tome da ako dokazemo da nije istina da je neka
izjava laZzna, onda je ona istinita. U praksi se indirektni dokaz istinitosti neke izjave provodi

tako da se dokaZe da suprotna izjava vodi do apsurda (proturjecja, kontradikcije).

Iz pojedinih izjava grade se nove, slozene izjave pomocu operacija s izjavama. Te operacije
definirane su medu elementima skupa {1,0} i one Cine algebru izjava. Definiramo ih na

sljedeci nacin (A i B su oznake za proizvoljne izjave):

1. Konjukcija A&B ili AA B dviju izjava je sloZena izjava koja je po definiciji istinita ako

nsn

i samo ako (krace piSemo akko) su obje izjave A, B istinite. Znak & odnosno A ¢ita se "i

Hi"

ili "et", Sto je latinski veznik "i". Navedena definicija konjukcije izjava moze se prikazati

pomocu tablice koja se zove tablica istinitosti ili semanticka tablica:

A | B | A&B
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

2. Disjunkcija A v B dviju izjava je slozena izjava koja je po definiciji istinita akko je
barem jedna od izjava A, B istinita. Znak v Ccita se "ili" odnosno latinski "vel". U ovoj
definiciji znak v, odnosno veznik ili ima slabiji, inkluzivni smisao jer dopusta da istodobno
vrijede obje izjave A, B. Zato se ova operacija preciznije zove inkluzivna disjunkcija. Pored
nje postoji i ekskluzivna disjunkcija A v B koja je istinita akko je samo jedna od izjava A

i B istinita (ali ne obje). Definicije ovih slozenih izjava dane su u tablici istinitosti:



1 1 1 0
1 0 1 1
0 1 1 1

Uoc¢imo da u nasem jeziku veznik "ili" ima ponekad inkluzivni, a ponekad ekskluzivni
smisao. U reCenici "Popodne ¢u spavati ili ¢u Citati knjigu." smisao je inkluzivni, dok je u

n

re¢enici "Ivo se rodio u Splitu ili u Sibeniku." smisao ekskluzivni.

3. Implikacija A = B dviju izjava je sloZena izjava koja je po definiciji lazna akko je A
istinita, a B lazna. Izjava A = B ¢ita se "ako je A onda je B", "iz A slijedi B", "A je
dovoljan uvjet za B" ili "B je nuZzan uvjet za A", a znak = Cita se "povlaci" ili

"implicira". Pripadna tablica istinitosti je:

A | B [ A=B
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Primijetimo da se tre¢i i Cetvrti redak tablice razlikuje od onog S§to smo naucili u
svakodnevnom Zzivotu. Naime, ako je pretpostavka pogresna onda se ne uobi¢avamo sluZziti
implikacijom jer se iz pogresSne pretpostavke ne moZze nista zakljuciti. Objasnimo Cetvrti redak
tablice na primjeru:

"Ako je Zemlja veca od Sunca onda je Mjesec vecéi od Zemlje." Izjava A da je Zemlja veca od

Sunca je lazna kao i izjava B da je Mjesec veci od zemlje, a izjava A = B je ipak tocna.

4. Ekvivalencija A < B dviju izjava je sloZena izjava koja je istinita akko su obje izjave
istinite ili obje laZne. Izjava A < B Cita se "A je onda i samo onda ako je B", "A je akko je
B" ili "A je nuzan i dovoljan uvjet za B". Znak < ¢ita se "ekvivalentno". Tablica

istinitosti je:



A | B |[A=B
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Izjava A & B moZe se definirati i kao (A = B) & (B = A).

5. Negacija |A izjave A je izjava koja je istinita akko je izjava A lazna. Znak | &ita se

"nije" ili latinski "non". Tablica istinitosti je:

Al A
1 | o
0 | 1

Iz navedenog slijedi da su konjukcija, disjunkcija, implikacija i ekvivalencija binarne
operacije (jer djeluju na dvije izjave), dok je negacija unarna operacija (djeluje na samo jednu

izjavu).

Na kraju navedimo da je izjava A = B ekvivalentna s izjavom |B = |A . tj.
(A=B)&(B= 1A), pa se u matematici implikacija A = B cesto dokazuje tako da se
dokaze implikacija B = ]A (takozvana metoda suprotnog ili kontrapozicije ili

kontradikcije).

U matematici ¢esto koristimo rijeCi "svaki" i "postoji" pa za te rije¢i uvodimo i posebne

znakove koji olakSavaju njihovu primjenu. Zovemo ih kvantifikatori ili kvantori.

Univerzalni kvantifikator ima znaCenje "za svaki" i oznaku V. Na primjer izjava
(Vxe R)(x> >0) znaci "za svaki realan broj x vrijedi x> >0".
Usput navedimo da vrijedi 7 [(Vxe R)(x* 20)] =1 (jer je kvadrat svakog realnog broja

nenegativan broj) i 7 [(Vxe R)(x> >0)]=0 (jer kvadrat broja 0 nije veéi od 0).



Egzistencijalni kvantifikator ima znacenje "postoji barem jedan" ioznaku 3. Tako izjava
(Ixe R)(x* =4) znadi "postoji barem jedan realan broj kojemu je kvadrat 4".

Pored kvantifikatora 3 postoji i kvantifikator 3! koji ima znacCenje "postoji jedan i samo
jedan" ili "postoji to¢no jedan". Tako na primjer izjava (3xle R)(x* =0) znadi "postoji

jedan i samo jedan realan broj Ciji je kvadrat 0".

Zadatak 1. Procitaj i ispitaj istinitost sljedecih izjava:
a) (Vne N)(@me N)(m-n>100) ;
b) (Ane N)2n+20=34) ;
¢) (Va,be R|a-b=0)= (@=0vb=0)].

Zadatak 2. Sljedece izjave izrazi logickim simbolima (a i b su realni brojevi):
a) Akoje a-b#0 ondaje a#0 i b#0 .
Rjesenje: (a-b#0)=[(a#0) & (b=0)].
b) Akoje a-b>0 ondaje a>01i b>0 ili a<0ib<O0.
Rjesenje: (a-b>0)=[a>0)& (b>0)M(a<0) & (b<0)].

Zadatak 3. Uvjeri se u istinitost sljedecih ekvivalencija (tu su sa P(x) oznaceni svi elementi
nekog skupa koji imaju svojstvo P):

2) 1(v0)P(x) & @) 1P() ;

b) 1@x)P(x) & (Vx) |P(x) .



2. SKUPOVI

U ovoj toc¢ki navest cemo osnovne pojmove i simbole teorije skupova koji su nam vecinom
poznati jos$ iz osnovne Skole. Ti pojmovi predstavljaju osnove svake matematicke teorije.

Po dogovoru, skup je osnovni matematicki pojam pa se ne definira. Bilo je mnogo pokusaja
da se taj pojam definira, kao na primjer: "skup je ujedinjenje nekih predmeta u cjelinu", ili
"skup je mnostvo koje shvacamo kao jedno". Ipak ovo nisu definicije jer se u njima koriste
nepoznate rijeci ili sinonimi: ujedinjenje, predmet, cjelina, mnostvo.

Skup je uzet za osnovni matematicki pojam jer je intuitivno jasan. Na primjer svima je jasno

Sto predstavlja "skup studenata nekog fakulteta", "skup to¢aka na pravcu", "skup slova u

rijeci", itd.

Svaki skup saCinjavaju njegovi elementi ili ¢lanovi. Po dogovoru se pretpostavlja da su oni
medusobno razli¢iti. Skupove oznaCavamo velikim slovima, a elemente malim slovima.
Izjava "a je element skupa A", "a pripada skupu A" ili "A sadrzi element a" oznacava se
acA, a suprotna izjava "a nije element skupa A" oznaCava se agA.

Skup A je zadan ako se za proizvoljni element a zna da li vrijedi ac A ili agA, tj. ako se
tocno zna koje elemente sadrzi. lako rije¢ skup navodi na misao o sadrzavanju vise elemenata,
u matematici se promatraju i skupovi koji sadrze samo jedan ili nijedan element.

Oznaka A = {a, b, ¢} znaci da skup A sadrzi to¢no elemente a, b i ¢c. Analogno, oznaka B =
{b1, by, ..., by} znaci da skup B sadrzi elemente by, by, ..., b, (pri ovom ispisivanju elemenata,

n n

tri tockice znace i Citaju se "i tako dalje"), a oznaka C = {c} znaci da se skup C sastoji
od samo jednog elementa ¢ (takozvani jednoclani skup). Napomenimo da kod zapisa skupa
nije vazan poredak njegovih elemenata. Na primjer vrijedi A = {a, b, ¢} = {c, a, b}. Navedeni
skupovi su kona¢ni skupovi.
Postoje i beskonacni skupovi, na primjer skup D = { dy, dy, ..., dy, ...}, prije spomenuti skup
to¢aka na kruznici  k(S,r) = {T € I11d(T,S)=r} ipoznati skupovi brojeva:

N = skup prirodnih brojeva,

Z. = skup cijelih brojeva,

Q = skup racionalnih brojeva,

R = skup realnih brojeva,

C = skup kompleksnih brojeva.



Te skupove kasnije ¢emo detaljno razmatrati. Isto tako, kasnije ¢emo dati to¢nu definiciju
kona¢nog odnosno beskona¢nog skupa.

Medu skupove, po dogovoru ubrajamo i prazan skup & koji ne sadrzi niti jedan element.
Mogli bi reci da je prazan skup negacija ili odsustvo skupa. On je po dogovoru konacan skup.
Primjeri praznog skupa su "skup konja na Mjesecu" ili "skup rjeSenja sustava jednadzbi
x—2y=1, 3x—-6y=5".

Cesto nije moguée navesti sve elemente nekog skupa, pa se u tom slu¢aju koristi oznaka A =
{a| P(@)} ili A = {a: P(a)}. Ona nam kazuje da se skup A sastoji od onih i samo onih
elemenata koji imaju svojstvo P, a Cita se "A je skup svih elemenata a sa svojstvom P". Na
primjer A = {acZ|Jaj<3} ={-2,-1,0,1,2}, B={xeQ|x*=2}=@.

Skupove je zgodno prikazivati pomocu Venn-Eulerovih dijagrama, tj. kao dijelove ravnine

omedene zatvorenim krivuljama:

2.1. PODSKUP

Definicija. Ako su A i B proizvoljni skupovi i ako vrijedi (Va)(ae A= ae B),tada kazemo

da je A podskup skupa B, ili B je nadskup skupa A i piSemo A c B. Ova relacija medu

skupovima zove se inkluzija.

Po dogovoru prazan skup smatramo podskupom svakog skupa. Dakle, vrijedi & c A, VA.

Ocito je i da vrijedi A C A, VA.

Definicija. Skupovi A i B su jednaki, piSemo A = B, ako vrijedi A cBi B c A. Skupovi

A i B su razli¢iti, piSemo A # B, ako nisu jednaki.
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Definicija. Ako vrijedi A c B i A # B tada kazemo da je A pravi podskup od B i piSemo
AcCB.

Dakle vrijedi: Ac B < (Va)(ae A= ae B) & (Ab)(be B & be A).

Definicija. Ako je A skup, onda se skup svih podskupova skupa A zove se partitivni skup

skupa A i oznaCava sa ®(A).

Dakle, ®@(A) = {X | X < A}, odnosno to je skup ¢iji su elementi podskupovi skupa A. Moze

se pokazati da partitivni skup skupa od » elemenata sadrzi 2" elemenata.

Primjer: Partitivni skup skupa A=1a,b,c} je
®(A) = (0 {a} b} Ha. b3 a, e} b, e} Ha,b. e}y

Skup A ima 3 elementa, a partitivni skup ®(A) ima 2’ =8 elemenata.

2.2. OPERACIJE SA SKUPOVIMA

Osnovne operacije sa skupovima su unija, presjek i razlika skupova. Ove operacije se joS

zovu i Boole-ove operacije. Pomocu njih zadanim skupovima pridruzujemo nove skupove.

Definicija. Unija skupova A i B je novi skup A U B ¢iji elementi imaju svojstvo da
pripadaju barem jednom od skupova A i B.

AUB={x|xeA v xeB}

B

Ocito je da vrijedi AuO=A, AUA=A i opéenitoiz Bc A slijedi A UB=A.
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Analogno se definira i unija bilo kojeg broja skupova: Ako su A;, iel, proizvoljni skupovi,

tada je unija skupova A; skup HAi ={xl13iel,xe A, }. Tu je I neki konacni ili beskona¢ni

skup, npr. 1=1{1,2,3,....n}.

Definicija. Presjek skupova A i B je skup A mn B ¢iji elementi imaju svojstvo da
pripadaju i skupu A i skupu B.
ANB={x|xeA & xeB}

E

Ocito je da vrijedi AnO=0, An A=A i oplenitoiz Bc A slijedi AnB=B.
Analogno se definira i presjek bilo kojeg broja skupova: Ako su Aj, i€, proizvoljni skupovi,

tada je presjek skupova A; skup 0 A ={xIViel,xe A}.

Definicija. Akoje AN B=0,kazesedasu AiB disjunktni skupovi.

Definicija. Razlika ili diferencija skupova A i B je skup A \ B koji se sastoji od onih
elemenata skupa A koji nisu elementi skupa B.

A\B={xlxe A& x¢ B}

Definicija. Akoje B — A tada se skup A\B zove komplement od B u skupu A i oznacava

sa caB.

Cesto se u razmatranjima promatraju samo podskupovi nekog odredenog skupa, a svi
ostali skupovi se zanemaruju. U tom se slucaju taj skup zove univerzalni skup ili univerzum

i oznacava sa U. Tada se cyA oznaCava samo sa cA.
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@m

Primjer 1. Za ucenike u nizim razredima osnovne $kole univerzalni skup U je skup prirodnih

brojeva N ili skup cijelih brojeva Z, jer oni promatraju samo podskupove ili elemente tih

skupova.

Primjer 2. Za lijeCnike univerzalni skup U je skup svih ljudi, jer oni promatraju samo

odredene skupine (skupove) ljudi, dakle podskupove toga skupa.

Teorem. Ako su A, B i C proizvoljni skupovi, onda vrijedi:

I. AuB=BUA (zakon komutacije za uniju);

2. AuBuUC)=(AuB)uUC (zakon asocijacije za uniju);

3. AnB=BnNA (zakon komutacije za presjek);

4. An(BNnC)=(AnB)nC (zakon asocijacije za presjek);

5. AnBuO)=(AnB)uU (AN C) (zakon distribucije);

6. AUBNC)=(AuB)n(AuC) (zakon distribucije).
Dokaz. Slijedi neposredno iz definicije jednakosti dvaju skupova i definicija operacija sa
skupovima. Provodi se tako da se dokaze da je skup na lijevoj strani jednakosti podskup

skupa na desnoj strani, i obrnuto.

Teorem. Ako su A, B i C proizvoljni skupovi, onda vrijedi:
I. AA\BuCO)=(A\B)n(A\CO);

A\BNC)=(A\B)U(A\C);

A\(A\B)=ANB;

(AuB)\C=(A\C)u B\C);

caO=A, cAA=0;

ca(ca B)=B,

c(AUB)=cA NncB;

c(ANB)=cA ucB;

c(A\B)=cA uUB.

X =N, AN
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Dokaz. DokaZimo jednu od ovih tvrdnji, na primjer prvu.
Ako uvedemo oznake X=A\(BuU ), Y=(A\B) N (A\C), trebamo dokazati daje X =Y
a to ¢emo dokazati ako pokazemodaje XY i Y X.
Odaberimo proizvoljni x€ X =A\(B UC). Toznaidaje xe€ A i x¢ BUC,
odnosnox € A, x¢ Bix¢ C.Nadaljetoznatidaje xe A\B i xe A\C, odnosno
x € (A\B)n (A\C) =Y. Bududi da je x proizvoljno odabrani element skupa X, to vrijedi za
svaki element skupa X, paje X Y.
IspiSimo za vjezbu ovaj dio dokaza logickim simbolima.
xe X=A\BuUC(C) = (xe A & x2BuUC(C) = (xe A, x¢B&xe () =
xe A\B&xe A\C) = xe (A\B)n(A\C) =Y, ato znaci da je zaista X C Y.
Uzmimo sada proivoljni element ye Y=(A\B) N (A\C). Toznatidaje ye A\B
i ye A\C,odnosno ye A,y ¢ Bi y¢ C. Sada je ocito da vrijedi yg¢ BU Ci
ye A\ (B uUC)=X. Bududi da je y bio proizvoljno odabrani element iz Y, vrijedi zaista
Yc X. Time je tvrdnja potpuno dokazana.

Sli¢no se dokazuju i sve preostale tvrdnje.

Zadatak 1. a) Sto sve moze biti presjek dva razligita pravca u ravnini?
b) Sto sve moze biti presjek pravca i kruznice u ravnini?
Rjesenje:
a) Presjek dva razlicita pravca u ravnini je jednoclani skup (ako se pravci sijeku), ili
prazan skup (ako su pravci paralelni).

b) Presjek pravca i kruznice u ravnini je dvoclani ili jedno€lani ili prazan skup.

Zadatak 2. Akoje A={xe N|I1<x<5},B={xe N|2<x<8}, odredi skupove A U B,
A NB,A\B i B\A. Isto odredi za skupove C={xe N|5x-12>4}i D={xe N|18
—-2x>1}.
Rjesenje:
A=1{2,3,4}, B=1{2,3,4,5,6,7},
AuB=1{2,3,4,5,6,7, =B, AnB={2,3,4,=A, A\B=0, B\A={5,6,7};
C={4,5,6,...}, D={1,2,3,4,5,6,7, 8},
CuD={1,2,3,...}=N, CnD={4,5,6,7,8}, C\D={9, 10, 11, ...},
D\C={l, 2, 3}.
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2.3. PARTICIJA SKUPA I DIREKTNI UMNOZAK SKUPOVA

Definicija. Particija skupa A je skup 7 (A) = {A, Ay, ..., Ay} Ciji su elementi neprazni
podskupovi Ajskupa A sa svojstvima:
1. elementi skupa .# (A) medusobno su disjunktni;

2. unija svih elemenata skupa .7 (A) je skup A.

Dakle, elementi particije skupa A su podskupovi A skupa A takvi da vrijedi Ain Aj=0

za i#j,1 UA;= A. Vazno je uociti da u navedenoj definiciji A; ponekad predstavlja skup, a
ponekad element. Naime, A; je podskup skupa A, a ujedno element skupa .7 (A).

Buduc¢i da je partitivni skup @ (A) skupa A skup svih podskupova skupa A, particija .7(A) je
podskup partitivnog skupa @ (A). Stoga smo definiciju particije skupa mogli iskazati i na
drugi nacin: podskup .#(A) partitivnog skupa ®(A) je particija skupa A ako za svaki ac A
postoji jedan i samo jedan element X € .7(A) takav daje ae X.

Dakle: Skup .7 (A)c®A) je particija skupa A akoza Vac A !X € .F(A) takav daje aeX.

Ocito, skup razli¢it od praznog, jednoclanog i dvoc¢lanog skupa, ima viSe razli¢itih particija.

Primjer 1. Navedimo nekoliko particija skupa A = {1, 2, 3}:
yl(A):{{l}a {2}5 {3}}5 92(A):{{1}5 {25 3}}5
FAA) = ({12}, 31}, FuA)={{1.3}, {2}}.
Prva od tih particija je troclani skup, a ostale su dvoclani skupovi. Lako se vidi da su to sve

moguce particije skupa A.

Primjer 2. Skupovi A; prikazani na ovom Venn-Eulerovom dijagramu, elementi su jedne

particije skupa A, odnosno .7 (A) = {A1, Az, Az, A4, As}.
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Primjer 3. Navedimo nekoliko particija skupa studenata nekog fakulteta: particija odredena
spolom, particija odredena godinom rodenja, particija odredena mjesecom rodenja, particija
odredena datumom rodenja, itd.

Prva od tih particija ima dva elementa. Prvi njen element je skup studenata muskog spola, a
drugi element skup studenata Zenskog spola. Zadnja od tih particija ima onoliko particija
koliko ima dana u godini. Prvi njen element €ini skup studenata rodenih 1. sije¢nja, drugi

element studenti rodeni 2. sije¢nja, itd.

Definicija. Neka su A i B neprazni skupovi. Direktni ili Kartezijev umnozak skupova A i
B je skup A x B ¢iji su elementi uredeni parovi (a, b), gdjeje a€ A i be B.
Dakle: AxB={(a,b)|ae A, be B}.

Pri tom se pod uredenim parom smatra dvoclani skup kod kojeg se zna koji je element na
prvom, a koji na drugom mjestu (ti elementi zovu se komponente ili koordinate uredenog
para).

Dakle, za uredene parove vrijedi: (a, b)=(c,d) & a=c & b=d, iopcenito: (a, b) # (b, a).
Sjetimo se da za skupove vrijedi {a, b} = {b, a}.

Iz navedene definicije slijedi A xB #B X A.

Posebno je vazan slucaj kada je A = B, tj. Kartezijev umnoZzak skupa A sa samim sobom. Taj
skup A x A oznaGava sesa A’ izove kvadrat skupa A.

Dakle: AxA=A%= {(a,b)|a, be A}.

Npr. N*=NxN={(ab)| a,be N} ={(1,1), (1,2), ..., (11,231), ...}.

Analogno se definira Kartezijev umnozak tri skupa:
Al X Ay XAz = {(a1, ay, a3) | a1€ Ay, aye Ay az€ Az} (elementi tog skupa zovu se uredene
trojke), odnosno proizvoljnog kona¢nog broja skupova:

Al XAy X ... X Ap={(a, az,...,an) | 1€ A1, € A, . ane Ayn}. Elementi (a;, ay,...,a,) Zzovu

cees

se uredene n-torke elemenata (Cita se: entorke).

Primjer 4. Akoje A={1,2,3},a B={a, b}, onda je
A x B ={(l,a), (2,a), (3,a), (1,b), (2,b), (3,b)},
B x A ={(a,1), (a,2), (a,3), (b,1), (b,2), (b,3)},



16

AxA=A%={(1,1),(1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3.1), (3,2), (3.3)},
Bx B=B?= {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b)}.

Primjer 5. Ako je u ravnini zadan pravokutni koordinatni sustav, skup N* predstavlja sve
totke u prvom kvadrantu s cjelobrojnim koordinatama. Analogno, skup Z* predstavlja sve
to¢ke ravnine s cjelobrojnim koordinatama, a skup R? predstavlja sve tocke ravnine (kasnije
éemo pokazati da izmedu skupa R? i skupa toGaka ravnine postoji preslikavanje koje je

bijekcija).

Primjer 6. Oznake na ulaznicama za kino dvoranu moZzemo promatrati kao elemente

Kartezijevog umnoska skupa redova i skupa sjedala u redu: (I,1), (IIL,5), (X,12), ...

Zadatak. Odredi eksplicite skupove:
S={(x,y) e N* | x*+y*=25},
T={(x, y) € N* | x*+y*<25},
U= {(x,y) € Z*| x*+y*=25}.
Rjesenje:
S={G.4). 4 3)}.
T={(1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (2.1), (2.2), (2.3). (2.4). 3.1), (3.2), (3.3). (3.4), (4.1),
(4.2), (4.3)},
U ={(0,5), (0, -5), (5,0), (-5, 0), (3.4), (4.3), (-3,4), (3, -4), (-3, -4), (-4, -3), (4, -3),
(-4, 3)}.

Geometrijski, skup S je skup tocaka s cjelobrojnim pozitivnim koordinatama koje leze na
zadanoj kruznici, skup T je skup tocaka s cjelobrojnim pozitivnim koordinatama koje leze na
toj kruznici ili unutar nje, a skup U je skup tocaka s cjelobrojnim koordinatama koje leze na

toj kruznici ili unutar nje.
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3. SKUP PRIRODNIH BROJEVA

Veé prije osnovne Skole upoznali smo se sa najjednostavnijim brojevima. U godini ima
dvanaest mjeseci. Ivo ima dva brata i jednu sestru. U razredu ima trideset i Sest uCenika.
Brojevi 12, 2, 1, 36 koji su se pojavili u tim reCenicama zovu se prirodni brojevi. Njih
koristimo pri prebrojavanju raznih objekata iz naSe okoline. Zato se moze re¢i da prirodni broj
iskazuje koliko neki neprazan skup ima elemenata. Skup svih prirodnih brojeva oznacava se

slovom N. Dakle,

N={,23,....,n,n+1,...}.

Navedimo osnovna svojstva tog skupa:

1. Svaki prirodni broj ima svog sljedbenika (npr. 14 je sljedbenik broja 13, 223 je sljedbenik
broja 222) i svaki prirodni broj, osim broja 1, sljedbenik je nekog prirodnog broja (iz toga
slijedi posebna uloga broja 1 u skupu N).

2. Skup N je beskonacan skup.

3. Na skupu N definirane su dvije binarne ili raCunske operacije (tj. preslikavanje iz skupa
NxN u skup N):
zbrajanje: +:NxN — N (npr. +(11,28) =11 +28 = 39)

pribrojnici zbroj

mnozenje: - : NxXN — N (npr. «(11,4)=11-4 = 44)

faktori umnoZak

Za a, b, ¢c € N te operacije imaju sljedeca svojstva:
1) a+b=b+a zakon komutativnosti za zbrajanje,
2) a+(b+c)=(a+b)+c zakon asocijativnosti za zbrajanje;
3) a-b=b-a zakon komutativnosti za mnoZenje;
4) a-(b-c)=(a-b)-c zakon asocijativnosti za mnozenje;

5) a-(b+c)=a-b+a-c zakon distributivnosti.
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4. Akoza a, be Nvrijedi a+x=5b gdjeje xe N, onda se kaze da je b veci od a i piSe b>a
ili a<b.
Ocito je da vrijedi: 1<2<:---<n<n+1<---, ato znaci da skup N ima najmanji element

(to je broj 1), a nema najveci element.

5. Ako je ae N, onda se brojevi oblika a,2a,3a,...,na,... zovu viSekratnici broja a. Npr.

viSekratnici broja 8 su brojevi 8, 16, 24, ...

n

Ako je ae N, onda se brojevi oblika a,a*,a’,...,a",... zovu potencije broja a. Pri tom
vrijedi: a' =a,a’ =a-a,a’ =a-a-a, itd. Kod potencije a”, broj a se zove baza, a broj n
eksponent potencije.

Lako se provjeri da vrijede sljedece jednakosti za a, b, m ,ne N:

m

a .an :am+n’
(am)l :am‘l'l’
am .bln :(a.b)ln’

(a+b)* =a* +2ab+b°,

(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab* +b°.

6. Prirodni broj b djeljiv je prirodnim brojem a ako je b visekratnik od a, tj. ako postoji

ke Ntakav daje b=k-a.Tadasejos kaze da je a mjera od b ili a dijeli bipiSe a|b.
Primjer: 3|21 jerje 21=7-3.JoSsepiSe 21 : 3 = 7
djeljenik  djelitelj kolicnik
(dividend)  (divizor) (kvocijent)
Ako a ne dijeli b piSe se a tb.

Primjer: 3120 jer ne postoji k€ N takavdaje 20=%-3.

Dakle, za proizvoljne prirodne brojeve a i b vrijedi: a | b ili at b, tj. dijeljenje nije uvijek

izvedivo u skupu N.
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7. Prirodni broj n#1 je prost ili prim broj ako iz a | n slijedidaje a=1 ili a=n.
Prirodni broj n#1 je sloZzen broj ako nije prost broj. Drugim rije¢ima, n#1 je prost
broj ako je djeljiv samo s brojem 1 i sa samim sobom (tj. ako ima to¢no 2 djelitelja), a
slozen ako ima viSe od 2 djelitelja.

Prvih nekoliko prostih brojeva su 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... MozZe se pokazati da
prostih brojeva ima beskonacno mnogo. Svaki se slozeni broj moZze prikazati kao

umnozak prostih brojeva.

Primjer: 2772=2-1386=2-2-693=---=27-3%.7-11.

Dakle, prosti brojevi su na neki nacin opeke od kojih su sastavljeni svi prirodni brojevi.

8. Zajednicka mjera prirodnih brojeva a i b je prirodan broj d koji je djelitelj oba broja a i b,

tj. d|a i d| b. Najveci takav broj zove se najveéa zajednicka mjera brojeva a i b i

oznacava M(a, b).

Primjer: M(12,18) =6, M(375,105) = 15, M(12,17) = 1.

Ako je M(a, b) = 1, tada kazemo da su brojevi a i b relativno prosti.

Zajednicki visekratnik prirodnih brojeva a i b je prirodan broj ¢ koji je viSekratnik oba

broja a i b, odnosno a | c i b | c. Najmanji takav broj zove se najmanji zajednicki

viSekratnik brojeva a i b i oznaCava v(a, b).

Primjer: v(12, 18) =36, v(375, 105) = 2625, v(12, 17) = 204.

Vrijedi teorem: M (a,b)-v(a,b)=a-b.

9. Budu¢i da prirodnih brojeva ima beskonacno mnogo, potrebno je uvesti ekonomican nac¢in
njihova zapisivanja i imenovanja. Stari Rimljani zapisivali su ih ovako: I, II, III, IV, V,
v X, o Ly o, G, Dy L, M. Tako je na primjer MCMXCII zapis broja 1992.
Vidimo da je taj naCin dosta nezgrapan i ograni¢en. Danasnji na€in zapisivanja brojeva je

indijsko-arapskog porijekla i spada u najvaznije pronalaske u povijesti CovjecCanstva. Taj
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nacin zove se pozicioni brojevni sustav, a sastoji se samo od nekoliko brojevnih znakova
(znamenaka) i naziva. Svaka znamenka u tom sustavu ima svoju brojevnu i mjesnu

(pozicionu) vrijednost.

U svakodnevnom zivotu prirodne brojeve zapisujemo u sustavu kojemu je baza b = 10.
Taj sustav zove se dekadski ili decimalni sustav i ima znamenke 0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 81

9, a Cija si imena nula, jedan, dva, ..., devet. U tom sustavu je 3128 zapis broja

3-10° +1-10*> +2-10' +8-1, a ime mu je tri tisuée sto dvadeset osam.

Ako je baza sustava b = 2, brojevni sustav zove se binarni ili dijadski. Taj sustav ima
samo dvije znamenke i to 0 i 1. U tom sustavu zapis prvih deset prirodnih brojeva je: 1,

10, 11, 100, 101, 110, 111, 1000, 1001, 1010.

Primjer: 1010=1-2"+0-2>+1-2'+0-2° =8+2=10, a 11010011 je binarni zapis
broja 1-27 +1-2°40-2° +1-2* +0.2° +0-22 +1.2' +1.2° = 211.

Iz navedenog slijedi: Sto je baza sustava veca, sustav ima viSe znamenaka, a zapis broja je

kraéi i obrnuto.

Napomenimo da svi racunski strojevi rade u binarnom sustavu jer je pomocu elektri¢nih

sklopova lako realizirati dva znaka (te¢e-ne tece, ukljuc¢eno-iskljuc¢eno).
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4. SKUP CIJELIH BROJEVA

Promotrimo jednostavnu linearnu jednadzbu oblika a=b+x, gdje su a be N, npr.
11=54+x, 7=7+x, 4=9+x. Vidimo da jednadzba tog oblika ima rjeSenje u skupu
prirodnih brojeva N jedino u slu¢aju kad je a>b. Da li promatrana jednadzba imala rjeSenje za

svaki izbor brojeva a, be N, uvodimo nove brojeve, odnosno pojam broja prosirujemo.

Broj 0 (nula) definira se kao rjeSenje jednadzbe n=n+x.Dakle, n=n+0ili n=n+x =

x =0. Kaze se da je 0 neutralni element za zbrajanje.

Negativni cijeli broj —»n definira se kao rjeSenje jednadzbe 0=n+x, ne N. Dakle,

O=n+(-n)ili O=n+x = x=-n.

Skup negativnih cijelih brojeva oznac¢avamo sa -N, odnosno

N=%nlneN}=f1-2-3,....~n—n-1,..}
Sada mozemo definirati skup cijelih brojeva, kojeg oznacavamo Z, kao uniju skupa N, skupa
-N i skupa {0}:
Z=-NuU{0tuUN={1-12-2,..}={...-2-1012,...}.

Ocito je Nc Z, a prirodni brojevi zovu se i pozitivni cijeli brojevi.

Iz navedenog slijedi da jednadzba a =b+ x, gdje su a, be N, a koju smo naveli na poCetku

ovog razmatranja ima rjeSenje u skupu cijelih brojeva Z za svaki izbor brojeva a, be N.

Primjer: 7T=T7T+x=>x=0; 4=9+x=>x=4-9= x=-5.

Te jednadzbe imaju rjesSenje i za svaki izbor brojeva a, be Z.

Primjer: T=—4+x=>x=7T-(4)=>x=7T+4=x=11;
—11=234x=>x=-11-23 = x=-34.
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Sada kada smo definirali skup Z, navedimo njegova svojstva.

1. Skup Z mozZe se prikazati na brojevnom pravcu kao niz ekvidistantnih to¢aka. Brojevni
pravac je pravac na kojemu su odabrane dvije to¢ke koje odreduju jedini¢nu duzinu. Ako
prvu od tih tocaka oznac¢imo sa 0, a drugu sa 1, tada je svakom cijelom broju pridruzena

jedna tocka brojevnog pravca:

3 -2-10123

To dalje znaci da skup Z nema ni najmanji ni najveci element, te da se izmedu bilo
koja dva cijela broja nalazi samo kona¢no mnogo cijelih brojeva. Stoga se kaze da je

skup Z diskretan skup, a nije gust skup.

2. I na skupu Z definirane su racunske ili binarne operacije +:ZxZ— Z i - :ZxZ— Z,

zbrajanje i mnoZenje, i one imaju ista svojstva kao i na skupu N.

Vrijedi teorem:

(—a)+(=b) =—(a+b),

—(-a)=a;

0-a=0;
(—a)-b=a-(—b)=—a-b;
(—a)-(=b)=a-b.

3. Teorem o dijeljenju: Ako su a i b cijeli brojevi i b>0, onda su jednoznacno odredeni
cijeli brojevigirtakvidaje a=qg-b+r, 0<r<b.

Broj r zove se ostatak pri dijeljenju broja a s brojem 4. Ako je » = 0, onda b dijeli a.

Primjer: 7a brojeve a =123, b =16 lako se provjeridajeg="7,r=11.
Naime, vrijedi 123=7-16+11.
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5. SKUP RACIONALNIH BROJEVA

Skup N={1,2,3,...,n,...} progirili smo na skup Z = {0,1,-1,2,-2,...} zahtjevom da jednadzba

b+ x =a ima rjeSenje za svaki izbor brojeva a, be N. Promotrimo sada jednadzbe oblika
b-x=a, gdje su a be Z i b#0. Npr. 3x=—18:>x=—%:>x=—6, dakle njeno

rjeSenje je x = -6 (jer zaista vrijedi 3-(—6) =—18), dok jednadZzba 3x =35 nema rjesenja u
skupu Z jer ne postoji cijeli broj koji pomnoZzen s brojem 3 daje broj 5. Da bi ovu jednadzbu
mogli rijeSiti primorani smo pojam broja proSiriti uvodenjem razlomka ili kvocijenta

definiranog sa:
a
x=;(:)bx=a ,(b#0).

Iz ove definicije i Cinjenice da se jednadzba bx =a ne mijenja mnozenjem njene lijeve i
desne strane istim brojem razli¢itim od nule, slijedi definicija jednakosti dvaju razlomaka:

E=£(:)ad=bc.
b d

Skup svih razlomaka zove se skup racionalnih brojeva i oznacava sa Q:

Q={%Ia,beZib¢0}.

Budu¢i da za cijeli broj ae Z vrijedi a = % = %b € Q, skup Z je podskup skupa Q, odnosno

NcZcQ.

Na skupu Q definirane su takoder operacije zbrajanja, mnoZenja i dijeljenja na slijedec¢i nacin:

g+£:ad+bc
b d  bd
a ¢ _ac
b d bd’
a c_ad _ad
b'd bc be

Skup Q moze se prikazati kao unija tri medusobno disjunktna skupa:

Q=Q:u Qu {0},
gdje je Qs = {% la-b> 0} skup pozitivnih racionalnih brojeva, Q. = {%Ia-b < O} skup

negativnih racionalnih brojeva, a {0} jednoclani skup koji se sastoji samo od broja 0.
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Skup Q se takoder moZze prikazati na brojevnom pravcu:

(na slici je prikazana konstrukcija kojom smo dosli do tocke pridruZene broju l)

To znaci da svakom racionalnom broju ge Q pripada jedna tocka brojevnog pravca. Da li
vrijedi i obratno, da li svakoj tocki brojevnog pravca pripada jedan racionalan broj? Vidjet
¢emo da to ne vrijedi. Lako se moze pokazati da izmedu bilo koja dva razlicita racionalna

broja postoji racionalan broj. Neka su ¢,,q,€Q i ¢, <q,.lzmedu brojeva ¢, i ¢, nalazi

+
se broj % (to je njihova aritmeticka sredina).
g, t4q
a9 — ) toq,
+
I izmedu brojeva ¢, i % se nalazi njihova aritmeticka sredina, itd. Budu¢i da se to

zakljucivanje moze ponavljati beskonacno mnogo puta, slijedi da izmedu bilo koja dva
racionalna broja postoji beskona¢no mnogo racionalnih brojeva. Stoga se kaze da je skup Q
gust skup (a nije diskretan). Iz toga dalje slijedi da racionalan broj nema svog neposrednog

prethodnika ni sljedbenika.

Svaki racionalni broj ¢ :% moze se dijeljenjem brojnika s nazivnikom prikazati u obliku
decimalnog broja. Npr. %:2.06; 1—21=0.181818...=0E; %=1.31818...:1.3E.

Vidimo da je svaki racionalni broj ili kona¢ni decimalni broj ili beskonaé¢ni periodi¢ki
decimalni broj. Vrijedi i obratno, svaki takav decimalni broj moze se prikazati u obliku

razlomka. Npr. 2.834 = 1403 €Q.
495



25

6. SKUP REALNIH BROJEVA

Vidjeli smo da su racionalni brojevi ili kona¢ni decimalni brojevi ili beskona¢ni periodicki
decimalni brojevi. Sada se mozemo upitati Sto su beskona¢ni neperiodi¢ni decimalni brojevi,
npr. broj 3.171771777... ili broj == 3.141592... (javlja se kod racunanja opsega ili povrsine
kruga) ili broj e = 2.718281828... (uzima se kao baza eksponencijalne i logaritamske

funkcije). Prema prethodnom, oni nisu razlomci odnosno racionalni brojevi, a to znaci da
postoje brojevi koji nisu racionalni. Primjer takvog broja je i broj V2, tj. broj sa svojstvom
(\/5)2 =2. MoZe se pokazati: V2= 1.41421..¢ Q. Ta nam Cdinjenica omogucava da

geometrijskom konstrukcijom dodemo do tocke na brojevnom pravcu koja nije pridruzena

nijednom racionalnom broju:

Isto vrijedi i za broj V3 =1.73205... Dakle, iako tocke pridruZene racionalnim brojevima
leze gusto na brojevnom pravcu, one ipak nisu sve njegove tocke. Postoje i druge tocke, za
koje kaZzemo da pripadaju skupu iracionalnih brojeva I. Ponovimo, iracionalni brojevi su
beskonacni neperiodic¢ni decimalni brojevi: \/5 , \/5 , i/E, T,e.
Unija skupa racionalnih i skupa iracionalnih brojeva zove se skup realnih brojeva i oznacava
sa R. Dakle,

R=QuL QnI=0.
Vrijedi: svakom realnom broju pridruzena je jedna tocka brojevnog pravca i obratno, svakoj
tocki brojevnog pravca pridruzen je jedan realan broj. To znac¢i da izmedu skupa R i skupa
tocaka brojevnog pravca postoji preslikavanje koje je bijekcija.
Skup R ima fundamentalno znacenje u tzv. viSoj matematici.
Vrijedi:

NcZcQcR
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7. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

Promotrimo jednadzbu x* —2=0. Njena rjeenja su brojevi J2 i =42, To su
iracionalni brojevi, a ne racionalni brojevi, Sto znaci da ta jednadzba nema rjeSenja u skupu

racionalnih brojeva Q, a ima rjeSenje u skupu realnih brojeva R=Q y L

Promotrimo sada jednadzbu x> +2 = 0. Ova jednadZba nema rjeSenja u skupu R, jer
je kvadrat svakog realnog broja nenegativan broj, pa ne postoji realan broj x takav da je
x> ==2. Da bi se doslo do rjesenja ove jednadbe, pojam broja odnosno skup brojeva se i
dalje proSiruje uvodenjem broja i, kojeg zovemo imaginarna jedinica, a koji po dogovoru
ima svojstvo da je njegov kvadrat broj -1:

i’ =-1.
Pomocu broja i izgradujemo brojeve oblika z=a+bi, gdje su a,beR, a koje zovemo
kompleksni brojevi.

Skup C={z=a+bi| a,be R} naziva se skup kompleksnih brojeva.

Buduéi da za ae R vrijedi a=a+0ie C, svaki realni broj je i kompleksni broj pa vrijedi
R cC. Dakle, vrijedi:
NcZcQcRcC.

Gore promatrana jednadzba x> +2=0 ima rjeSenja (korijene) u skupu C. To su brojevi

X, :+\/§i, x, =—/2i.

Svaka kvadratna jednadzba, tj. jednadzba oblika ax® +bx+c=0, ima dva rjeSenja koji su

kompleksni brojevi (ti brojevi mogu biti realni, ali ne moraju).
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II. ELEMENTI LINEARNE ALGEBRE

1. LINEARNE JEDNADZBE S JEDNOM NEPOZNANICOM

Ako su dva matemati¢ka izraza jednaka samo za neke vrijednosti opéih brojeva koji se u
njima pojavljuju, i te vrijednosti treba odrediti, ta odredbena jednakost zove se jednadZzba.
Op¢i brojevi koji se u jednadzbi pojavljuju zovu se nepoznanice i obi¢no se ozna¢avaju sa x,
y, z, itd.

Rijesiti jednadzbu znaci naci sve vrijednosti nepoznanice koje zadovoljavaju jednakost. Te
vrijednosti nepoznanica zovu se rjeSenja ili korijeni jednadZbe. Opci oblik jednadzbe s
jednom nepoznanicom je:

A(x)=B(x).

lijeva desna
strana strana

Odredimo broj x za koji vrijedi 4-x=28. Trazeni broj je x=7. Jednadzba 4-x=28 zove

se linearna jednadZzba s jednom nepoznanicom.

Opéi oblik linearne jednadZzbe s jednom nepoznanicom je ax=»b, gdje su a,be R (dakle,

brojevi a, b su neke konstante — zovu se koeficijenti, a x se zove nepoznanica).

I svaka druga jednadZzba koja se elementarnim transformacijama moze svesti na jednadzbu

x-2 x+3 1 . .
- =— (rjeSenje

oblika ax=»b je linearna jednadzba s jednom nepoznanicom, npr. 0 p 5

jojje x=-18).

Moguéi su ovi slucajevi:
1. a#0.Rjesenje je xzé (ovo je najcesci slucaj);
a
2. a=0:Akoje b=0,imamo 0-x=0, pajerjeSenje svaki xeR;
Ako je b#0, imamo 0-x=b, pa jednadzba nema rjeSenja (jer je 0-x=0 za

svaki xeR, pa ne moze biti 0-x=b#0). U ovom slucaju kaze se da je

jednadzba nemoguca.
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2. LINEARNE JEDNADZBE S DVIJE NEPOZNANICE

Opéi oblik linearne jednadZzbe s dvije nepoznanice:

ax+by=c, a,b,ceR.

Primjer: x+ y=5.

Rjesenje ove jednadzbe su brojevi x = 1, y =4, tj. uredeni par brojeva (1, 4). Lako se vidi da
su i uredeni parovi (2, 3), (0, 5), (-1, 6), ... takoder rjeSenja, a to znaci da ova jednadzba ima
beskona¢no mnogo rjesenja. Ako ovu jednadZbu napiSemo u obliku y=-x+5 vidimo da
ona predstavlja jednadzbu pravca, pa svaka toCka tog pravca predstavlja jedno rjeSenje

jednadzbe.

Svaka jednadzba oblika ax+by=c ima beskona¢no mnogo rjeSenja (jer toliko tocaka ima

pravac).

Ako je a=0,npr. 2y =5, onda je taj pravac paralelan s osi apscisa, a ako je b =0, npr.

x = -3, pravac je paralelan s osi ordinata.
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3. SUSTAV OD DVIJE LINEARNE JEDNADZBE
S DVIJE NEPOZNANICE

Op¢i oblik sustava od dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice je:
a, X, +a,x, =b,
ay X, +ay,x, =b,

Realni brojevi a,,a,,,0,,,0, (krace a,,i=12,j=12) zovu se koeficijenti uz

i’
nepoznanicu, a b,,b, (kra¢e b,,i=1,2) slobodni koeficijenti. RjeSenje sustava je uredeni

par (x,,x,) koji zadovoljava obje jednadzbe sustava.

x=2y=1

Primjer 1. {
x+y=2

Ovaj sustav mozemo rijeSiti metodom supstitucije (jednu nepoznanicu iz jedne jednadzbe

izrazimo preko druge pa je uvrstimo u drugu jednadzbu) ili metodom suprotnih

koeficijenata:

x=2y=1

x+y=2/-(-1)

x=2y=1

—x—y=-2

—3y=-1/:(-3)
1

=3

Ovo uvrstimo u bilo koju pocetnu jednadzbu: x—2- % =l=>x=1+ % =>x= % .

D . . 51 . . N sy e
Dakle, rjeSenje sustava je uredeni par [55\ KaZzemo da ovaj sustav ima jedno rjeSenje (ili
J

jedinstveno rjesenje).
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Primjer 2:
x—=2y=1/-(-2)
2x—4y=2
—2x+4y=-2
x+4y N
2x—4y=2
0=0

Rjesavajuéi ovaj sustav dobili smo 0 = 0 i to zbog toga Sto su ove dvije jednadZzbe
ekvivalentne. Stoga je rjeSenje ovog sustava uredeni par koji zadovoljava samo prvu

jednadzbu. To je jednadzba s dvije nepoznanice pa ima beskonacno mnogo rjeSenja:

(0,—11 (1,0, (5,2), ... odnosno: {[x,x—_ljlxe R} .
2, 2

Primjer 3:
x=2y=1/-(=2)
2x—4y =20
—2x+4y=-2
x+4y N
2x—4y =20
0=18

Ovdje vidimo da ne moZzemo do¢i do rjeSenja. Prva jednadzba je x — 2y =1, a druga (ako je
podijelimo s 2) x — 2y = 10, pa ne postoji uredeni par (x,y) koji zadovoljava i prvu i drugu
jednadzbu. Dakle, ove jednadZzbe su u protuslovlju jedna s drugom, one su kontradiktorne, pa

ovaj sustav nema rjeSenja. Kazemo da je sustav nemogug¢.

Ako se sjetimo geometrijske interpretacije navedenih sustava (jednadzba sustava je linearna

funkcija Ciji je graf pravac, a rjeSenje sustava je sjeciSte tih pravaca), dobivena rjeSenja su u

skladu s medusobnim polozajem pravaca:

Primjer 1. Primjer 2. Primjer 3.
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Sustav od dvije linearne jednadZzbe s dvije nepoznanice moZe imati jedinstveno rjeSenje,
beskonaéno mnogo rjeSenja ili nema rjeSenja. To opcenito vrijedi i za sustave linearnih

jednadzbi (m jednadZbi s n nepoznanica).

Vratimo se na opci oblik sustava od dvije jednadzbe s dvije nepoznanice:
a,x, +a,,x, =b, )

ay X, +ay,x, =b,

slobodni koeficijenti

Metodom suprotnih koeficijenata i uz uvjet a,,a,, —a,a,, #0, lako se vidi da je rjeSenje

bay, —b,a,, a,,b, —a, b, TS . .
ovog sustava x, =—— , x, =—— , tj. rjeSenje ovog sustava je uredeni
a1 Ay —apdy Ay —apay

par

b,a,, —b,a,, b,a,, —b,a,,

b
A0y —apdy A0y — 405,

ap

a
12 , nge

Broj a,,a,, —a,,a,, #0 biljezimo krace kao vrijednost determinante 2. reda
a, a
21 22

je determinanta 2. reda funkcija koja svakoj ¢etvorci brojeva a,,,a,,,a,,,a,, pridruzuje broj

a0y =010y, 1.

stupci

a a, b

Stoga vrijedi i = b,a,, —b,a,, ,

Ay 21 2

Ako prvu od tih determinanti oznacimo s D, drugu sa D; a trecu sa D,, rjeSenje promatranog

o . D, D e .
sustava (*) mozemo kratko zapisati u obliku 31,32 . To rjeSenje vrijedi samo uz uvjet da

je D= a,,a,, —a,,a,, #0. Ako taj uvjet nije ispunjen, sustav nema rjesenja ili ih ima
beskonac¢no mnogo. Uocimo da determinante D; i D, nastaju iz determinante D tako da 1.

odnosno 2. stupac determinante D zamijenimo stupcem slobodnih koeficijenata.



x=2y=1
Rijesimo prethodni primjer 1 pomocu determinanti: { Y

x+y=2

1 -
Iz zadanog sustava vidimo da je determinanta D = ‘

1‘:1~1—1~(—2)=1+2=3,
‘1 -2
D1:

11
=1-1=2-(=2)=1+4=5, D,= =1.2-1-1=2-1=1.
2 1 12

b

D, D
Odatle slijedi da je rjeSenje sustava: (—‘ —zj

4. SUSTAV OD n JEDNADZBI S n NEPOZNANICA

Neka je zadan sustav od tri jednadzbe s tri nepoznanice:

a,x, +a,px, +a;x; =b,
Ay Xy 05X, +ayX, =b,

a3, X, + a5 X, +ayx; =b,

Taj sustav ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je determinanta sustava razli¢ita od nule,
tj. ako je

a;; 4, dap

D=|a,, a, ay|#0.
as;; 4z dg

To jedinstveno rjeSenje formalno je jednako gradeno kao i rjeSenje sustava od dvije jednadzbe

D D, D
s dvije nepoznanice. RjeSenje je uredena trojka (—1 o

D ,3’3} gdje su D,,D,,D,
determinante 3. reda:

b, a, a;

a, b a; a, a, b
D =\b, a,, ay|, D,=l|a, b, ay|, Dy=|ay a, b,
b, ay; ay a, b,

32
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Jednako vrijedi i za sustav od 4 jednadzbe s 4 nepoznanice, odnosno opcenito za sustav od n

jednadZzbi s n nepoznanica:
a,x, +a,x, +ax; +---+a,x, =b

Tl ar Ty A (@5 o ny Ty 55 — (o))

T0% o @08 S (5% S eoc o @159 = (i)
Brojevi a;eR,ij=1,2, .. n sezovu Kkoeficijenti uz nepoznanice, a brojevi b,eR, i =

1, 2, ..., n slobodni koeficijenti.

Ako je determinanta tog sustava razli¢ita od nule, tj. ako je

all a12 aln
a a a
21 22 2
D= : %0,
anl an2 ann

onda se takav sustav zove Cramerov sustav. Moze se pokazati da Cramerov sustav ima

D, D
—L, =2 ..,—2|. RjeSenje je, dakle, uredena n-torka

jedinstveno rjeSenje zadano sa S e
D D D

D, . . . .
(x,,%,,...,x,) zadanasa x;, =3’, i=12,..,n Tuje D;(i=1,2,..,n) determinanta n-tog

reda koja nastaje iz determinante D tako da se njezin i-ti stupac zamijeni stupcem slobodnih

koeficijenata.
ay Ay a4y,
. P . . v . a21 a22 v a2n
Ostaje jos pitanje kako se racuna determinanta n- togreda D =| . ;
anl anZ ann



34

5. DETERMINANTE

Determinanta 1. reda je funkcija koja na broju a,, ima vrijednost a,,, tj.
la,|= ay,.
(Iz konteksta je uvijek jasno radi li se o determinanti 1. reda ili apsolutnoj vrijednosti.) To je u

. b y N b| b
skladu s rjeSenjem —- jednadzbe a,,x, =b,, jer je i po Crameru x, :H =—- zala,|#0.
a, a,| ay,

U vezi s determinantom n-tog reda definira se prethodno algebarski komplement A,

elementa a,; (koji se nalazi u i-tom retku i j-tom stupcu determinante):

A, =)™ .D,.

Pri tom je D, determinanta (n-1)-og reda koja se na "prirodan" nacin dobije od elemenata

determinante »n-tog reda kad se u njoj izostave svi elementi i-tog retka i j-tog stupca.

Sad se moze dati (induktivna) definicija determinante u dva koraka:

(1) |a11|:a11
a;; 4 ot 4y,
a a a
21 2 2
(1) D=| : J=a, A, +apA, ++a, A za n>2
anl anZ ot ann

(Elemente 1. retka redom mnoZimo s pripadnim algebarskim komplementima i
dobivene umnoske zbrojimo.)
Ovo se zove Laplace-ov razvoj determinante po elementima 1. retka. Pomocu njega se

determinanta »n-tog reda svodi na zbroj n determinanti (#-1)-og reda.

Po definiciji je:
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a,, 4ap 141 142
=a, A, +apA,=a,-(-)" D, +a, =)D, =

ay Ay
=a, -1 '|a22| +a,-(=D- |a21| =4 Ay —apdy,

Sto se poklapa s naSom ranijom definicijom determinante 2. reda.

Izracunajmo determinantu 3. reda po definiciji:

1 2 3
-2 0 d=a,A, +a,A, +asA; =
5 1 -6

=1--)""-D,+2--D)"**-D, +3- (- -D,, =

-2 0 _
5 1

0 4 -2
=1-1- +2-(=D- 5

4
+3-1-
1 -6

-6

=1-(0-4)—2-(12=20)+3-(2-0)=—4+16-6=6.

Navedimo sada svojstva determinanti:
a) Ravnopravnost redaka:

a, a;, - a :ailAil+ai2Ai2+"'+Cl» A.

in in®~in*
Kazemo da je determinanta razvijena po elementima i-toga retka.

b) Ravnopravnost stupaca s recima:
a
a,

A
S =a A tay Ayt ta A

a

nj

Kazemo da je determinanta razvijena po elementima j-tog stupca.
¢) Determinanta u kojoj su svi elementi nekog retka (stupca) jednaki nuli, jednaka je nuli.

d) Ako u determinanti D zamijenimo dva retka (stupca) dobije se determinanta D’ takva da je

D"=-D, tj. vrijednost determinante promijeni predznak.
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e) Najvaznije svojstvo determinante: Ako elemente nekog retka (stupca) pomnoZimo redom
istim brojem o, i dodamo odgovarajucim elementima nekog drugog retka (stupca),

vrijednost determinante se ne mijenja.

Svojstvo e) vazno je za brze raCunanje determinanti reda veéeg od 3.

1 0 3 2
- . . 2 0 . . :
Primjer: Izracunajmo determinantu { 2 1 1 prvo bez koriStenja svojstva e), a zatim
01 1 2

pomocu njega.

=razvoj determinante, npr. po 4.retku (svojstvo a)) =

S = NN =
— N = O
—_ = O W
R )

=0-A, +1-A, +1- A, +2-A, =1-(=D*?> D, +1-(-D** D, +2-(-)**.D,, =

1 3 2 1 0 2 1 0 3
=12 0 1j+=D-2 1 1}+2-2 1 0=
1 11 1 21 1 21
A B C

Sad trebamo izracunati tri determinante 3. reda. Radi bolje preglednosti racunat éemo svaku

determinantu posebno.
1 3 2

A=2 0 1| =razvoj determinante po, npr. 2. stupcu =
1 11

=3-A,+0-Ay, +1-A, =3-(-)"*. D, +1-(-1)** . D,, =

:(_3)"1 1

21 12
‘—1-‘2 1‘=(—3)-(2—1)—(1—4)=—3+3=0



1 0 2
B=|2 1 1| =razvoj determinante po, npr. 1. retku =
1 21
=1-A,+0-A,+2-A,=1-(-D""-D,, +2-(-)" - D, =
11 2 1
=1 +2- =(1-2)+2(4-1)=-14+6=5
2 1 1 2
1 03
C=2 1 0= razvoj determinante po, npr. 2. retku =
1 21

=2-A, +1-Ay, +0-A, =2-(-D**" D, +1-(-1)***.D,, =

0 3
2 1

13

:_2-
‘ 11

‘H.‘ ‘:—2(0—6)+(1—3)=12—2=10

Vratimo vrijednosti determinanti A, B i C u pocetnu determinantu:

1 3 2 1 0 2 1 0 3
-2 0 1j+¢-H-2 1 L}j+2-2 1 O=1-0-1-5+2-10=15.
1 11 1 21 1 21

¢ RijesSimo sada tu istu determinantu pomocu svojstva e):

1 -6 -3-(-2)--D) |I -6 -3

1 0 3 2-(-2-(-D (1 0 3 2

21 0 1 01 -6 -3 . 141
Lo :0 S _1: razvoj po 1. stupcu=1-A,, =(-1)" - D,,
01 1 2 0 1 1 2

37

=12 -2 -1 =0 10  5|= razvoj po 1. stupcu =
1 1 2 0o 7 5

=1-A, =(-D" 10 5—50—35—15

o 75 T
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6. MATRICE

A) DEFINICIJA

Matrica je pravokutna tablica koja se sastoji od m-n realnih brojeva a,; smjeStenih

(zapisanih) u m redaka i » stupaca:

.
a a ea \
21 22 2 .
A=| : 7 | «——>redci
aml amZ amn /
stupci

Tu je m,ne N, opCielement matrice je realni broj a;, € R, i=indeks retka = {1,2,...,m},

j =indeks stupca = {1,2....,n}. Kaze se da je matrica A tipa ili formata (m,n)ili mxn.

11 2 12
1 2 42
Evo nekoliko primjera matrica: A= 3 , B=| 3 -1 9],
7 4 = 0
L1
2
. ) 0 00 .
C =| 0 | =stupCana matrica, D=[15 5 3]=retéana matrica, O = 00 0 =nul-matrica.
6

Kraca oznaka za opéu matricu A je A= la[j J Skup svih matrica tipa (m,n) oznaavamo sa

M, ,.Dakle, M, = {A|A je matrica tipa (m,n)}.

Tako je u navedenim primjerima Ae M,,, BeM,,, CeM,,, DeM,,.
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all Y al

n

Ako je m = n, matrica se zove kvadratna matrica reda n: A=

a a

nl nn

Skup svih kvadratnih matrica reda n oznacCava se sa M , . Kvadratna matrica ima glavnu

dijagonalu koja se sastoji od elemenata kojima su indeksi jednaki: i =, i sporednu
dijagonalu. Posebno je vazna kvadratna matrica kojoj su svi elementi 0 osim elemenata na

glavnoj dijagonali koji su 1. Zove se jedini¢na matrica i oznacava sa E ili 1.

E=I=|., . . . |= jedini¢na matrica reda ».

Tu je dakle, a; =0 za i#j, a,=1 za i=j.

)

Svakoj matrici mozemo pridruziti njenu transponiranu matricu. Ako je A matrica, tada je

njena transponirana matrica A’ matrica ¢iji su redci stupci matrice A.

2 7

Primj A 2 18 A"=|1 10
rimjer: A= = = .

7 10 0 8 0

Ocito je da vrijedi: (A")" =A.
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B) ZBRAJANJE MATRICA, MNOZENJE REALNOG BROJA I MATRICE,
MNOZENJE MATRICA

Definicija. Ako je A= laij JE M,, i B= lb,:,. JE M,,, . onda je njihov zbroj A + B matrica

C= lC,;,- Je M, , zadanasa

n

¢ =a; +b;; Vi={2,..mkvj={2...n}.

ij >

Pisese A+B =C.

Dakle, zbrajanje matrica je preslikavanje +:M, XM  —M tj. ono je linearna

mn

operacija na skupu M, .

L. 1 2 3 0o -2 -7 1 0 -4
Primjer: + = ;
[0 -2 3} [2 3 5} [2 1 8}

Definicija. Umnozak realnog broja A€ R i matrice A=laijJeM je matrica

m,n

ZA=B=lbl.j le M, zadanasa b; =Aa;,Vi,j.

Dakle, mnozenje realnog broja i matrice je preslikavanje: RXM,,, —M, . (1,A)+ JA.

primiers 5.1 2 3|_[5 1015
rimjer: . = .
0 -2 3| |0 -10 15

Iz ove definicije slijedi: ako svi elementi matrice imaju neki zajednicki faktor, taj faktor se

moze izvuci ispred matrice.

3 18 -33 1 6 —-11
Primjer: =3 .
0 -6 9 0o -2 3

Svojstva navedenih preslikavanja dana su u slijede¢em teoremu.
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Teorem. Ako su A, B i C matrice istog tipa, a A, ¢ realni brojevi onda vrijedi:
1. A+B=B+A (zakon komutacije);
2. A+ B+C)=(A+B)+C (zakon asocijacije);
3. A+0=A (nul-matrica je neutralni element);
4. A(A+B)=1A+ 1B,
(A+ A=A+ A ;
6. A(uA)=(A)A.

Prije nego definiramo mnoZenje matrica, napomenimo da je umnozak AB definiran samo
onda kada matrica A ima toliko stupaca koliko matrica B ima redaka. Dakle, ako je A tipa
(m,n), B mora biti tipa (n,p). U tom slu¢aju kazemo da su matrice A i B ulan¢ane matrice (u

tom redoslijedu).

Definicija. UmnoZak matrice A= laUJ tipa (m,n) i matrice B= lb,,J tipa (n,p) je matrica

in~nj

AB=C=, ] tipa (m.p) zadanasa ¢, =Y a,b, =a,b,, +a,b,, ++-+a,b, :
k=1

i=12,..mj=12,..p.

Slijedi, ¢, =i-ti redak od A x j-ti stupac od B.
Npr. ¢, =a,,b, +a,,b,, +---+a, b, , = 1. redak matrice A x 2. stupac matrice B.
Prema tome, mnoZenje matrica je preslikavanje: M, , XM, —M, .

7 9
L 1 2 3 1-7+2-2+3-1 1-94+42-(-2)+3-3 14 14
Primjer: 12 =2|= =
7 10 O 7-7+410-2+0-1 7-9+10-(-2)+0-3 69 43

Teorem. Ako dolje navedeni umnosSci matrica postoje, onda vrijedi:
1. A-(B-C)=(A-B)-C (zakon asocijacije);
2. A-(B+C)=A-B+A-C (zakon distribucije);
(A+B)-C=A-B+B-C (zakon distribucije);

3

4. A(A-B)=(AA)-B=A-(AB) (zakon kvaziasocijacije);

5. AAE=E-A=A (jedini¢na matrica je neutralni element za mnozenje);
6

A-B#B-A (ne vrijedi zakon komutacije).
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7. GAUSSOVA METODA ELIMINACIJE

Promotrimo sada op¢i slucaj sustava linearnih jednadzbi. To je sustav od m linearnih
jednadzbi s » nepoznanica:

a,x, +a,x, +a;x, +--+a,x, =b

Ay X, + X, +ApX, +-+a,,x, =b,

(*)

a, x, +a,,x, +a,.x,+-+a, x, =b,

mn-n

Rjedenje sustava je uredena n-torka brojeva (x,,x,,...,x,) koja zadovoljava svaku jednadZzbu

sustava, tj. uvrStena u svaku jednadzbu pretvara ju u jednakost brojeva.
Mogu nastupiti tri slu¢aja:
a) Sustav ima jedno jedino rjesenje;
b) Sustav ima beskonaéno mnogo rjeSenja. U tom slu¢aju kazemo da sustav ima
parametarsko rjesSenje jer ono zavisi od jednog ili viSe parametara (realnih brojeva);
c) Sustav moZe ne imati rjesenje.
U prva dva slucaja kazemo da je sustav rjeSiv ili mogué, a u treCcem da je nerjeSiv ili

nemogué.

Sustav (*) moZe se na jednostavniji nacin prikazati pomocu matrica. Ako uvedemo matrice :

a,;  dp a, X b,
|G Ayttt Ay, . HEZE b,
A=| : " | =matrica sustava, X=| | i B=| |
aml am2 e amn xn bm

sustav (*) se moze napisati u obliku matricne jednadzbe A-X =B. Naime, iz definicije
mnoZenja matrica i jednakosti matrica slijedi da je ova matricna jednadzba ekvivalentna sa
sustavom.

Gaussova metoda eliminacije sastoji se u tome da se formira proSirena matrica sustava

(*), a to je matrica

Zatim se ta proSirena matrica A, elementarnim operacijama nad recima, a to su:



43

a) zamjena mjesta dvaju redaka,
b) mnozenje nekog retka brojem razli¢itim od nule,
¢) dodavanje nekog retka pomnozenog brojem razli¢itim od nule nekom drugom retku,

svodi na ekvivalentnu matricu kojoj su svi elementi ispod elemenata a,,,a,,,...,a,, jednaki

nuli.

Tim postupkom zadani sustav svodimo na ekvivalentni sustav za koji se lako vidi da li ima

rjesSenje, i ako ga ima kako ono izgleda.

Primjer 1.
X + x, + x5 =
2x, + 3x, + x; = 3
-x + x, + 4x;, = 10
11 1 21 11 1! 2 10 2! 3
| | |
23 1! 3 ~lo 1 11| ~]0 1 —11-1] =~
-1 1 4110 02 5112 00 7114|:7
10 2! 3 10 0!-1
| |
0 1 —1!-1 ~lo 1001
00 1! 22 |00 1] 2

= x=-1,y=1,z=2 = Rjesenje sustava: (-1, 1, 2).

SIS

D, D
Ovaj sustav je Cramerov, pa smo ga prije rijesili Cramerovim pravilom: [ 32 , 33 J

1 1 1
U ovom primjeru je m =n = 3, pa je matrica sustava A=| 2 3 1| kvadratna matrica.
-1 1 4
1 1 1
Njena determinanta je detA=| 2 3 1/=7#0, a to znaCi da matrica A ima inverznu
-1 1 4

. -1 . v e ye e e ew_ e
matricu A”. Stoga ovaj sustav mozemo rijesiti i matri¢nim putem:

A-X=B /-, A (mnoZimo slijeva s A7 jer mnoZenje nije komutativno)
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A" (A-X)=A"-B
(A"-A)-X=A"-B

E-X=A"-B
X=A"-B
X, | 11 =3 =21[2] [-1
= X=|x,|==[-9 5 1| 3|=| 1| = x,=—Lx,=L,x,=2 =(-1,1,2).
X, 5 -2  1|]10 2

Primjer 2. RijeSimo zadani sustav Gaussovom metodom:
x + x, + x3 =
2x, + 3x, + x3; = 3
4x, + 5x, + 3x; =

11 1122 (=) [11 12 1o 2! 3
| | |
2 3 113 ~l0 1 -11-1-(<D~]0 1 -1!-1
45 317 01 —11-1 00 00
x, =-2a+3
X, +2x,=3 X, =—2x,+3
= = :>x2=0{—1
X, —xy;=—1 X, =x,—1
X, =a

= rjesenje je 1-parametarsko: (—2a +3,a —1,&). Tu je parametar o bilo koji realan broj.

Provjera:
1. jednadzba: —2a+3+a-1+a=2 = 2=2.
2. jednadzba: —4a+6+3a-3+a=3 = 3=3.

3. jednadzba: —8a +12+5a-5+3a=7 = 7=1.

Ovaj sustav ne bi mogli rijeSiti Cramerovim pravilom jer sustav nije Cramerov (lako se vidi
da je determinanta sustava jednaka nuli), a ni matri¢cnim putem jer matrica sustava nema

inverznu matricu.



Primjer 3. RijeSimo zadani sustav Gaussovom metodom:
x + x, + x; =
2x, + 3x, + x3 = 3
4x, + 5x, + 3x; =

11 112124 [11 1! 2 10 2! 3

| | |
23 113 ~l0 1 =1 =1|-(<D~|0 1 -1! -1
45 310 01 -11-8 00 0/-7
X, +2x, =3

= x, —x; =—1 = sustav nema rjeSenja!
0=-7

Zadatak 1. Rijesite sustav:

2x - 3y + z = 5
-x + y - 3z = =2
x + 3y - 2z = =2
2x + 3y + z = 9
(RjeSenje: sustav nema rjeSenja).
Zadatak 2. RijesSite sustav:
2x, + x, + 2x; + x, + x5 =
- x, + 3x; + x, + 4x; =
-x, + 3x, + x; - 4x, — 2x =
2x, - 3x, + 2x; + 5x, + 5x5 =

(Rjesenje: (—1—a,—1+a +ﬁ,4—ﬁ,a,ﬁ), a,feR)
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8. MATRICNE JEDNADZBE

To su jednadzbe kod kojih je nepoznanica matrica X.

Primjer 1. RijeSimo jednadZzbu A-X + B=C ako je
(s ispita 29.11.03.)

2 0 6 1 2 -2 3 -1
A=|0 -2 2|, B=(-2 1 0, C=|1 2 3|.
0 0 -1 00 1 0

A-X=C-B/, A" akopostoji (detA=4#0 = FA™")

X=A"-(C-B)

Prvo odredimo matricu A™'":

All :(_1)1+1 . _2 2 :2’ Alz :(_1)]+2 . 0 2 :0’ A13 :(_1)]+3 . 0 _2 :0’
0 -1 0 -1 0 O
0 6 2 6 2 0
A — _1 2+1. :0’ A — _1 2+2‘ :_2’ A — _1 2+3. :0’
At amcof € T
A=Y Yoz ay=cnf Y o=y Ve
-2 2 0 2 0 -2
| 2 0 12 1 0 6]
o oat=L1lo -2 —4l=L]o o1 22
4 2
0 0 -4 0 0 -2

3 -1 0 1 2 -2 2 -3 2
cC-B=|1 2 3|-|-2 1 0|=3 1 3
0O 1 O 0 0 1 0 1 -1

Sada moZemo izraCunati matricu X:

1 0 6|2 -3 2 2 3 -4
X=A1~(C—B)=%- 0 -1 -2[-[3 1 3 =%- -3 -3 -1|-
0 0 -2/lo 1 -1 0 -2 2



Primjer 2. Rijesimo jednadzbu A-X'-B-C=A-X"" akoje

112 2
A=l0 1 2|, B=|0
02 1 0

A-X"-B-C=A-X"
A-X"-B-A-X"'=C
AX'B-Xx"=C/, A"
X'B-X"=A"C
X'(B-E)=A"'C/, X

-1

1 1

0 -1

B-E=XA"C=XA"'C=B-E/,C"

XA =(B-E)C"/, A
X=B-E)-C"-A

2 1 11t oo] [1 1
B-E=[0 -1 1|-|0 1 0|=|0 -2
0 0 -1/ (00 1] [0 O
1 1 1 | 1
= X=(B-E)C'A=|0 -2 1 5 0
0 0 -2 0
11
Zadatak 1. Pokazi da za matricu A=|0 1
00
1 -2 1
(Rjesenje: (A*)' =(a"') = 1 =2)).
0 0 1

1 2
Zadatak 2. 1zradunaj matriéni polinom f(A)=3A> +8A—4E akoje A= [ } .

o [25 46}
(Rjesenje: f(A)= ).

69 94

1 1 -1
1,C“:l-0 2
2
-2 0 0
-1 2] [1 1 2
2 —4(/0 1 2 ;
0 2|0 2 1

1

1| vrijedi (A2)" =(a"').

1

2
—4
2
1 2 4
==lo 16 2.
0 -8 —4

3 4

47
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III. FUNKCIJE

1. DEFINICIJE

Pojam funkcije ili preslikavanja je uz pojam skupa najvazniji matematicki pojam. Moze se

pojednostavljeno reci da je matematika nauka o skupovima i preslikavanjima medu njima.

Definicija. Neka su X i Y neprazni skupovi i f zakon ili pravilo koje svakom elementu
skupa X pridruzuje jedan jedini element skupa Y. Tada se uredena trojka (X, Y, f) zove

funkcija ili preslikavanje iz skupa X u skup Y i oznacavasa f: X —>Y.

Skup X zove se domena ili podrucje definicije funkcije f i oznacavamo ga sa D(f), a skup
Y zove se kodomena od f i oznacavamo ga sa K(f). Ako je funkcija f elementu xe X
pridruzila element yeY piSe se onda y=f(x) ili f:x+—>y 1ikaze se daje f(x)
vrijednost funkcije f na elementu x. Svaki element xe X zove se original, a element

y=f(x) zove se slika od x .

Funkcija f: X = Y Ccesto se sugestivno prikazuje na slijedeci nacin: skupovi X i Y prikazu
se Venn-ovim dijagramima i onda se od xe X povuce strelica prema elementu ye Y Kkoji

je pridruzen tom elementu x:
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Primjer 1. Na slijedecoj slici prikazana je funkcija f iz skupa X = {xi, x2, x3} u skup
Y = V1, y2, ¥3, Y4, ys}:

PiSe se: f(x,)=y,, f(x,)=y,, f(x;)=y;.

Primjer 2. Stanemo li pred neki izlog, onda svi predmeti u izlogu ¢ine skup X, a njihove
cijene skup Y. Svakom predmetu xe X pridruzen je jedan element skupa Y, njegova
cijena. Tu se dakle radi o funkciji f koja predmetu x pridruzuje cijenu f(x). Dakle, u
izlogu "imamo" jednu funkciju. Da li u tom izlogu moZzemo vidjeti joS koju funkciju?

Mozemo, npr. zemlja porijekla proizvoda, godina proizvodnje, ...

Primjer 3. Neka je X skup ucenika nekog razreda i Y skup stolica u tom razredu. Ako

svakom uceniku pridruzimo stolicu na kojoj sjedi, definirali smo jednu funkcijuiz X u Y.

Definicija.

A) Funkcija f: X > Y zove se surjekcija ako je svaki element kodomene slika jednog ili
viSe elemenata domene, tj.
ako za svaki yeY postoji xe X takavdaje f(x)=1y.
B) Funkcija f: X — Y zove se injekcija ako razli¢itim elementima domene pridruzuje
razlicite elemente kodomene, t;.
ako za svaki x,,x,€ X vrijedi x; #x, = f(x,)# f(x,).

C) Funkcija f: X —> Y zove se injekeija ako je surjekcija i injekcija.
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X Y
surjekcija nije surjekcija bijekcija
nije injekcija injekcija

Pitanje: u kojem se slucaju moze uspostaviti bijekcija izmedu dva konacna skupa? Koliko

tada ima bijekcija?

Definicija. 1denti¢no preslikavanje ili identiteta skupa X je funkcija 1 :X — X zadana sa
1. (x)=x, VxeX.

Dakle, djelovanjem ove funkcije argument se ne mijenja.

Primjer 4. ldentiteta skupa realnih brojeva R je funkcija f: R — R zadana sa f{x) = x,
Vxe R. Graf te funkcije u pravokutnom koordinatnom sustavu je pravac koji je simetrala I. i

III. kvadranta.

Definicija. Nekaje ceY bilo koji element. Funkcija f/: X - Y zadanasa f(x) =c¢, Vxe X

zove se konstanta.

Primjer 5. Funkcija f: R — R zadana sa f(x) = 3, VxeR je konstanta. Njen graf je pravac

paralelan s osi apscisa:
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Definicija. Neka su zadane funkcije f: X > Y i g:Y — Z. Kompozicija funkcija fi g je
funkcija 4 : X — Z odredena sa h(x) =g (f(x)), xe X.PiSese h=go f ili h=gf.

Uoc¢imo da kompozicija &= gf postoji samo onda kada je kodomena funkcije f jednaka

domeni funkcije g. U tom slucaju kompozicija fg (u suprotnom redoslijedu) ne postoji.

Prikazimo kompoziciju Vennovim dijagramima:

Za kompoziciju funkcije ne vrijedi zakon komutacije: gf # fg (ako te kompozicije postoje), a

vrijedi zakon asocijacije: f,(f, f;)=(f,f2)f;-

Primjer 6. Zadane su funkcije /: R - R, g: R —» R pravilom f(x)=x*, g (x) =x + 3.
Odredimo kompozicije gf i fg (one zaista postoje):

(@) =g (f@) =g () =x"+3;

() =f(g @) =f(x+3)=(x+3)’=x"+6x+9.

Definicija. Neka je zadana funkcija f: X — Y. Za funkciju g:Y — X kazemo da je

inverzna funkcija funkcije f ako vrijedi gf=1x i fg=1y.

Ako inverzna funkcija postoji, ona je jedinstvena pa se oznacava sa /™' . Funkcija /: X = Y
ima inverznu funkciju /' : Y — X onda i samo onda kada je f bijekcija. Iz prethodnog
slijedi:

fH@ = (f)=1,(x)=x , VxeX

(fF D@ =FF @) =1,(=y, VY.
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2. ZADAVANJE FUNKCIJE

Funkcije mogu biti zadane na vise na¢ina. NajvaZznija su sljedeéa tri:

a) Zadavanje tablicom
Ako je domena funkcije konacan skup, funkcija se moze zadati pomocu tablice. U
prvom retku tablice nalaze se elementi domene, a u drugom retku pripadne vrijednosti

funkcije:

X X1 X2 X

n

JO | fx) | f(x) J(x,)

Primjer: Nakon desetodnevnog promatranja prodaje nekog proizvoda dobivena je sljedeca

tablica:

Dan 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Prodano komada | 31 45 0 18 22 20 8 28 | 35 6

Ovom tablicom je zadana funkcija fiz skupa {1, 2, ..., 10} uskup Nu {0}: f(1) =31, ...,
f(10)=6.

b) Zadavanje grafom
Poznati su razni aparati (seizmograf, tahograf, elektrokardiogram) koji crtaju krivulje

u pravokutnom koordinatnom sustavu:

y= os ordinata
T(x.f(x))

\.\ f(x)
—

X 0 X =0s apscisa

»
>

Krivuljom K potpuno je odredena vrijednost funkcije f(x) za vrijednost argumenta x. Buduci
da to vrijedi za svaku vrijednost argumenta iz domene, krivuljom K zaista je zadana neka
funkcija. Pri tom krivulja K predstavlja graf ili sliku neke funkcije samo onda kada ima

svojstvo da je pravci okomiti na os apscisa sijeku u najvise jednoj tocki.



33

Krivulja K prikazana na slici nije graf funkcije:

K

Primjer. Na slijedecoj slici prikazana je brzina autobusa kao funkcije vremena:

km/sat
60
40
20
2 28 30 minute

¢) Zadavanje formulom
Najvazniji na¢in zadavanja funkcije je da se zada domena X, kodomena Y i analiticki
izraz ili formula y =f(x) koja odreduje postupak ili algoritam kojim se argumentu

x € X pridruzuje vrijednost funkcije f(x) € Y.

Primjer. Funkcija f: N — N zadana je sa f(x) =2x+ 3, x € N. Iz ove formule slijedi:
f(H)=21+3=5, f(2)=22+3 =7, itd.
Ove nam formule pokazuju da broj xeN treba pomnoziti s brojem 2, a zatim broju 2x

pribrojiti broj 3.



54

3. REALNE FUNKCIJE REALNOG ARGUMENTA

Definicija. Funkcija f: X — Y, gdje je X, Y < R, zove se realna funkcija realnog

argumenta.

Dakle, realna funkcija realnog argumenta je ona funkcija ¢ija je domena i kodomena neki
podskup skupa R ili ¢itav skup R. Ubuduce ¢emo pod funkcijom podrazumijevati iskljucivo

realnu funkciju realnog argumenta. Te funkcije najéesce se zadaju analiticki, tj. formulom

y=f(x),npr. f(x)=x"+x-2, f(x) :i , f(x)=3sin(2x —5) . Ako se funkcije zadaju

na taj nacin, tj. bez posebno istaknute domene i kodomene, onda se pod domenom funkcije
podrazumijeva prirodna domena, a pod kodomenom Ccitav skup R. Prirodna domena

funkcije y= f(x) je skup svih elemenata x € R za koje je f(x)realan, konacan i odreden
broj, ili, to je skup D= {x e R| f(x) e R}.
Primjer. Prirodna domena funkcija f(x)=3x— % , f)=x"+x-2, f(x)=2" je skup

R, prirodna domena funkcije f(x)= je skup R\ {-3, 3}, funkcije f(x)=+x+5

2
X

skup {xe R|x>-5},afunkcije f(x)="r

skup R\ {0}.

Posebno je vazno da ove funkcije mozemo prikazati njihovom slikom ili grafom. Graf realne
funkcije realnog argumenta je skup Gr = {(x, f(x)) | x € X} < R X R, i taj skup predstavlja
krivulju u ravnini u kojoj je postavljen pravokutni koordinatni sustav. Pri tom se na os apscisa

nanose vrijednosti argumenta x, a na os ordinata vrijednosti funkcije f(x):

T(x, f(x))
f(x) |
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Prikazivanje funkcije pomocu grafa odnosno krivulje G ima veliku vaznost jer se iz grafa
lako uocCavaju osobine funkcije. Sjetimo se, zbog definicije funkcije, krivulja Gy ima svojstvo

da je okomice na os x sijeku najvise u jednoj tocki.

Primjer. Sjetimo se nekoliko od prije poznatih realnih funkcija realnog argumenta i njihovih
grafova: graf funkcije f(x) :g je pravac paralelan s osi x (ova funkcija se zove konstanta),

graf funkcije f(x)=x je pravac koji je simetrala I. i III. kvadranta (ova funkcija je identiteta
skupa R), graf funkcije f(x)=2x-3 je pravac, graf funkcije f(x)=x+x-2 je
parabola, graf funkcije f(x)=2sinx je sinusoida, graf funkcije f: [— 2,2]% [0,2] zadana

sa f(x)=+V4—x" je polukruznica.

Uz funkcije vezuju se slijedece definicije, odnosno pojmovi.

Kaze se da je funkcija f: R —> R omedena ili ogranic¢ena ako postoje realni brojevi m i
M takvidaje m<f(x) <M, VxeR.

Takva funkcija ne poprima vrijednosti manje od m, a niti vee od M, pa se njen graf nalazi

izmedu pravaca y=m i y=M:

_

Npr. f(x)=sinx je omedena funkcija,a f(x)=2x+1, f(x)=tgx to nisu.

KaZe se da je funkcija f: R — R rastuéa ili uzlazna akoza Vx,,x,eR x <x, povlaci
daje f(x,)< f(x,),odnosno padajuca ili silazna ako za Vx ,x,eR x, <x, povlacida je
Jx) 2 f(x,).

Ako umjesto  f(x,) < f(x,) vrijedi f(x,)< f(x,), kaze se da je funkcija strogo rastuca.

Moze se re¢i da strogo rastuca funkcija ima svojstvo da manjim vrijednostima argumenta

odgovaraju manje vrijednosti funkcije. Analogno se definira i strogo padajuc¢a funkcija.
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Rastuce i padajuce funkcije zovu se monotone funkeije. Najcesce funkcije nisu ni rastuée ni

padajuce.

Primjer. f(x)=x" je rastuéa funkcija, f(x)=-2x+1 je padajuca funkcija, a f(x)=x’

nije ni rastuéa ni padajuca.

Kaze se da je funkcija f: R — R parna funkcija ako vrijedi f(—x)= f(x), VxeR,
odnosno neparna funkcija ako vrijedi f(—x)=—f(x), VxeR.

Graf parne funkcije simetrican je s obzirom na os y:

a neparne funkcije simetri¢an je obzirom na ishodiste koordinatnog sustava:

Primjer. f(x)=x" i f(x)=cosx su parne funkcije,
f(x)=x> i f(x)=sinx suneparne funkcije,

f(x)=2x+1 nije ni parna ni neparna funkcija.

Kaze se da je f: R — R periodiéna funkecija ako postoji peR takav da je

f(x+ p)=f(x), VxeR. Najmanji pozitivni broj p s tim svojstvom zove se osnovni period.
Primjer. Funkcija f(x)=sinx je periodi¢na funkcija. Osnovni period te funkcije je 27.
Broj xoe R zove se nulto¢ka funkcije f: R - R ako vrijedi f(x,)=0. To je dakle broj u

kojem funkcija poprima vrijednost nula, odnosno tocka u kojoj graf funkcije sijece os x.

Primijetimo da smo tu rekli "broj odnosno toc¢ka", tj. broj smo poistovjetili s tockom. To se
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smije jer znamo da izmedu skupa R i skupa toCaka brojevnog pravca postoji preslikavanje
koje je bijekcija.

Navedeni pojmovi koriste se pri analiziranju (opisivanju) proizvoljne funkcije.

Primjer. Nacrtajmo sada graf neke proizvoljne funkcije y= f(x) i opiSimo svojstva te

funkcije:

¢ Domena funkcije je skup R.
¢ Ova funkcija ima tri nultocke: x=-3,x=—-1,x=3.
¢ Funkcija ima dva lokalna ekstrema: y =1 za x=-2, y_. =-1 za x=0.

¢ Nadimo intervale rasta, odnosno pada funkcije:
kada x raste od -» do -2, funkcija raste od - do 1; kada x raste od -2 do O,

funkcija padaod 1 do -1; kadax raste od 0 do +eo, funkcija raste od -1 do —+ee.

¢ Funkcija poprima pozitivne vrijednosti (ili f(x)>0) na skupu <— 3,—1>u<3,+oo>, a
negativne vrijednosti (ili f(x) <0) na skupu <— oo,—3> ) <— 1,3> .

¢ Funkcija ima slijedece grani¢ne vrijednosti:

lim f(x) =oco (zaista, vidimo da kada x teZi prema oo, f(x) takoder teZi prema oo,
X—oo

lim f(x)=—e0, lim f(x)=0, lim f(x)=-1, lim f(x)=3, lim f(x)=-2, itd.
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4. GRANICNA VRIJEDNOST, NEPREKINUTOST, ASIMPTOTE

Da bi objasnili pojam grani¢ne vrijednosti ili limesa funkcije y = f(x) u nekoj tocki xo,
nacrtajmo graf funkcije

x*,x#2 )

f(X)={Lx=2

Vidimo: kada se nezavisna varijabla x na bilo koji nacin priblizava tocki x = 1, vrijednost

funkcije f(x) priblizavaju se broju 1. Dakle, x -1 = f(x)—>1, papiSemo linll f)=1i

kazemo da ova funkcija u toc¢ki x =1 ima grani¢nu vrijednost 1.

Analogno vrijedi:

x—=>-1 = fx)—1, t. lir{llf(x):l,
x—>-2 = f(x)—>4, . lirgf(x):4,

x=2 = f()-4, G lim f(0)=4.

Dakle, ako vrijedi: (x———X,) = (f(x) > A), onda se kaze da funkcija f(x) u tocki

x =xo ima grani¢nu vrijednost (ili limes) A, i piSe lim f(x)=A.
X=X,

Definicija. Neka je funkcija f(x) definirana u svim tockama neke okoline tocke x¢ osim
mozda u samoj tocki xg. Re¢i ¢emo da je AeR grani¢na vrijednost ili limes funkcije

f(x) u tocki xo i pisati lim f(x)=A, ako za Ve>0 3Id>0 takav da vrijedi

X=X,

|f(x)—Al<e gimje |x—x,|<8 i x#x,.
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Na sli¢an nacin definira se i grani¢na vrijednost s lijeva (piSe se lim f(x)) i s desna
X=X

(piSe se lim f(x)). Evo dva primjera:

lim, f(x)=1
lim f(x)=3

X—)l“‘
Buduci da su ove dvije grani¢ne vrijednosti razlicite, ova funkcija nema grani¢nu vrijednost u

to¢ki x=2.

lim f(x)=+4o0
x—37°

) U ovom slucaju kazemo da funkcija ima vertikalnu asimptotu u tocki x = 3.
hm0 f(x)=—o0
x—3"

Definicija. Funkcija f(x) je neprekinuta u tocki x¢ ako u toj toc¢ki ima granic¢nu

vrijednost i ako je ta grani¢na vrijednost jednaka f(x,): lim f(x)= f(x,). Funkcija f(x)

je meprekinuta ako je neprekinuta u svakoj tocki svoje domene.

Drugim rijec¢ima, funkcija f(x) je neprekinuta u tocki x¢ ako se ordinate f(x) u dovoljno
maloj okolini to¢ke X razlikuju po volji malo od f(x,), ili ako je njen graf suvisao, tj.

povezan u okolini tocke xo.
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2
. .o .o b ¢2 . . .o .
Ako se vratimo na prije promatranu funkciju f (x)={f x2 , vidimo da vrijedi:
s X =

lin}f(x) =4, f(2)=1,t. lin}f(x) # f(2), pa to znaci da ona nije neprekidna u tocki x = 2.

Ona u toj tocki ima prekid, $to se odmah vidi iz njenog grafa.

Primjer.

lim f (x) =1
f3=1

Iz grafa se vidi da je ova funkcija neprekinuta u svakoj tocki svoje domene, pa je ona

} = lin} f(x)= f(3)= ova funkcija je neprekinutau x=3

neprekinuta.
Primjeri.

lin} 2x=10, 11111(}0 2x=200, lim 2x =+co, linll00 2x=-200, lim 2x=-o0 ,
lirrslx2 =25, limsx2 =25, liIP x% =400,

lim%:g, lim%:i, lim%:O, limg:O,

x5 x 5 x—100 x 100 X—eo x x——o x

. 2x* 45 ) 3x . 2xP45x+7 2
lim =00, im— =0, hm—2=—,
xoe 3y =2 2x +5 x—o0 3x 3
lim XY =g

x—0 X

lim(l + l] =e
X—>o0 X
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Definicija. Pretpostavimo da se graf neke funkcije proteze u beskonacnost, tj. da udaljenost
toCaka tog grafa od ishodiSta raste u beskonacnost. Asimptota te funkcije je pravac sa
svojstvom da udaljenost to¢aka tog pravca od to¢aka grafa funkcije tezi k nuli kada te tocke

teze u beskonacnost.

Prema polozaju obzirom na koordinatni sustav asimptote dijelimo na vertikalne, horizontalne

i kose.

Vertikalna asimptota paralelna je s osi y. Vrijednost funkcije f(x) u to¢ki x = xo jJe
beskonacno velika, pa vrijedi: pravac x =x¢ je vertikalna asimptota funkcije y= f(x)ako

je f(x,)=%c0 (zato f(x)u Xo nije definirana).

4 |
"
3
2
A
—
2 10112 3
1

Npr. funkcija f(x) =

x . .. . . .
> ima dvije vertikalne asimptote: x=2 i x=-2.
x" -4

Tezi li funkcija f(x) odredenoj granicnoj vrijednosti y; kada x— oo, tj. ako postoji

lim f(x) =y, <o, onda je pravac y =yo horizontalna asimptota funkcije f(x).

Npr. funkcija f(x)= ima horizontalnu asimptotu: y :% .

X
3x+2
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Ako za neku funkciju vrijedi f(x) vrijedi lim f(x) = oo, tada ona mozda ima kosu asimptotu

y=kx+1[.Ako je ima, onda je k=lim&, [=lim(f(x) — kx).
X X—>o0

X—>0
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5. ELEMENTARNE FUNKCIJE

To su "najjednostavnije" funkcije iz kojih pomocu operacija zbrajanja, mnozenja, dijeljenja,
potenciranja i pomoéu kompozicije funkcija nastaju sve ostale funkcije. Npr. f,(x)=x",
fr(x)=2x+1, f3(x)=sinx su elementarne funkcije, a g(x)=sin(2x+1) i
h(x)=sin’(2x+1) nisu (vrijedi: g(x)= (f3,)x), h(x)=(f f;/f,)(x)). Sada ¢emo dati

pregled elementarnih funkcija.

5.1. POLINOMI

Funkcija f:R —R definirana formulom P,(x)=a,x" +a, x"" +---+ax+a,, gdie je
neN, a,eR(i=0,1,2,...,n)i a,#0 zove se polinom n-tog stupnja ili cijela racionalna

funkcija. Polinomi su najvaznije i najjednostavnije funkcije, a sve ostale funkcije mogu se
aproksimirati polinomom.

Npr.

Polinomi su neprekinute funkcije.

Posebno, polinom f(x)=0 zove se nulpolinom, a polinom f(x)=a,#0 je konstanta i

njegov graf je pravac paralelan s osi x:

Polinom oblika f(x)=x" zove se prirodna potencija (tu je dakle a, =1,

a,,=...=a,=a, =0).

n—1
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Na slijede¢im slikama prikazani su grafovi nekih prirodnih potencija:

I ] i \ ]
\ / / \ |

MR 4 / L3 i 3|
5 5 /
-b -b {1 -

fx)=x fx)=x fo=x° fx)=x*

Vidimo da su f(x)=x> i f(x)=x* parne funkcije i da poprimaju samo nenegativne

vrijednosti,adasu f(x)=x i f(x)=x" neparne funkcije i rastuce funkcije.

Teorem o nultockama polinoma.

Polinom n-tog stupnja P,(x)=a,x" +a, ,x"" +---+a,x+a, ima n nultotaka ili korijena u

skupu C, tj. postoji n brojeva x,,x,,...,x, € C takvihdaje f(x)=f(x,)=---=f(x,)=0.

Polinom f(x) mozemo zapisati u obliku: f(x)=a,(x—x)(x—x,)-...-(x—x,).
Neki od tih brojeva x; su realni, a neki nisu realni. Ako su ti korijeni x; realni brojevi, oni

su nultoc¢ke polinoma. To znaci da polinom n-tog stupnja ima najvise » nultocki.

Primjeri.
e Polinom f(x)=2x" +7x* —2x—7 ima sva tri realna korijena, §j. x, =1, x, =—1,

x3:—% (to su rjesenja  jednadzbe 2x’ +7x*-2x-7=0), pa je

F) =20 D(x+ Dix+ %)

e Polinom f(x)=x>+1 nema niti jedan realan korijen.

Teorem o dijeljenju polinoma. Bilo koja dva polinoma f(x) i g(x) odreduju jedinstvene

polinome s(x) i r(x) takve daje f(x)=s(x)-g(x)+ r(x), odnosno

O _ 4 7D

g(x) g(x)’

gdje je stupanj r(x)< stupanj g(x). Polinom s(x) zove se kvocijent, a polinom r(x)

ostatak dijeljenja. Akoje r(x)=0, kazemoda g(x) dijeli f(x).



65
Ovaj teorem koristimo u slu¢aju kada je st f(x) >st g(x) i utom slucaju je
st s(x)=st f(x)-st g(x).

Primjer. Nekaje f(x)=2x*+x>=3x> +x—1, g(x)=x>—2x, panadimo s(x)i r(x).

(2x4 +x° =3x7 +x— 1): (x2 - 2x): 2x% +5x+7
2x* —4x’

5% =3x +x—1

5x° —10x*
Tx* +x—1
7x* —14x

15x -1

Dakle, kvocijent je s(x)= 2x*> +5x+7, a ostatak r(x)= 15x—1.

Zaista vrijedi  f(x)=s(x)- g(x)+r(x) i st r(x)<stg(x):

2x" + 17 =3x" +x—1= (2)62 +5x+7Xx2 —2x)+ (15x-1)
ili
2xt + 17 =3x7 +x—1

. “ox? 45x+ 74X
x° —2x x° —2x

Primjeri:
o f(X)=x" -3+ -1=(x"-D’ =" -’ + )’ =(x-D’(x+ D (x* +1)°
o f(X)=x"-3x"+4=(x+1D(x-2)"

o f(X)=x—x"—x-2=(x-2)(x"+x+1)

Polinom prvog stupnja je funkcija f:R—R zadana formulom f(x)=a,x+a,, a, #0,ili

f(x)=kx+1, k#0. Ova funkcija zove se linearna funkcija. Njen graf je pravac:
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Tkt
&

1o

el

"1 /k x

kx+1-1 .. .
a=——=k = k=tga,pase k zove koeficijent smjera pravca.
X

Akoje k>0 = «ae (0%1 = funkcija je rastuca,

/

Akoje k<0 = «ae (%,ﬂ'\ = funkcija je padajuca.

J
Lako se vidi da je linearna funkcija bijekcija (jer vrijedi: f(x,)= f(x,)=x,=x, i Vy,€eR,

Ix, €R, f(x,)=1Yy,). paima inverznu funkciju koja je opet linearna funkcija.

Primjer. Nadimo inverznu funkciju funkcije f(x)=2x-3.

(fefH=x = f(f@=x = ffON=2-f"(0-3=x =

Grafovi tih funkcija su:

|| —

y=x y=2x-3

Vidimo da su grafovi tih funkcija simetri¢ni obzirom na pravac f(x)=x. To vrijedi i

opéenito: grafovi funkcija f(x) i f'(x) simetri¢ni su obzirom na pravac f(x)=x.
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Polinom drugog stupnja je funkcija f:R—R zadana formulom f(x)=a,x* +a,x+a, ili

f(x)=ax®> +bx+c, gdje su a,b,ceRi a#0, anaziva se kvadratna funkcija.

Poznato nam je iz srednje Skole da je njen graf parabola koja je u sluaju « >0 "okrenuta
gore", a u slu¢aju a <0 "okrenuta dolje".

Moze imati dvije nultocke, jednu nultocku i biti bez realnih nultocaka. Naime, njene nultocke
su rjesenja kvadratne jednadzbe ax’ +bx+c=0, a ta rjeSenja mozemo naéi tako da tu

jednadzbu faktoriziramo na linearne faktore:

2 2 b c 2 b bz c bz
ax +bx+c=a x"+—x+— |=a x"+—x+t—F+——— |=
a a a 4a a 4a

[ bV b —dac b [b? —dac b [b? —dac W_
=dal| x+— -— =g xt+t— - — | X+ —F | |=
2a 4a® 2a 4a® ) 2a 4a®
/

W:a(x—xl)(x—xz)zo.

/

2a 2a

b+ —dac Tx_—b— b” —4ac
/

—b+b* —4ac

Rjesenja ili korijeni kvadratne jednadzbe su x,, = > , a ona su realna ako je
a

broj D=b*—4ac>0. Taj broj ili izraz D zove se diskriminanta kvadratne jednadZzbe.
Vrijedi:
D> 0= x,,x, e R= kvadratna jednadzba ima dvije realne nultocke;

D =0 = x, =x, € R = kvadratna jednadZzba ima jednu dvostruku realnu nultoc¢ku;

D <0 = x,,x, ¢ R = kvadratna jednadzba nema realne nultocke.

Lako se pokaze da vrijedi:

b c .
X, +x, == X, "X, = (Viete-ove formule)
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Graf kvadratne funkcije je jedna od parabola:

D>0 D=0 D<0

V)
\%
o

(V)
A
o

Iz tih grafova se vidi da kvadratna funkcija nije ni injekcija ni surjekcija. Parabola ima jednu

ekstremnu (najnizu ili najvisu) vrijednost. Zove se tjeme ili vrh parabole, a njene koordinate

_ 2
su 7| = b Aae=b"
2a 4a

Polinomi stupnja veceg od dva, ne ponaSaju se "pravilno" kao polinomi 1. i 2. stupnja, pa

svakog od njih treba "posebno razmatrati".

Zadaci:

1. Nacrtaj grafove funkcija: f(x)=x>, f(x)=x>-1, f(x)=2x>, f(x):%xz’

f(x)=x>—x=2, f(x)=—x*, f(x)=x>+2x-5.

2. U skupu funkcija T = {f(x)=@m’> -Dx>+2m—-1x+1ImeR} odredi onu
funkciju koja je bijekcija.

3. Funkcija f:(- oo,2]—>[l,+oo) zadana je sa f(x)=2x" —8x+9. Pokazi da je f

bijekcija, odredi f~' iprovjeridaje fo f' =1=identiteta.
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5.2. RAZLOMLJENE RACIONALNE FUNKCIJE

Razlomljena racionalna funkcija je kvocijent dvaju polinoma, dakle funkcija oblika

P, (x) a,x"+-t+ax+a,
P(x) bx"+--+bx+b,

f®)=

. Ako je polinom u brojniku manjeg stupnja nego

polinom u nazivniku, odnosno m < n, f(x) se zove prava razlomljena racionalna
funkcija. U protivhom, ona se zove neprava razlomljena racionalna funkcija.
Neprava razlomljena racionalna funkcija moze se dijeljenjem brojnika sa nazivnikom

prikazati u obliku zbroja polinoma i prave razlomljene racionalne funkcije.

Primjer.
P 4 3 .2 _ _
4(x):2x +x2 3x"+x 1=2x2+5x+7+125x 1
P, (x) x°—2x x —2x

Domena razlomljene racionalne funkcije je Citav skup R osim nulto¢aka polinoma u

nazivniku.

Prava razlomljena racionalna funkcija moze se prikazati u obliku zbroja parcijalnih
razlomaka, odnosno u obliku zbroja razlomaka ¢iji su nazivnici faktori polinoma P, (x).
Taj rastav ovisi o tome da li su nultocke nazivnika realni ili nisu realni brojevi.
e Ako polinom u nazivniku ima realnu nulto¢ku x; viSestrukosti k, tada imamo niz
parcijalnih razlomaka:
Al A2 Ak

, 75 eees T
x=x; (x—x;) (x—x;)

gdje su A, konstante koje treba izracunati. I tako redom za sve ostale realne

nultocke polinoma P, (x).

e Ako polinom P,(x) ima kompleksnu nultocku x; viSestrukosti k, onda je i x;
nulto¢ka polinoma P, (x), pa za taj par nulto¢ki imamo niz parcijalnih razlomaka:

B x+C, B,x+C, B, x+C,
X +ax+b’ (x2+ax+b)2’ (X +ax+ b))t
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Tuje x> +ax+b=(x—x)(x —x_i) ,a B, 1 C, surealne konstante koje treba

izraCunati.

Primjeri

| 1 ~ 1 _A, B D 1 "4 274
T2t +x x(x+DQRxP—x+1) x x+1 2x7—x+1 x x+1 2x*—x+1

5 x>+ x+7 _A B C D  Ex+F
T =D(x =27 +4) x—-1 x-2 x-2)° (x-27° x*+4

3. Moze se pokazati da je graf funkcije f(x)=——— :
x —x" —2x

|
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5.3. IRACIONALNE FUNKCIJE

Kada se uz operacije koje vode do racionalne funkcije dopusti jo$ i korjenovanje, dobivamo

_ 3
iracionalne funkcije. Npr. f(x)=3x— Jx , f(o)= 1/)62—11 , fx)= Yx +2 "
X"+

x—1

Problem odredivanja domene iracionalnih funkcija svodi se uglavnom na rjeSavanje
algebarskih jednadzbi i nejednadzbi. Ako je korijen iz neke funkcije f parni broj tada treba
voditi racuna da veli¢ina ispod korijena ne bude negativna, jer paran Kkorijen iz negativnog

broja je kompleksan broj.

Primjer. Domena funkcije f(x)= Jx je ocito skup svih realnih nenegativnih brojeva, t;.
D, = [O,+oo), a budué¢idaje f(x) inverzna funkcija funkciji g(x)=x", gdje je g definirana

samo za nenegativne brojeve. Njihovi grafovi su simetri¢ni obzirom na pravac f(x)=x.

5.4. EKSPONENCIJALNA I LOGARITAMSKA FUNKCIJA

Neka je a>0,a#1 neki realan broj. Tada se funkcija f:R—R zadanasa f(x)=a" zove
eksponencijalna funkcija s bazom a (ili po bazi a).

Promotrimo eksponencijalnu funkciju s bazom a =2: f(x)=2" . Iz tablice

X -2 -1 0 1 2

1 1
=% | = -
Y 4 2

zakljuCujemo da je graf funkcije:



72

Na isti nac¢in dolazimo do grafova funkcija f(x)=10", f(x)= [%\ :
J

l
|
|

Najvaznija eksponencijalna funkcija je funkcija s bazom a=e=2.7182..., zbog njenih

"lijepih" svojstava i mnogobrojnih primjena u prirodnim znanostima.

/
/

Eksponencijalna funkcija ima slijedeca svojstva:

I. f(x)=a">0 za VxeR, tj. eksponencijalna funkcija poprima samo pozitivne vrijednosti,
2. f(0)=a" =1, tj. eksponencijalna funkcija bilo koje baze prolazi tockom (0,1),

3. Ako je a> 1 eksponencijalna funkcija je strogo rastuca,

aakoje 0 <a<1 tada je ona strogo padajuca.
4. Akoje a>1,onda f(x)=a" tezi unulu kada x teZi u -co,
aakoje 0 <a<1,onda f(x)=a" teziunulukada x teZi u o, a to znaci da je os apscisa

horizontalna asimptota eksponencijalne funkcije.

Iz svojstva 3. slijedi da je eksponencijalna funkcija a*:R — R bijekcija. Stoga ona ima
inverznu funkciju f~' :R" — R koja se zove logaritamska funkcija s bazom a (ili po

bazi a) i oznaCava sa y=log,k x.
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Iz toga slijedi: log, x=y & a’ =x, pa kazemo: logaritam po bazi a broja x je eksponent

kojim treba potencirati bazu a da se dobije broj x.

Primjeri.
log,8=x = 2" =8=2" = x=3 (dakle vrijedi: log, 8=3 jerje 2°=8);

log, x=-3 =27 =x = xzé (logzéz—?));

log 125=3 = x*=125=5" = x=5 (log,125=3);

1 -2
log, 499=-2 (jerje —\ =49).
7 7)

Posebno su vazne slijedece dvije logaritamske funkcije. Ako je baza a =10, funkciju

biljezimo sa y =1logx i zovemo dekadski logaritam, ako je baza a =e¢=2.7182..., funkciju
biljezimo sa y=Inx i zovemo prirodni logaritam. Dakle, log,, x=logx, log, x=Inx.

Funkcija y=Ilogx inverzna je funkciji y=10", a funkcija y=Inx inverzna je funkciji

y=e".
Grafovi su:
LT
T
e
T
T \\ 11

Logaritamske funkcije po bilo kojoj bazi prolaze kroz tocku (1,0) i imaju vertikalnu
asimptotu (os ordinata). Ako je a > 1, funkcija je strogo rastuca i pozitivna za x> 1, a ako je
0 <a <1, funkcija je strogo padajuca i pozitivnaza 0 <x <.
Vrijedi:

log, (x, - x,)=log, x, +log, x,,

loga (ﬁ}zloga 'xl _loga 'x2:

Xy

log, (x,)™ =x, -log, x; (tusu x,,x,>0),
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a to znaCi da se logaritmiranjem slozenije raCunske operacije (mnozenje, dijeljenje,

potenciranje i korjenovanje) svode na jednostavnije (zbrajanje i oduzimanje).

lo
Veza izmedu logaritamskih funkcija razli¢itih baza dana je formulom: log, x= i Sa ;)C .
0g,

Logaritmi su se razvili na prijelazu iz 16. u 17. stoljeée kada se zbog dugih morskih putovanja
i astronomskih opazanja javila potreba za brzim i preciznim racunanjem s viSeznamenkastim

brojevima.

5.5. TRIGONOMETRIJSKE I ARKUS FUNKCIJE

Neka je u ravnini zadan koordinatni sustav, kruznica K polumjera jedan sa srediStem u
ishodiStu (tzv. trigonometrijska kruznica) i brojevni pravac p smjesten tako da bude tangenta
na kruznicu u tocki (1,0). Zamislimo da pravac p namatamo na kruznicu K. pri tome se sve

tocke pravca p preslikavaju u toc¢ke kruznice K.

Realni broj 7€ R pri tom se preslikava u tocku E(¢) e K. Dakle, E(¢) je toc¢ka u kojoj drugi
krak kuta 7 (s lukom /) sijece trigonometrijsku kruznicu. Tim namatanjem zaista je zadano

preslikavanje E:p— K, odnosno E:R— K. Vrijedi: E0)=(,0), E()=(-10),
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E(%\: 0,), EQ2n)=(1,0) (pritom smo koristili ¢injenicu da je opseg kruznice K jednak
J
2n-1=2n).

To preslikavanje je surjekcija, a nije injekcija jer vrijedi E(t+k-22)=E(t), keZ, tj.
beskonac¢no mnogo tocaka pravca "padne" na istu tocku kruznice.

Ako ordinatu tocke E(#) oznaCimo sa sin#, a apscisu sa cost, tim postupkom smo svakom

realnom broju 7€ R pridruzili realni broj sin ¢, odnosno cost.

Drugim rije¢ima definirali smo funkcije: sin : R—>R (sinus funkcija) i cos : R—R (kosinus

funkcija). Pomocu sinusa u kosinusa definiraju se funkcije:

sin ¢ ..
tgt =—— (tangens funkcija),
cost

ctgt = C?St (kotangens funkcija).

sin ¢

Ove Ccetiri funkcije zovu se trigonometrijske funkcije. One su periodicne funkcije s

osnovnim periodom 27 (sinus i kosinus), odnosno 7 (tangens i kotangens).

Njihovi grafovi su:

ain[x)
. 1 ——, -
i Y, i e e
pi e, g2 . pif2 pi A 2*pi
— "y —

ooa [x)

-pi ':pi-‘z * pii2 p 2pi
- 1

SE e S tez g wpr s N -piEy, i, B Tplk 2
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Iz ovih definicija i grafova zaklju¢ujemo da funkcije sin x i cos x poprimaju vrijednosti
samo iz segmenta [— 1,1], tj. one su ogranic¢ene funkcije, a funkcije tg x i ctg x su

neogranicene funkcije i imaju vertikalne asimptote. Funkcija kosinus je parna funkcija, a

sinus, tangens i kotangens su neparne funkcije.

Trigonometrijske funkcije povezane su raznim relacijama, npr.  sin’x+cos’ x=1,
sinx=x+y1-cos” x, 1g°x+1l=—s—, sin(x* y)=sinxcos y £ cosxsin y,
cos” x

sin 2x=2sin xcos x, cos2x=cos> x—sin’ x, itd.

Trigonometrijske funkcije nisu bijekcije, ali njihove restrikcije na segment [_”,”} za
2 2

funkcije sinus i tangens, odnosno [0,71] za funkcije kosinus i kotangens, jesu bijekcije. Stoga

one imaju inverzne funkcije koje se zovu arkus ili ciklometrijske funkcije. Grafovi tih

funkcija su:

2 "
sinx Pt | aoosx) —
asinix ! BT
) !
| — _.-"|I W
ry A
o N,
./ \\
' / ‘ pilz
pii2 1 //' 1 pi'2
& ™,
o \'._

g A - ".I

! 1

," -1 1

-pif2 =
pi+t atan(;
pi'2-atanix
x.\\
pifi2*

_pilfz_._

Vidimo da je domena funkcija arcsinx i arccos x segment [— 1,1], a domena funkcija arctg

x i arcctg x cijeli skup R.
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IV. DIFERENCIJALNI RACUN

1. DERIVACIJA

Neka je na intervalu I = <a,b> definirana funkcija y = f(x) inekaje x,el neka totka tog
intervala. Ako varijabla x, dobije prirast Ax, tj. ako x, = x, + Ax, vrijednost funkcije ¢e

se promijeniti za Af = f(x, + Ax) — f(x,).

f(x
A\ —
\ T(XpFAN,f (XgTAX)

|1 To(Koof (X0))

X0 XoTAX

Kaze se da je funkcija f(x) derivabilna u tocki x, ako funkcija Ef ima grani¢nu vrijednost

1 . .o A L .. “r . <
u tocki x,. Realni broj lim Y zove se derivacija funkcije f u to¢ki x, i oznaCava sa
A0 Ax

df (x,)

. Dakle,
dx

fl(x,) ili

lim£= lim Sf(x, +Ax)—f(x0)'

o2 df(xg) _
Sxo)= dxo A0 Ay A0 Ax

Izraz Ef zove se kvocijent diferencija, jer je u brojniku diferencija ili prirast funkcije, a u

nazivniku diferencija ili prirast argumenta.

Ako funkcija f(x) ima derivaciju u svakoj tocki svoje domene, tj. ako postoji

Fla)= G _ o SEFA) - f() =limf(x+h)_f(x), Vxe D(f).
dx Ax—0 Ax h—0 h

tada se kaZe da je fderivabilna funkcija, a funkcija y = f’(x) zove se derivacija funkcije f.
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Pojam derivacije funkcije uveli su Newton i Leibniz u drugoj polovini 17. stolje¢a dok su
rjeSavali problem brzine, odnosno problem tangente. Od tada je derivacija jedan od

najvaznijih i najviSe primjenjivanih matematickih pojmova.

Nadimo jednadzbu tangente u tocki x, na graf funkcije f(x). Pravac kroz to¢ke Toi T zove
se sekanta, a grani¢ni polozaj tog pravca kad T —“"—T, zove se tangenta (vidi sliku). Ako
krivulja f(x) imatangentu y—y, =k(x—x,) utoCki x,, onda vrijedi:

k=iga, =limiga = lim - = fjm LOFA0 /) _

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

f(x,), pa je trazena jednadiba

tangente: y—y,=f'(x,) - (x—x,). Iz toga slijedi geometrijsko znalenje derivacije:
derivacija u tocki x, funkcije f(x) je koeficijent smjera tangente u tocki x, na krivulju
y=f(x).

Analogno do derivacije dolazimo kod odredivanja brzine gibanja nekog tijela. Neka je

s = s(t) prijedeni put izraZzen kao funkcija vremena.

s, +Ar)—s(t,) st, + A —s(t,)

Tada je prosjecna brzina v= , a brzina u trenutkuz,: v(z,) =lim———.
At—=0

v(t, +Ar) —v(t,)

Sli¢no se definira i akceleracija: a(t,) = ng N

Primjer 1. Nadimo jednadzbu tangente na krivulju f(x)=x> —1 utotki x,= 1.
Lo y=y,=1"(xy) (x—x,)
f(x)=x"-1 = f’(x)=2x (vidi primjer 2.)
x,=1 = f(x,)=1-1=0, f'(x,)=2-1=2
= f..y—0=2-(x—1)
y=2x-2

5 -4 a3 2y w2 3 4 35




Primjer 2. Nadimo derivaciju funkcije f(x)=x>—1.

_ lim(x+h)2—1—(x2—1)_hmx2 +2xh+h’ —1-x"+1

(%) = lim

h—0

fx+h)— f(x)
h

h—0 h h—0 h

= %in(}(2x +h)=2x

Primjer 3. f(x)= 1 , f(x)=2
X

1 1 x—(x+h)
) = limLEED =S xwh x o, XER) e 21 L
h—0 h h—0 h h—0 h h=0 x(x + h) x2
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Na sli¢an nacin dolazi se do slijedece tablice derivacija elementarnih funkcija i osnovnih

pravila deriviranja:

I. y=C=konstanta = y =0

2. y=x*,aeR = y'=a-x*" (posebno: y=x = y'=1)
3. y=a* = y'=a*-lna (posebno: y=e* = y'=e")
, 11 , 1
4. y=log, x = y =—-—— (posebno: y=Inx = y =-—)
x Ina X
5. y=sinx = vy =cosx
6. y=cosx = y'=—sinx
, 1
7. y=tgx = y = >
cos” x
|
8. y=ctgx = y=—7
sin” x
. , 1
9. y=arcsinx = y =
1-x*
, -1
10. y =arccos x = y =
1-x*
, 1
11. y=arctgx = y = >
1+x
, -1
12. y=arcctgx = y =



Pravila:
I y=f(x)*gx) =  Y=f (g
2. y=f(x)-gW = Y= () gx)+f(x)- g'x

(posebno: y=C- f(x) = y'=C-f'(x))

_f™
Y g(x)

= 2
g (%)

4. y=(goNHN=g(f(x) = yY=g"(f(x) f(0)=

Primjeri.
y=3x" =y =15x"
1

y=3\/;:>y=x5:

1 -2
y,=—x§_l=lx7— !

37 3.3

y=3x" =13x> +Tx+11= y =21x°* = 26x +7

y=x"-Inx=y =2x-Inx+x*-

==

x+5 , 1x* —(x+5)-2x
_ ==

y=
xz

y=G@x’+x+1)'=

4
X

Y =4Gx> +x+1)° - (6x+1)

y=cos(3x* +1) = y =—sin(3x* +1) - 6x

y=cos(5x*> +x)* = y'=—sin(5x” +x)* - 4(5x> + x)° - 10x +1)

y=sin’ (11x+5) =y’ =7sin®(11x+5) - cos(l1x +5) - 11

y=10"=y'=10" -In10

y=Tarcsinx= y’ =

7

1 —
— X

2 1

y= arctg\/; =y =

1+x =2\/;(1+x)

¥ = [0 g(x) - f(x)-g'(x)

ds df

df dx

80
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2. VISE DERIVACIJE I EKSTREMI

Ako funkcija f(x) ima derivaciju, onda je njena derivacija f’(x) nova funkcija. Ako i

funkcija f’(x) ima svoju derivaciju, onda se kaze da je ta derivacija druga derivacija

fix+h)—f'(x)
p .

polazne funkcije f(x). Dakle, f”(x)=(f'(x))", odnosno f”(x)= }m&
Analogno se definira treéa derivacija: f”'(x)=(f"(x))’, itd.

Primjeri.

f)=x"= f'(x)=5x"= f"(x)=20x> = f”(x)=60x", itd.

f(x)=sinx= f'(x)=cosx= f"(x)=—sinx= f"(x)=—cosx= " (x)=sinx

f)=e" = fl(x)=e" = f'(x)=¢", itd.

Teorem (uvjet monotonosti). Ako za derivaciju funkcije f za svaki x iz nekog intervala I

vrijedi f’(x) >0, onda je funkcija f strogo rastuéa na I, a ako vrijedi f’(x) <0, onda je
funkcija f'strogo padajuca na 1.
Dokaz:

Slijedi iz definicije derivacije (ili iz geometrijskog znacenja derivacije).

4&

%
7750

X1

£7<0

v

= f(x)=1"(x,)=f"(x;)=f"(x,)=0 (jer u tim totkama rast funkcije prelazi u pad ili

obratno, odnosno u tim tockama funkcija ima maksimum ili minimum, tj. ekstrem).

Funkcija /" ima u to¢ki x, maksimum ako postoji okolina tocke x, takva da vrijedi
f(x)< f(x,) zasvaki x# x, iz te okoline, odnosno minimum ako postoji okolina tocke x,

takva da vrijedi f(x) > f(x,) za svaki x# x, iz te okoline.
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Vrijednost funkcije f u to¢ki x,, tj. f(x,), tada se zove maksimum odnosno minimum

funkcije ili kratko ekstrem funkcije.

Slijedeéi teorem govori o tome kako se pronalaze ekstremi.

Teorem o ekstremima funkcije. Ako funkcija / ima u to¢ki ekstrem, onda je f’(x,)=0.

Akoje f”(x,)<0 onda je taj ekstrem maksimum, a ako je f”'(x,)>0 onda je minimum.
Ako je pak f”(x,)=0, onda treba traziti vise derivacije dok se ne dode do derivacije koja je
u x, razli¢ita od nule. Ako je ona parnog reda, u toj tocki je ekstrem (i to maksimum ako je

ona manja od nule, a minimum ako je veca od nule), a ako je ona neparnog reda, u toj tocki
nije ekstrem.

Iz ovog teorema slijedi da je nuzan uvjet za ekstrem f’(x)=0, tj. u tocki ekstrema prva
derivacija mora biti jednaka nuli (to je jasno i zbog geometrijskog znacenja derivacije: u tocki
ekstrema tangenta na krivulju paralelna je s osi x). Prema tome, moguéi ekstremi su u
totkama koja su rjeSenja jednadzbe f’(x)=0. Rjesenja te jednadzbe zovu se stacionarne
tocke, a da li je u njima zaista ekstrem treba ispitati pomocu druge derivacije ili pomocu jo$

visih derivacija.

Primjer 1. Odredi ekstreme funkcije f(x)=2x> —15x* —36x
f(x)=6x>-30x-36=0=x" —5x—-6=0= x, =6,x, =—1 (stacionarne tocke)
f7(x)=12x-30

= f7(6)=12-6-30=42>0 = u x, =6 je minimum, i vrijednost tog
minimuma je f(6)=2-6>—-15-6>-36-6=-324

= f(-1)=12-(-1)-30=-42<0 = u x, =—1 je maksimum, i vrijednost
tog maksimuma je f(-1)=2-(-=1)’-15-(-1)> =36-(-1)=19

= Funkcija ima maksimum u tocki A(-1, 19), a minimum u to¢ki B(6,-324).

Primjer 2. Odredi ekstreme funkcije f(x)= 2x * 13
X —
, 1-2x-3)—(x+1)-2 2x-3-2x-2 -5
@I =GeD2 -2 o
2x-3) 2x-3) 2x-3)

Ova jednadZba nema rjesenja, pa funkcija nema stacionarnu tocku, dakle ni ekstrema.
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3. ISPITIVANJE TOKA FUNKCIJE

Znacajna primjena derivacija (odnosno diferencijalnog racuna) je ispitivanje toka funkcije i
crtanje grafa funkcije. Ako je zadana funkcija y= f(x), to ispitivanje sastoji se u
odredivanju: domene funkcije, nultocaka funkcije, asimptote i ekstrema. Osim toga, ispituje
se da li je funkcija periodicna, da li je parna ili neparna, za koje vrijednosti argumenta je
pozitivna odnosno negativna, za koje vrijednosti argumenta je rastu¢a odnosno padajuca, itd.
Na temelju dobivenih vrijednosti moguée je nacrtati graf odnosno sliku funkcije u

koordinatnom sustavu.

X

Primjer 1. f(x)=
Xt 4
¢ Domena funkcije je skup R (jer je nazivnik uvijek pozitivan, tj. nije nigdje jednak 0)
¢ Nultocka funkcije je x=0
¢ Funkcija je neparna jer vrijedi f(—x)=—f(x), pa je njen graf simetrican obzirom na

ishodiste

e Vertikalnu asimptotu nema, a zbog lir+n fx)= lirP al 3 =0 je y=0

X+
4
horizontalna asimptota. Kosu asimptotu stoga nema.
1~(x2+§)—x~2x x2+g—2x2 —xz+E
e Ekstremi: f'(x)= 4 3 = 4 3 = 3 4 _0
x2+72 x2+72 x2+72
( 4) ( 4) ( 4)

su stacionarne tocke

3 _
X dx = f ”(i) <0 i f ”(—2) >0 = funkcija ima maksimum

(x? +i)3 V3 V3

2 - -2
U X, =—=,aminimumu x, =

V3 3

e f(x)>0=>x>0, f(x)<0=x<0
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T o6 6 - E R 123 7

Primjer 2. f(x)=2x> —15x> —36x

e Domena je skup R

+4/ + 9.4
* Nultocke: x(2x*> —15x-36)=0 =x, =0, x,, = 15+ 2§5+288 ~ 15_422'6 ={ L9

e Asimptote nema

e Ekstremi: vidi primjer 1 u prethodnoj tocki: maksimum je A (-1,19), minimum je

B(6,-324)

Primjer 3. f(x)= 2x =
X

+4

T o6 6 - E R 2




X3

x* -4

Primjer 4. f(x)=

-0 -8 B

ANEE

4 6 8§ 10

2
Primjer 5. f(x)=+ln— "~
X" +5x-6

85



86

V. INTEGRALNI RACUN

1. NEODREDENI INTEGRAL

Cim se definira odredena radunska operacija, prirodno se javlja misao njenog obrata ili
inverzije (npr. zbrajanje-oduzimanje, mnozenje-dijeljenje, potenciranje-logaritmiranje, itd.).
Tako se jos u vrijeme izgradnje diferencijalnog racuna razmatrao "obrnuti" problem tangente,
odnosno problem da se iz zadane tangente u svakoj tocki neke krivulje, nade sama ta krivulja.
Taj problem vodi do diferencijalnih jednadZzbi. Najjednostavniji slucaj tog problema je

nalazenje funkcije ¢ija nam je derivacija poznata.

Definicija. Kaze se da je funkcija F(x) primitivna funkcija ili antiderivacija funkcije

f(x) ako vrijedi F’(x)= f(x), odnosno ar (x)
X

= f(x), odnosno dF(x)= f(x)dx.

Primjeri.

e Primitivna funkcija funkcije f(x)=cosx je F(x)=sinx (jerje (sinx) =cosx)

N .. .. I . Lo , 1
e Primitivna funkcija funkcije f(x)=— je F(x)=Inx (jerje (Inx)' =—)
X X

e Primitivna funkcija funkcije f(x)=x> je F(x) :%x3 (jer je (%x3)' =x7)
Ako je F(x) primitivna funkcija od f(x),tadajei F(x)+C, gdjeje C e R neka konstanta,
primitivna funkcija od f(x), jer vrijedi: (F (x)+ C) =F’(x)+0= f(x). Obratno, ako su
F,(x) i F,(x) dvije primitivne funkcije od f(x), tada je njihova razlika neki CeR, tj.

F,()= FW+C. Dokaz: (Fy()-FW) =F, ()—-F ()=f(-f()=0 =

F,(x)—~F,(x)=C = F,(x)= F(x) +C.

Tako smo dokazali teorem: Primitivna funkcija F(x) funkcije f(x) nije jednoznacno
odredena. Ako je F(x) primitivna funkcija od f(x), tada bilo koja druga primitivna funkcija

funkcije f(x) imajednadzbu F(x)+ C, gdje je C neka konstanta.
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Definicija. Ako je F(x) primitivna funkcija od f(x), tada se skup svih primitivnih funkcija

{ F(x)+ C| CeR} funkcije f(x) zove neodredeni integral funkcije f(x) i oznaava sa

j F(x)dx.

Dakle, If(x)dx ={F(x)+ C| CeR}. Funkcija f(x) zove se podintegralna funkcija, a C
konstanta integracije. Racunanje neodredenih integrala zove se integriranje. Po dogovoru,
ubuduce ¢emo kratkoce radi pisati samo I f(x)dx = F(x)+C, ili ¢ak samo I f(x)dx =
F(x), tj. izjednaditi ¢emo neodredeni integral i primitivnu funkciju.

Istaknimo jo$ jednom: If(x)dx =F(x) & F'(x)=f(x)ili dF(x)=f(x)dx.

Primjeri.

’

2 2
o J.xdx:x?+C (Zasto? Zato jer je (%+C] =x=f(x))

=arctgx+C (jerje (arctgx+C) :1 ! =)

J- x
1+ x° +x

Teorem.

a) Akoje ke R neka konstanta, onda vrijedi: ka (x)dx = kJ- f(x)dx,

b) [[rogoke= feodxt [ g,

Iz definicije neodredenog integrala i iz formula za deriviranje elementarnih funkcija,

dobivamo slijedece osnovne ili tabli¢éne neodredene integrale:

n+l

'[x"dx: n#—1 _[ S =Igx
n+1 cos” x
d d
= Inx '[ - )26 =—ctgx
X sin” x
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Iaxdxzax _[ s = arcsin x
Ina 1-x*

Isinxdxz—cosx '[ d =ln‘x+\/x2+1

x*+1

J-cosxdxzsinx '[ dx zln‘x+\/x2—1

Vxt =1

Ostali neodredeni integrali racunaju se tako da ih raznim metodama svodimo na navedene
tablicne integrale. Ako se u tome uspije integral se zove elementarni, a ako se u tome ne
uspije integral se zove neelementarni. Neelementarni integrali ne mogu se svesti na tabli¢ne,

sin x

a primjer takvih integrala su: J dx, Jexz dx .

X
U toj Cinjenici je bitna razlika izmedu diferencijalnog i integralnog racuna: derivacija
elementarne funkcije uvijek je elementarna funkcija, dok neodredeni integral elementarne
funkcije ne mora biti elementarna funkcija.

Metode kojima se zadani integral svodi na neki tablicni integral su metoda supstitucije i

metoda parcijalne integracije.

Metoda supstitucije ili zamjene varijable sastoji se u tom da se u zadani integral _[ f(x)dx
uvede nova varijabla 7 relacijom x=g(¢r) ili = g(x), nakon Cega Jf(x)dx prelazi u

tabli¢ni integral _[ fi@dr .

Primjeri.
[2x+1=¢
Q2x+ 1) dx=1tdt X X e
1. 2x+1)’dx= - = Zdt==|dt=——=—2x+1)°
[@x+1)de=| 2dx = ar JoJdi=2[rdi=— "= 2 xtD)
dx:ldt
L 2 J
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’

Provjera: [é (2x + 1)6} = % -6(2x+1)° -2=(2x+1)°, a to je zaista podintegralna

funkcija.

X’ =t

2. J.xzsinx3dx: 3x’dx =dt :'[sint-la’t:lcost:lcosx3
3 3 3

x*dx = ldt
3

t*+1

3. J‘ dx J‘ dx _[X‘i‘z:\/gl‘:l_-“ﬁ \/gj‘ dt

X dx+7 T x+22+3 | de=A/3

32 +3 3
—ﬁarct t—ﬁarct x+2
3 areigt =" arg

x+2} 3 1 1 1

el ey

Provjera: {g arctg

¥ 1+e* =t -1
T i L VAR -
(I+e”) e*dx=dt t -1 ¢t l+e

x’ =t
xdx 1, dt 1 1 )
5. =|2xdx=dt |=— =—arctgt =—arctgx
J1+x4 1 2J1+¢2 g Aretst = Arcs
xdxzadt

6. thxdszSinxdx:[cosx:t }: _—dt=—1n|t|=—1n|cosx|

COS X —sin xdx =dt t

Metoda parcijalne integracije zadana je formulom Ju(x)dv =u(x) -v(x)— _[v(x)du ,

odnosno Iudv =u-v-— Ivdu. Ova metoda ne rjeSava integral potpuno (po tome je i dobila

ime). Ona integral na lijevoj strani svodi na integral na desnoj strani, a to znaci da ona ima
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smisla jedino onda kada integral na desnoj strani nije sloZeniji od integrala na lijevoj strani.

Pri tome se za funkciju u =u(x) obi¢no bira funkcija koja se deriviranjem pojednostavnjuje.

Primjeri.
u=e =du=e'dx

2 2
L. Ixexdx:_[g;-%d;{c= dv:xdx:vzfxdx:x—; =e"-%__[%exdx

Odavde vidimo da ovaj izbor za u i dv nije dobar jer je szexdx slozeniji od polaznog

integrala. Poku$ajmo s drugim izborom za u i dv.

u=x=du=dx
J.xexdx:

. N N :x-ex—J-exdx:x-ex—ex
e dv=e dx:>v:J.e dx=e

u dv

u—lnx:>du—ldx
2. Jlnxaiicz X =(1nx)-x—fx-%=(lnx)-x—x

——
wodv dv:dx:>v=jdx:x

Provjera: (xlnx—x) =lnx+x~l—l=lnx+1—l=lnx
X

2 2 . . 2 . .
3. Jx cosxdx=x smx—2J-xsmxdx=x sin x + 2xcosx — 2sin x
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2. ODREDPENI INTEGRAL I POVRSINA

Znamo da je povrSina nekog lika u ravnini funkcija koja tom podskupu ravnine pridruzuje
neki pozitivan realan broj. Osim toga znamo kako se odreduju vrijednosti te funkcije na
podskupovima koji su pravokutnici, trokuti, poligoni, krugovi (zasto je povrSina kruga
P=r’n"?), ... Sada éemo tu funkciju definirati i za opéenitije skupove.

Neka je na segmentu [a,b] zadana nenegativna funkcija f:[a,b] >R, pa izradunajmo

povrsinu P lika omedenog lukom AB i duzinama 677, 674, bB.

Trazena povrSina P aproksimira se zbrojem povrSina pravokutnika koji su upisani i opisani
luku AB, a ta je aproksimacija to bolja Sto je broj tih pravokutnika veéi. Stoga je povrSina P
jednaka grani¢noj vrijednosti zbroja povrsina tih pravokutnika kada broj pravokutnika tezi u

nxs

beskonac¢nost pri ¢emu "Sirina" svakog pravokutnika tezi u nulu. Ta grani¢na vrijednost zove

b

se odredeni integral funkcije f(x) na segmentu [a,b] i oznacava sa _[f (X)dx (a se zove

b
donja, a b gornja granica). Dakle: P = If(x)dx.

Tu smo dijelom koristili oznaku neodredenog integrala jer se moze pokazati da postoji "jaka"
veza izmedu odredenog i neodredenog integrala (tj. primitivne funkcije). Tu vezu daje

Newton-Leibnizova formula, odnosno teorem:
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Ako je F(x) primitivna funkcija funkcije f(x),tj. F'(x)= f(x), onda vrijedi

[ Fdx=F@) - F@)= FOol.

Dakle, vrijednost odredenog integrala jednaka je razlici vrijednosti §to ih prima bilo koja
primitivna funkcija funkcije f(x) na gornjoj i donjoj granici. To znaci da je raCunanje
odredenih integrala jednostavno ukoliko znamo primitivnu funkciju odnosno neodredeni

integral.
Primjeri.
4 4
1. j(2x+3)dx=(x2 +3x) 1 =(16+12)— (1-3)=30
-1 -1

T

T
2. Isinxdx:—cosxl =—cosmt+cosO0=1+1=2
0
0

Pri racunanju odredenih integrala koriste se takoder metode supstitucije i parcijalne

integracije, samo se tada moraju mijenjati i granice.
b
Odredeni integral If (x)dx geometrijski predstavlja povrsinu P lika omedenog lukom AB

krivulje y= f(x) i duzinama ab, aA, bB samo u slu¢aju kada je funkcija y= f(x)
nenegativna na segmentu [a,b], odnosno kada je f(x)>0 za svaki xe [a,b], a $to smo i

pretpostavljali u uvodnom razmatranju. Ako je pak f(x)<0 za svaki xe [a,b], tada ¢e biti

b b
ff(x)dx <0,paje P= —If(x)dx (jer povrsina lika ne moze biti negativna).
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b b
Opcenito, geometrijsko znacenje odredenog integrala _[f (x)dx je: broj If (X)dx je

algebarski zbroj povrSina iznad i ispod osi x (a koje omeduje krivulja f(x)), s tim da

povrsina iznad osi X ima pozitivan predznak, a ispod osi negativan predznak.

Primjeri.
1.
Jx)
a c \_| b
P= '[f(x)dx - '[f(x)dx
2.
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VI. NIZOVI 1 REDOVI

1. NIZOVI

Definicija. Funkcija f: N — R zove se niz ili niz realnih brojeva.
Dakle, niz realnih brojeva je funkcija kojoj je domena skup prirodnih brojeva, a kodomena

skup realnih brojeva.

Funkcijska vrijednost f(n), ne N, obi¢no se oznacava sa a, izove opéi ili n-ti ¢lan niza, tj.
fm=a,.
Posebno, f()=a,, f(2)=a,, f(B)=a,,... pa se niz cesto piSe u obliku:

a,,a,,..,da,,d . Kraca oznaka za niz je (a,).

PRSERIE

Iz ove definicije slijedi da niz ima beskonacno mnogo ¢lanova, a kako su oni realni brojevi,

mogu se prikazati na brojevnom pravcu:

Niz je potpuno zadan ako je zadan njegov op¢i €lan a,,.

Primjeri.
I. Niz a,=3n-2je: 1,4,7,10,13,...,3n-2,3n+1, ...

2. Niz b, =2"" je: 1,2,4,8,...,2"", ...

3. Niz cn:lje: l,l,l,l, ,’L
n 2 3 4 100

4. le dn:(_l) nje: _l’z’_é’i’_é, --,ﬂa_ﬂ,-
n+2 3 4 56 7 42 43

5. Niz e, =2"""je: 271, 2%, 273, 24,27 26, ..
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Ako se navedeni nizovi prikazu na brojevnom pravcu, vidi se da se oni razli¢ito "ponasaju":
nekom nizu ¢lanovi stalno rastu, nekom nizu ¢lanovi teze k nekom broju, nekom nizu ¢lanovi
se "gomilaju" oko dva broja, itd. Da bi se to opisalo, uvode se sljedece definicije.

Niz je monotono rastuci ako za njegove Clanove vrijedi a,<a,,,, VreN, a niz je monotono

n+l?

padajuéi ako za njegove ¢lanove vrijedi a,>a,,,, VneN.

n+l>
Niz je ograden odozgo ako postoji broj MeR takav da je a,< M, VneN, a niz je ograden
odozdo ako postoji broj me R takav da je a,> m, Vne N.

Niz je ograden ako je ograden odozgo i odozdo.

Primjer. Nizovi 1.1 2. u prethodnim primjerima su monotono rastuci i ogradeni odozdo, niz u
primjeru 3 je monotono padajuéi i ograden odozgo, niz u primjeru 4 je ograden, a niz u

primjeru 5 je ograden odozdo.

Okolina broja A4 je svaki (otvoreni) interval realnih brojeva koji sadrzi broj 4. Ako je €
maleni pozitivni realni broj onda je € okolina broja A4 otvoreni interval Sirine 2¢ u ¢ijoj se

sredini nalazi broj A:

7 - e A4
A A-¢ A4 x A+e¢
okolina broja 4 € okolina broja A

Za realni broj x koji se nalazi u € okolini broja 4 vrijedi: A—e<x<A+¢ ili [x—Al<e.

Definicija. Broj A u ¢ijoj se svakoj, ma kako malenoj, € okolini nalazi beskona¢no mnogo

¢lanova niza, zove se gomiliSte tog niza.

Definicija. Broj 4 u ¢ijoj se svakoj € okolini nalaze gotovo svi ¢lanovi niza zove se grani¢na

vrijednost ili granica ili limes tog niza i piSe se lima, =A.

n—oo

Primijetimo da "gotovo svi ¢lanovi niza" znaci "svi ¢lanovi osim njih kona¢no mnogo".
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Iz ovih definicija slijedi: granica niza uvijek je i gomiliSte niza, a gomiliste niza moZe ali ne

mora biti granica niza.

Granica niza moze se definirati na jos$ jedan ekvivalentan nacin:

Broj 4 zove se granica ili limes niza (a,) ako za svaki € >0, postoji n,e€ N takav da za

n>n, vrijedi |a —A|<8.

n

Naime, zahtjev |an - A| <& za n>n,, znati da se svi Clanovi niza iza ¢lana a, nalaze u €

okolini broja A, dakle, u toj okolini nalaze se gotovo svi ¢lanovi niza.

Definicija. Niz je konvergentan ako ima granicu, a niz je divergentan ako nije

konvergentan.

Primjeri.

I. Niz a, = ! Jje konvergentan jer ima granicu: lima, = liml =0 (lako se provjeri da
n

n—oo n—o n

se u svakoj € okolini broja 0, ma kako ona malena bila, nalaze gotovo svi ¢lanovi

niza).
2. Niz a, = je konvergentan jer ima granicu: lima, = lim3—n =3 (naime vrijedi
n+1 n—eo n—e 41
3n
n . 3
lim =lim =lim——=—-—-=3)
n—e p 4+ 1 n—e 1+ 1 n—yoco l 1+0
n n
. =D"n : L : - . .
3. Niz a, = e nema granicu pa je divergentan (ima dva gomiliSta: brojeve -1 1 1).
n+

4. Niz a, =200 je divergentan (ima jedno gomiliste: broj 0).
5. Nizovi a,=3n-21i b, =2"" su divergentni. To su monotono rastuéi nizovi ¢iji

¢lanovi premasuju svaki ma kako velik broj, pa se piSe 1lim(3n—2)=4co,

n—oo

: -1 . v . o s v . . v s T
lim2"" =+eo i kaze se da divergiraju u uZem smislu (isto se kaze i ako vrijedi

n—c0

lima, =—). Niz je divergentan u Sirem smislu ako je divergentan, a nije

n—oo

divergentan u uzem smislu. Npr. nizovi iz prethodnih primjera 3 i 4 divergentni su u

Sirem smislu.
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Definicija. Aritmeticki niz je niz (a,) kojemu ¢lanovi imaju svojstvo a,,, —a, =d, VneN.

Konstanta d zove se diferencija aritmetickog niza.

_ an—l + an+1 . .y .
odnosno a, = , tj. svaki ¢lan (osim prvog)

no 2

aritmetickog niza je aritmeticka sredina susjednih ¢lanova.

Za n>1 vrijedi a,-a, ,=a,, —a

n+l

Iz ove definicije slijedi: a,,a, =a, +d,a,=a,+d=a,+2d,...,a,=a, , +d=a, +(n—1d
pa aritmeticki niz mozemo zapisati u obliku: a,,a, +d, a, +2d,...,a, + (n—=1)d ... . 1z toga

dalje slijedi da je aritmeti¢ki niz divergentan u uZzem smislu: lima, =+co (ako je d > 0),

n—oo

lima, =—oo (ako je d<0).

n—0

Moze se pokazati da je zbroj prvih » ¢lanova aritmeti¢kog niza jednak:

s =a, ++a, =g(a1 +a)ili s, =%[2a1 +(n-1d].

Primjeri.
1' -45 -1,2,5, 89--- (tuJe 01:_4,d:3);
2. 0,-6,-12,-18, ... (tuje a,=0,d =-6).

. .. ce Te e . . . « L. . a,q
Definicija. Geometrijski niz je niz (a,) kojemu ¢lanovi imaju svojstvo ——=¢,VneN.
a

n

Konstanta g zove se kvocijent geometrijskog niza.

a, a
.. . 1 . oy .. . .
Za n>1 vrijedi a—" =a"—+, odnosno a, =.la, , -a,., . tj. svaki ¢lan geometrijskog niza je

n—1 n
geometrijska sredina susjednih ¢lanova.
o oo . . =il
Iz ove definicije slijedi: a,,a,=a,-q,a,=a, q=a,-q*,...a,=a,,-9g=a,-q" pa

n—1

geometrijski niz moZemo pisati u obliku: a,,a,q, a, -q>,....,a, - q"", ...



98

Primjeri.
1. 1 111 (tuje a, =1,g= 1 a je ovaj niz konvergentan);
. 525458"“ J 1 ’q 2>p.] .] g >
2 . Lo
2. 2,3, %, 77 ... (tuje a, =2,q :%, pa je ovaj niz divergentan).

Na kraju navedimo niz koji je najvazniji za matematiku i njene primjene u tehnici, ekonomiji,

1 n
statistici i dr. To je niz a, = [l I —w , odnosno niz:
n
J
1 2 3 n
1
l+ﬂ , 1+lw , 1+l\ 1+—W
Y 2, 3, n,
Moze se pokazati da je taj niz monotono rastu¢i i da je ograden (dakle vrijedi a,<a,,, i

n+l

2<a, <3 za VneN), pa iz te dvije Cinjenice slijedi da je konvergentan, odnosno da ima

granicu. Njegova granica je poznati iracionalni broj e=2.7182..., a to znaci da vrijedi

. 1 \
teorem;: lim|1+— | =e.
n—oo n /



99

2. REDOVI

Definicija. Ako je (a,) niz realnih brojeva, onda se izraz oblika
a,+a,+a,+-+a, +-=Y a
k=1

zove beskonacan red ili red.

Redu Zak moze se pridruZiti njegov niz parcijalnih suma (s,) €iji su ¢lanovi definirani na
k=1

sljede¢i nacin: s, =a, +a, +a, +---+a,, tj. s, =a,, s, =a, +a,, s, =a, +a, +a,, itd.

Definicija. Kaze se da je red Zak konvergentan ako je konvergentan njegov niz

k=1

parcijalnih suma (s, ). Granica tog niza zove se suma reda i oznaCava sa .

Dakle, lims, =S iu tom slu¢aju se pise Zak =S.
n—0 =l

Red je divergentan ako nije konvergentan.

Primjeri.
1. l+l+l+...+l+...;
2 3 n
1 1 1
2. 1+—+—4+---+ :
2 4 n—1
1 1 (_1)n+l

3. l——4—— 4 4o
2 3

n

4. 14243+--+n+--;

(94}

1=243—+(=D)""n+---.

Kod razmatranja redova osnovni problem je odrediti da li je red konvergentan ili divergentan i
u slucaju da je konvergentan izracunati mu sumu S.
Vazan primjer reda je geometrijski red. To je red oblika

n—1

2
a taq+a, -q +--+a -q" +-
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Iz poznatog izraza za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza s, =a, e moze se

zakljuciti da je geometrijski red konvergentan samo u slucaju kada je |q| <1 itada mu je suma

S =lims, =
n—soo 1_q

1 1
Primjer. Promotrimo red 1+ E + Z +et

+ -+ . Odmah se vidi da je to geometrijski red

n-1

kod kojega je a, =1,q :%. Zbog |q| :%‘ :%<1, taj red je konvergentan i njegova suma je

p—
|
_Q
[S—

I 1 1
Dakle, 1+ —+—4+—+4+---=2,
2 4 8

Pri ispitivanju redova veliku pomo¢ daju nam dalje navedeni teoremi, odnosno "kriteriji"

pomocu kojih esto mozemo ispitati ponaSanje reda.

Teorem (nuZan uvjet konvergencije). Da bi red konvergirao, nuzno je (ali i ne dovoljno) da

vrijedi lima, =0.

n—0

Primjeri.
a) 1+l+l+...+l+...
2 3

n

. .1
Vrijedi: lima, = lim—=0, pa ovaj red zadovoljava nuzan uvjet konvergencije, a to

n—e0 n—o p

znaCi da moze biti konvergentan, ali i ne mora. MoZe se pokazati da je ovaj red

. . - 1 1 1 . N

divergentan, tj. da vrijedi 1+ 5 + 3 +---+—+.--=+o0. Ovaj red zove se harmonijski
n

red.
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b)1+l+l+m+ !
2 4

n-1

Vrijedi: lima, = lim

n—soo n—yo0 2n—1

=0, pa ovaj red zadovoljava nuzan uvjet konvergencije, a

to znaCi da moze biti konvergentan, a moze biti i divergentan. Nesto ranije smo

pokazali da je ovaj red konvergentan. To je geometrijski red i suma mu je S=2.

1 2 3 n
) —+—+—+--+
3 5 7 2n+1
. . n
Vrijedi: lima, = lim =—#0, a to zna¢i da ovaj red ne zadovoljava nuZan
n—se noen+l 2

uvjet konvergencije, odnosno, ovaj red je divergentan.

Teorem (o usporedivanju redova). Neka su Zan i an redovi s pozitivnim ¢lanovima i

n=1 n=1

neka je a, <b,, VneN. Tada vrijedi:

n’

a) ako je an konvergentan red, onda je i Za” konvergentan red;

n=1 n=1

b) ako je Zan divergentan red, onda je i an divergentan red.

n=1 n=1

Pomocu ovog teorema dokazuju se sljede¢a dva teorema, odnosno kriterija za ispitivanje

redova.

Teorem (D'Alembertov _kriterij). Neka je Za” red s pozitivnim ¢lanovima i neka vrijedi

n=1

a
lim—* = A. Ako je:

n—oo
an

e A<1 red je konvergentan
e A>1 red je divergentan

e A4=1 nema odluke.
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Teorem (Cauchyjev kriterij). Neka je Za” red s pozitivnim C¢lanovima i neka vrijedi

n=1

hm\/_ A. Ako je:

n—o0

A<1 red je konvergentan
A>1 red je divergentan

A= 1 nema odluke.

Primjeri.
oo n
1. —
n=l1 n’

Da bi ispitali konvergenciju ovog reda primijenimo D'Alembertov kriterij:

3n+1
. a,, . (n+D! . 3
lim— = lim —=lim =0 = A=0<1, paje ovaj red konvergentan;
e g n—e 3 n—ep 41
n!
221’2 "2n+1)
3n+1 1
n+l 2+7
_a,, 2 [2(n+1)+1] 3 24l 3. L 3240 3
= lim— =lim = lim ==. ==
noe g o O 3" "—>°°2 2n+3 2"—>°°2+§ 2 240 2
2"2n+1) n

= A= % >1, pa je ovaj red divergentan;

oo 5]‘1
Yo

n=1 N

Budu¢i da su ¢lanovi ovog reda potencije s eksponentom », ovdje ¢emo primijeniti

Cauchyjev kriterij:

lim4/a, =lim;|— =lim—=0 = A=0<1, pa je ovaj red konvergentan;

n—oo n—oo n—e p
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. . 3"n .5
lim4/a, =lim#/—— =lim—-3Yn!=? jer ne znamo koliko je 4/n!. Pokusajmo ovo
n—oo n n—e p

n—oo

rijeSiti D'Alembertovim kriterijem:

3" (n+1)!
n+l n
i gim DT 3 g L3
neo g onoe o 30 g e (n+1)" H‘”( 1 j” e
" . I+—
n n

= A= 3 >1, pa je ovaj red divergentan.
e



