Linearna algebra

DARKO ZUBRINIC

Cilj ovog teksta je olakati pratenje kolegija Linearne algebre onim studentima

postdiplomskog studija FER-a koji nisu odslusali kolegij Linearne algebre u prvom
semestru dodiplomskog studija (vidi knjigu Nevena Elezovicai njegovu zbirku s An-
drejom Agli¢). Dobro ¢e doti i onima koji su ga odslusali kao malo ponavljanje.
U tekstu su mjestimice ukljucenai neka proSirenja. Svladavanje ovog uvodnog gra
diva je nuzdan, ai nei dovoljan uvjet da bi se polozio ispit iz Linearne agebre na
postdiplomskom studiju FER-a.
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1.

UVOD

1.1. Grupe i polja

Pojam vektorskog prostora predstavlja prirodno proSirenje raznih prostorakoji se
s obzirom na zbrgjanje i mnozenje sa skalarom ponaSaju na potpuno isti natin. Takvi
sunpr. R" (prostor vektorastupacas n komponenata), V3 (prostor klasi¢nih vektora
dobiven preko usmjerenih duzina), My, (vektorski prostor matricatipa mx n). Cilj
je unijeti gemetriju i optenito zor u vektorske prostore koji su naoko bez geometrije
(npr. u prostore funkcija). Opta definicija vektorskog prostora zasniva se na pojmu
grupei polja, koji su takoder predmet samostalnog proucavanjau matematici.

Grupa je neprazan skup G zgjedno s binarnom operacijom -, kojom dvama
elementima x i y iz G pridruzujemo element x-y u G, tako davrijedi
a) X(yz) = (xy)z zasve x,y,z € G (asocijativnost);
b) postoji element e € G tako dazasve x € G vrijedi xe = ex = x; e zovemo
neutralnim elementom;
c) zasvaki x € G postoji element x~! takav daje xx 1 = x"Ix = e.

Krate govorimo o grupi kao o poredanom dvojcu (G, -) s gornjim svojstvima

Ako vrijedi joSi

d xy=yxzasve x,y € G,
zagrupu kazemo da je komutativnaili abelova (u ¢ast norveskom matematiCaru Nielsu
Abeluiz 19. st.).

Ako je binarna operacija zapisana aditivno, tj. sa + umjesto -, onda smatramo
da je grupa automatski komutativna. Inverzni element u aditivnoj grupi zovemo sup-
rotnim elementom i oznaavamo s —x, a neutralni element zovemo nul-elementom i
oznaCavmos 0.

Polje je skup F zajedno s dvije binarne operacije + (zbrajanje) i - mnozenje,
kojebilo kojim dvamaelementima A, u € F pridruzuie A + u € Fi A-u € F,tako
davrijedi:

a) (F,+) jeaditivnagrupa, tj.
al) A+ (u+Vv)=(A+p)+vzasve A, u,v € F (asocijativnost);



a2) postoji element 0 € F takodazasve A € F vrijedi A +0=0+A =A; 0
zovemo neutralnim elementom;
a3) zasvaki A € F postoji element —A takav daje —A +A = A +(=A) = A;
) A+ uUu=u+A zasve A,ueF,
b) Skup F* := F \ {0} (skup svih ne-nul elemenatau F) je komutativha grupa s
obzirom mnozenje.
c) /(\Dpera(/:\ije zbrajanjai mnoZenja su uskladene zakonom distribucije: A(u + v) =
H+Av.
Kazemo krate da je polje poredani trojac (F, +,-) skupa F i binarnih operacija
Zbrgjanjai mnozZenjana F s gornjim svojstvima. Ako su poznate operacije koje se
odnose na polje, onda ga kratko oznatavamo samo s F.

Neki od temeljnih primjerasu poljereanih brojeva R, polje kompleksnih brojeva
C, skojimactemo najceSteraditi. Mogucasui konatnapolja, tj. poljaskonatno mno-
go elemenata, npr. Z, := {0,1,..., p— 1}, sazbrganjemi mnozenjem po modulu p,
gdjeje p prost broj. Ovdje najprije ratunamo zbroj (umnozak) na uobicajen nacin, a
onda njegov ostatak pri dijeljenjus p. Npr.u Z, je1+1=0,t. —-1=1. U Z3 je
1+2=0,t. -1=2,a2-2=1,t. 271 =2.

Skup cijelih brojeva Z je aditivnagrupa, di nije multiplikativna grupa, pa prema
tome niti polje.

1.2. Vektorski prostori

Elementenekog polja F (kod nasnaj¢este R ili C) zvat temoskalarima. Skalar
je dakledrugi naziv za“broj”. Uvedimo sada jednu od temeljnih struktura u linearnoj
algebri.

Vektorski prostor nad zadanim poljem F je skup X zajedno s dvije operacije:

1) binarnom operacijom zbrajanja + u X,
2) operacijom - kojom bilo kojem skalaru A € F i elementu (vektoru) x € X
pridruzujemo Ax € X (Paznjal Ovo “mnoZenje’ nije isto Sto i mnoZenje u polju

F),
tako davrijedi:

a) (X +) jeaditivnagrupa (komutativnost podrazumijevamo), elemente od X zo-
vemo vektorima,

b) uskladenost operacijamnoZenjaskalarau polju F i mnoZenjaskaarasvektorima
uX:

Ao = (Ap)x, x=x,

zasve A,p e FixeX
c¢) zakoni distribucije:
A+ )X=AX+Ux, A(X+Y)=AX+ Ay,
zasve A, ueFixyeX.

Kada govorimo o vektorskom prostoru (X, +, -), onda se operacija - odnosi na



mnoZenje skalaraiz F svektorimaiz X. Ne zaboravimo dau polju F imamo opera-
ciju (medusobnog) mnozenjaskalara, koje oznatavamo naisti nacin, koje serazlikuje
od prethodnog mnozenjaskalarai vektora.
U vektorskom prostoru X uvodimo linearnu kombinaciju vektora xg, ..., %k €
X kaoizraz
AXy 4 ..o+ Ak € X

Zavektore xq, ..., X kazemo dasu linearno nezavisni ako vrijedi da
AMX1+ ...+ A% =0 = A1=...=A=0.

Zamislimo sve podskupove u X Kkoji su sastavljeni od linearno nezavisnih vektora
(linearno nezavisni podskupovi). Ako postoji prirodan broj k takav dasvaki linearno
nezavisan podskup od X imabroj elemenata koji je < k, onda kaZzemo da je vektor-
ski prostor X konacno-dimenzionalan. Najmanji takav broj k zove se dimenzija
vektorskog prostora X i oznaCavasa dimX. Ako takav prirodan broj k ne postoji,
kaZemo da je vektorski prostor X beskonacno-dimenzionalan.

Zavektore xq, ..., Xx iz vektorskog prostora X kazemo da su linearno zavisni
ako postoje skalari Ay, ..., Ak Koji nisu svi nula, takvi daje A1xg + ... + Agxk = 0.

Akoje X vektorski prostor nad poljem F, onda neki njegov podskup Y zovemo
vektor skim potprostorom ako je Y vektorski prostor soperacijama + i - nadlijede-
nimiz X. Kako su sva svojstva vektorskog prostora takoder naslijedenana Y, da bi
podskup Y bio vektorski potprostor treba provjeriti samo ovo:

a) akosu x,y € Y,ondamorahitii x+y €Y (zatvorenost skupa Y sobzirom na
zbrajanje vektora)

b) akosu A € Fi xe Y, morahitii Ax € Y (zatvorenost skupa Y s obzirom na
mnoZenje sa skalarimay).

Krate, Y jevektorski potprostor vektorskog prostora X ako je zatvoren sobzirom
na uzimanje linearnih kombinacija:

AUEFR XYEY = AX+UyeY.

Posebno, svaki potprostor Y od X sadrZi nul-element 0. Potprostor Y si obi¢no
predoavamo kao podravninu (ili pravac) krozishodiste 0 u X. Medu moguéim
potprostorimaod X jei Y = {0}, koji zovemo nul-potprostorom od X. Zovemo ga
i nul-dimenzionalnim prostorom. Potprostore od X koji surazli€iti od nul-potprostora
i X zovemo netrivijalnim potprostorimaod X.

Zaodabrane vektore X1, ..., Xx U X mozemo definirati vektorski prostor

L(X17 s 7Xk)

svih linearnih kombinacija vektora X1, ...,Xc. Zove se prostorom razapetim vek-
torima Xq,...,Xc. To je ngimanji vektorski potprostor od X koji sadrZi vektore
X1, .., X. DimenzijamujengjviSe k. Zabilo koji x; # O pripadni potprostor L(x1)
zovemo pravcem u X razapetim vektorom x; .

Ako je B neki podskup vektorskog prostora X, ondasa L(B) oznatavamo skup
svihlinearnih kombinacijavektoraodabranihiz B. Tojenamanji vektorski potprostor
od X koji sadrZi skup B.

Ako u nekom vektorskom prostoru X postoji podskup B C X takav daje
a) skup B linearno nezavisan, $to po definiciji znali da je svaki njegov konaCan
podskup linearno nezavisan,



b) skup B razapinjecijeli X, tj. L(B) = X (drugimrije€ima, zasvaki x € X postoji
konatan podskup od B Cijalinearnakombnacijadaje x),
onda B zovemo bazom vektorskog prostora X.
Ako je vektorski prostor X konatno-dimenzionalan, onda svake dvije baze u X
imgu isti broj elemenata.
Ako je k = dmX < oo, i skup {x1,...,%} linearno nezavisan, onda je
L(X1,..., %) = X, tj. {X1,...,%} jebazau X.

Presjek dvaju potprostorau X je opet potprostor od X. Zadvapotprostora E i F
od X mozemo definirati zbroj potprostora E+F kao skup svih vektoraoblika e+f
gdiejeec E i f € F. Tojetakoder potprostor od X. Ako jepritom ENF = {0},
ondazbroj takvih prostorazovemo direktnom sumom potprostora, i 0znatavamo sa
E @ F. Svaki vektor iz direktne sume onda mozemo na jednoznacan nacin prikazati
kaouobliku e+f ,gdiejeec Ei f € F. Akoje{ey,...,&} bazauEi {f1,...,f}
bazau F, ondaje unijatih dviju baza- bazaprostora E® F, i dimenzijamuje k+1.

Ako je B bilo koji podskup od X, onda mozemo definirati vektorski potprostor
svih linearnih kombinacijaelemenataiz B. Akoje Y pravi potprostor od X takav da
zabilo koji e ¢ Y vrijedi L(Y U {e}) = X, ondakaZzemo daje Y potprostor u X
kodimenzijejedan, ili hiperprostor. Drugim rijeima, potprostor Y je kodimenzije
jedan ako postoji jednodimenzionalan potprostor E u X takav daje Y & E = X. Npr.
akoje {xi1,...,x} bazau X, ondaje potprostor L(Xs,...,X_ 1) kodimenzije 1 u
X.

Jedan od najvaznijih primjera konaéno-dimenzionalnih prostoraje X = R" nad
polijem F = R. Lako sevidi daje dimR" = n. Sli¢no, vektorski prostor X = C"
nad poljem F = C je n-dimenzionalan. Ako gledamo vektorski prostor X = C" nad
poliem F = R, onda je njegova dimenzija 2n. U tom slu¢aju naime mozemo C"
poistovjetiti s R?", jer je C = R x R (Gaussovaravnina).

Ako na zadanom intervalu (a,b), a < b, gledamo funkcije 1,x,...,x, onda
skup njihovih linearnih kombinacija su polinomi stupnjanajvise k. Skup svih polino-
ma stupnjanajvise k je vektorski prostor nad poljem realnih brojeva. Oznatavamo ga
sa Px. OCevidnoje dmPy =k + 1.

Skup svih polinoma s realnom varijablom x oznatavamo sa P. Ocevidno je P
beskonatno-dimenzionalan prostor, jer je P = U ;1 Py.

Primjer beskonatno-dimenzionalnog prostorajei skup X svih neprekinutih funk-
cijaf : (a,b) — R, gdjejeinterval (a, b) utvrsten. Tojevektorski prostor nad poljem
realnih brojeva. U beskonatnom slijedu neprekinutihfunkcija 1, x,x2, ..., X, ..., lako
je vidjeti daje skup funkcija {1,x, x?, ..., %<} linearno nezavisan zasvaki k (naime,
ako njihova linearna kombinacija, tj. polinom agl + ajx + . .. + ax* stupnja < k,
iSCezava na intervalu (a, b), onda taj polinom ima bezbroj nultotaka, a to svojstvo
prema Gaussovu osnovnom teoremu algebre ima samo nul-polinom, tj. vrijedi a; = 0
zasve i). Ta vazan beskonatno-dimanezionalan vektorski prostor oznaCavamo sa
C(a, b) i zovemo prostorom neprekinutih funkcija naintervalu (a,b). Ovdje se
dopustadabude a ili b beskonatno, npr. C(0, co). Primijetite da neprekinute funk-
cije definirane na otvorenom intervalu mogu imati singularitet na rubu intervala, npr.
1/x€ C(0,1).

Drugi primjer vektorskog prostora, takoder beskonacno-dimenzionahog, je pro-
stor neprekinutih funkcija na zatvorenom intervalu [a,b]. Oznatavamo ga sa



C([a,b]). To je prostor uniformno neprekinutih funkcija, tj. za sveki € > 0 postoji
0 > O takodazasve x3, X% € (a,b) izuvjeta |x; —xp| < 0 dlijedi |f (x1) —f (%) < &
Neprekinutafunkcija defirana na zatvorenom intervalu je uvijek omedena, pafunkcije
iz C([a, b]) nemogu imati singularitet, zarazliku od funkcijaiz C(a, b). Lako sevidi
daje C([a b]) C C(a b), tj. svaku funkciju f : [a, b] — R moZemo poistovjetiti s
odgovarajucom funkcijom f : (a,b) — R.

Na slian natin moZe se definirati vektorski prostor Cl(a,b) svih funkcija
f : (a,b) — R koje su svuda diferencijabilnei f’ je neprekinuta. Analognoi skup
C?(a,b) svihfunkcijay = f (x) zakojesu f , f’ i f” neprekinute (zapravo, dovoljno
je zahtijevati samo neprekinutost od ).

Sli¢no definiramo i prostor C*([a, b]) kao skup svihfunkcijaf € Cl(a,b) takvih
dasederivacijaf’ : (a,b) — R mozeprosiriti do neprekinutefunkcijef’ : [a,b] — R.
Poantaje utomedasu za f € C([a, b]) funkcije f i f’ neprekinute na zatvorenom
intervalu (dakle i omedene), za razliku od funkcijaiz Cl(a,b). Slitno definiramo
C2([a, b]), kao vektorski prostor funkcijadije prvei druge derivacije se mogu prosiriti
sintervala (a, b) doneprekinutefunkcije (daklei omedene) nazatvoreninterval [a, b .

JoSjedan vazan beskona€no-dimenzionalan prostor je prostor funkcijaf : (a,b) —
R koje su kvadratno-integrabilne, tj. f: |f (x)[2dx < oo. Oznatavamo gasa L?(a, b)
i zovemo L ebesgueovim prostorom kvadr atno integr abilnih funkcija (kratko - L?-
prostor). Vidjet éemo kasnije da je to doista vektorski prostor, tj. iz f,g € L%(a,b)
dijedi dajei f + g€ L%(a, b). Npr. x /3 € L2(0,1).

Skup svih funkcija f € L?(a,b) za koje vrijedi f(,ff (x)dx = 0 (lijeva strana
pomnoZenas 1/(b — a) zove se srednjavrijednost od f ) je potprostor Y od L?(a, b)
Cija kodimenzijaje 1. Daista, ozna€imo li sa E potprostor svih konstantnih funk-
cija (moZemo ga poistovjetiti sa R), onda je L%(a,b) = E @ Y. Svaku funkciju
f € L?(a,b) mozemo naime rastaviti na dvadijela:

b b
100 = e +909. e =g [ T00a o= 10— 5= [ 110,

i pritomjeec EigeyY.
Iz gornjih primjera dobivamo vet cijelu jednu beskonatnu skalu vektorskih pot-
prostorauloZenih u L?(a, b) (ovdje pretpostavljamo dajeinterval (a, b) omeden):

{0 cPiCPyC...CP...C C%[ab]) c Clab]) c C([a b]) C L%a,b).

Primijetite da prostor C(0, 1) nije sadrzanu L%(0,1), jer npr. 1/x jestu C(0,1), i
nijeu L2(0,1).

Skup realnih brojeva R nad poljem R (nad samim sobom) je jednodimenzio-
nalan. S druge strane, isti skup R nad poljem racionalnih brojeva je beskonatno-
dimenzionalan. Npr. ako je m = 3.14... Ludolphov broj, onda se pokazuje da je
beskonatan skup 1,71, 712, . . . linearno nezavisan (1j. svaki njegov konatan podskup
je linearno nezavisan). Razlog je ta $to je broj m transcendentan, tj. ne moze
se dobiti kao nultotka nekog netrivijalnog polinoma (tj. P(x) # 0) s racionanim
koeficijentima

Spomenimoi primjere vektorskih prostorakoji imaju konatno mnogo elemenata.



Takav jenpr. X = Z, x Z, nad poljem F = Z,, koji ima Cetiri elementa. Njegova
dimenzijajednakaje 2. Zbroj bilo koja dva vektora je nul-vektor. Onimatri netrivi-
jalnapotprostora. To sutri pravcakroz ishodiste asvaki pravac sastoji se od samo dva
elementa. Opcenitije, vektorski prostor X . x Zp (k puta), gdieje p prost
broj, je k-dimenzi onaJ ni vektorski prostor nar;r poI Jem Zp. On ima konacno mnogo

elemenata, ukupno pK.

1.3. Unitarni vektorski prostori

Vektorski prostor na kojem je definiran tzv. skalarni produkt omogutava da se
geometrija prostora obogati pojmom okomitosti dvaju vektora, duljinom vektora i
udal jenoStu medu vektorima.

Nekaje X realan (ili kompleksan) vektorski prostor. Skalarnim produktom na
X zovemo funkciju (-|-) : X x X — R (ili C) zakoju vrijedi:
) (X|X) > 0 zasve x € X; (x|x) = 0 ondai samo ondaako je x = 0 (pozitivnost);
b) (Ax|x) = A(x|x) (homogenost);
c) (X]y) = (y|x) urealnom vektorskom prostoru, a (x|y) = (y|X) u kompleksnom
(simetricnost).
d) (X+V|2) = (X|2) + (y|2) (linearnost).
Vektorski prostor X snabdjeven skalarnim produktom zovemo unitarnim pros-
torom. Cesto se skalarni produkt oznaavai sa (X,y) .

Zavektore x i y kaZzemo da su okomiti u unitarnom prostoru X, i piSemo x Ly,
ako je (xly) = 0. Zavektor x kazemo da je okomit na podskup M od X ako je
(xm) = 0 zasve m € M. Skup svih vektora x koji su okomiti na podskup M Cini
vektorski potprostor koji se zove ortogonalni komplement skupa M, i oznatava sa
ML . Akoje M potprostor kodimenzije 1 u unitarnom prostoru X, ondaje potprostor
M- jednodimenzionalan.

Broj

Xl == v/ (xIx) > 0

je zbog svojstva pozitivnosti dobro definiran za sve x € X, i zove se norma vektora
x. Jasno je davrijedi ||Ax|| = |g| - ||x|]|. S normom je na prirodan natin definiranai
udaljenost d(x,y) izmedu X i y:

d(x,y) =[x =yl

Propozicija. U unitarnom prostoru X vrijedi nejednakost Cauchy-Schwarz-
Buniakowskog (nejednakost CSB):

(XY <X - [Iyl-
Takoder, vrijedi ngjednakost trokuta: ||x + y|| < ||| + [IVI| -

DokAz. Pretpostavimo daje X realan vektorski prostor (u kompleksnom slugaju je
dokaz dlican). Funkcija f (t) = (x+ ty|x+ty) je > 0 i kvadratnau varijabli t € R:

£(t) = X% + 2t(xly) + |y > 0



Prematome je diskriminantanenegativna: D = b? — 4ac = 4(x|y)? — 4||x|?|ly||*> > 0,
odakle odmah slijedi nejednakost BSC. Odavde odmah dobivamo i nejednakost troku-
ta, jerje [x+ylI? = (x+ylx+y) = X2 +2(xy) +[IylI* < [IXI[Z+21Ix]| - [Iyll + lIy]]* <
(Il =+ fiyih > QED.

Zavektorski prostor X = R" elemente definiramo kao vektore stupce, astandard-

ni skalarni produkt sa (x|y) := X3y1 + . .. + XnYn. Nejednakost CSB u ovom slucaju
glasi:

[X1y1 + - .. + XnYn| < x§+...+x,21\/y§+...+yﬁ7

gdjesu x; i y; bilokoji realni brojevi.
Zavektore ey, .. ., &, uprostoru X = R" kazemo dacine ortogonalnu bazu ako
su svi medusobno okomiti i # 0. Zasvaki vektor x € R" vrijedi

(Xler) (Xlen)
X = e +...
lew]|? lenl|?
Ako su vektori e, .. ., e, ortogonalni i jedinicni (krate, ortonormirani), ondakazemo
dacine ortonormiranu bazu u R". Vidimo daje
X=(xler)er + ... + (X/en)en.

Istovrijedii uprostoru X = C" Pojam ortonormiranebaze u beskonatno-dimenzionalnom
dlucaju je suptilniji, i vodi do pojma Fourierovog reda. Rabi se ponajvise u Lebesgue-
ovom prostoru kvadratno integrabilnih funkcija.

U vektorskom prostoru kvadratno integrabilnih funkcija L2(a, b) definiramo ska-
larni umnozak funkcija f,g € L?(a,b) sa

b
(1o)== [ (g0 d
a
Nejednakost CSB u ovom slu€aju glasi:

/bf (X)g(x) dx < \//bf (X)2dx - \//b g(x)2dx.

Akosu f i g kvadratno integrabilne, onda je zbog nejednakosti trokutai f + g kvar
dratno integrabilna (||f + gll, 2 < [If|l.2 + |l9ll.2), paje L%(a,b) doista vektorski
prostor.

€n.

1.4. Normirani vektorski prostori

Prirodno je uvesti i pojam normiranog prostora. To je jednostavno real-
ni (ili kompleksni) vektorski prostor X na kojem je definirana norma, tj. funkcija
II- |l : X— R tekvadazasve x,y € Xi A € R (ili A € C) vrijedi:

a) ||x|| > 0 zasve x € X; ||x]| = 0 ondai samo ondaako je x = 0 (pozitivnost);
b) [[AX][ = [A] - [|x]| (homogenost);
c) [x+yll <Xl + lIyll (nejednakost trokuta).



Svaki unitarni prostor je normiran prostor, tj. svaki prostor iz proSlog odjeljka
je normiran prostor. Nize ¢emo vidjeti neke normirane prostore za koje ne postoji
skalarni produkt koji bi ih generirao. U normiranom prostoru moze se uvesti pojam
udaljenosti, kugle i otvorenog skupa, to omogucava uvodenje vaznog pojam konver-
gencije dlijeda

U normiranom prostoru X skup svih x takvih daje ||X|| < r zovemo otvore-
nom kuglom polumjera r > 0, i oznatavamo sa B;(0), Optenitije, kugla B, (a),
gdiejer > 0 i a zadani element u X, definira se kao skup svih x za koje vrijedi
Ix— a]| <r.Nasdli¢an natin uvodimo i zatvorenu kuglu B (a), kao skup svih x za
kojeje [[x—a| <.

Skupsvih x takvihdaje ||[x—al| = r zovesesferaoko a polumjerar , i oznaCava
sa S(a). Jasnojedaje Bi(a) = B/(a) US(a).

Zaneki podskup A normiranog prostora (X || - ||) kazemo daje otvoren skup ako
se moze dobiti kao unijakoliko god otvorenih kugala. Primijetite dapojamo otvorenog
skupaovisi i 0 odabranoj normi.

Zadvijenorme || - |1 i || - |2 naistom vektorskom prostoru X kazemo da su
medusobno ekvivalentne ako postoje konstante C;,C, > 0 tako dazasve x € X
vrijedi Cq||x||1 < |IX|]2 < Cy||X2|| . Nijete3ko vidjeti daekvivalentne norme definiraju
iste otvorene skupovena X.

Npr. nutrina kvadrata (tj. puni kvadrat bez ruba) je otvoren skup u R? s obzirom
nametriku || - ||2. MoZe pokazati dasu svake dvije norme navektorskom prostoru R"
medusobno ekvivalentne (pai na svakom konacno-dimenzionalnom). OpiSimo neke
od najvaznijih normana R".

Pogledajmo neke primjere.  Unitarni vektorski prostor R" (sa skaarnim pro-
duktom (xly) = x' -y) ima pripadnu normu ||x||l = (/X% + ... + |x|? koja se

zove euklidska norma na R". Drugi vektorski prostor R" s normom ||X||s =
max{|Xy|, ..., |Xn|} postaje takoder normiran prostor. On nije unitaran, tj. ne postoji
nikakav skalarni produkt na R" &ijabi pripadnanormabila ||x||o . Vektorski prostor
R" snormom ||x||1 := [Xa] ...+ |Xn| takoder. Svaovatri (razli¢ital) normirana pro-
stora su specijalni Slucg cijele jedne skale normiranih prostora R" s tzv. p-normom
definiranom sa
Ixllp = (el .+ [xalP) P,

gdie je p zadani broj, 1 < p < co. Normirane prostore (R", || - |lp) 1 (R™ || - [Iq)
smatramo razlicitim prostorimaza p # q, iako su kao skupovi isti. Ponovimo, normi-
rani prostor nije samo skup X, nego i pripadajucanorma. Inace, nije teko vidjeti da
zasvaki x € R" vrijedi ||X||oc = limp_.oo [[X]|p-

Oblik jedinitne kruznice S;(0) u R? jako ovisi 0 odabranoj normi. Npr. s nor-
mom || - |2 jediniCna kruznica $;(0) je okrugla, dok s normom || - || ili || - ||
jedinicnakruznica S;(0) imaoblik kvadrata

Normirani vektorski prostor LP(a, b) (L ebesgueov LP-prostor), gdjeje p zadan
broj, 1 < p < oo, sadrzi svefunkcije f : (a,b) — R koje su p-integrabilne, tj. broj
fab |f (x)|Pdx je konatan. Definiramo

= ( [ i (0P v



Akojeinterva (a,b) omedeni p < q, ondaje L9 a, b) C LP(a, b). Nijetesko vidjeti
dapritom postojefunkcije f € L9 kojenisuu LP, tj. prostori serazlikuju kao skupovi.
Za p = 2 dobivamo poznati prostor kvadratno integrabilnih funkcija L?(a, b), koji je
unitaran. Prostori LP(a, b) za p # 2 nisu unitarni, tj. u tom sluaju ne postoji nikakav
skaarni produkt na LP koji bi generirao pripadnu normu.

Spomenimo bez dokaza zanimljivu i vaznu generalizaciju nejednakosti CSB, za
slucgj prostora X = R" i slu€gj Ly -prostora

Teorem. (Holderovanegjednakost) Nekaje 1 < p < oc i definirgimo konjugi-
rani eksponentod p kaobroj q=p/(p— 1), 4. 1/p+1/q=1.
a) Zasve x,Yi € R vrijedi:
xayr + Aoyl < (xalP+ o+ Pl P (a4 o+ Pyl Y9

(V)] < (IXl[plIYllg -
b) Nekasu zadanefunkcijef € LP(a,b) i g € L9a,b). Ondajef -g € L(a b),

i vrijedi
b 1/p 1/a
/|f |dx<</ |pdx> </ lg(x |qu>
a

ili krace, [|f gll1 < If llpll9llq-

Pokazuje se da iz Holdereve nejednakosti dlijedi odgovarajuca nejednakost tro-
kuta |Ix + yllp < [X|p + [Vllp, zasve x € R™ i [If +glp < [f |lo + lgllp, zasve
f,ge LP(a bg koja se u oba slucaja zove ngjednakost Minkowskog.

Sve gore spomenute primjere prostora funkcija s jednom varijablom mozemo
definirati i za funkcije vige varijabla. Npr. L?(Q), gdje je Q zadani otvoren skup
u R", je skup svih kvadratno integrabilnih funkcija f : Q — R, tj. onih za koje
jebroj [, |f (x)[2dx konatan. Skalarni produkt na prostoru L2( ), definiramo sa
(fl9) := Jof (X)g(x) dx. Pripadnanormaje ||f |2 = /(F[F) = (o If (X)[2dx)/2.
Moguce je definirati i normirani vektorski prostor LP(Q), 1 < p < o0, kao skup svih
funkcijaf : Q — R takvihdaje [, |f (X)[P < oo, snormom |[|f || = (fq, [ (x)[P)Y/P.
| zate prostore vrijedi analogna Holderova nejednakost kao za prostore LP(a, b)

Za odabrana dva elementa x i y u normiranom prostoru X definirana je uda-
ljenost ||x —y|| izmedu x i y. To onda omogucava da definiramo i konvergenciju u
X: zadlijed x¢ vektoraiz X kazemo da konvergirak x, i pisemo limxx = x, ako
X — X|| — 0 kad k — oo.

Isto tako, za dijed xx kaZzemo da je Cauchyjev ako za svaki € > 0 postoji
n=n(¢) takav dazasve k| > n vrijedi ||xx — x || < €. Ovo svojstvo pisemo krate
uobliku ||x —x || — 0 kad k, 1 — oo . Lako se provjeri daje npr. svaki konvergentan
dijed u normiranom prostoru Cauchyjev.

Ako svaki Cauchyjev dlijed u X konvergira, onda kazemo daje vektorski prostor
X potpun. Slikovito reCeno, potpun normiran prostor je prostor “bez Supljina’, tj. gust
u sebi.

Potpun normiran prostor zove sejoSi Banachov prostor. Potpun unitaran prostor
(znamo daje on i normiran) zove se Hilbertov prostor.

Svaki konatno-dimenzionalan je Banachov, neovisno o izboru norme.



U normiranom prostoru mozemo uvesti i pojam reda ;2 ; X« odredenog slije-
dom (x) u X. Zared ) 2, kazemo da konvergira ako konvergira slijed njegovih
parcijalnih suma ¢ = X3 + ... + X k nekom s € X, tj. ||s— s|| — 0 kad k — oo .
U tom slu€gju piSemo daje >~ 2 % = s.

Vazni beskonatno-dimenziona ni Banachovi prostori su LP(a,b), 1 < p < .
Medu njima je samo L?(a,b) unitaran prostor, dakle i Hilbertov prostor. Vektorski
potprostor C([a, b]) kao potprostor normiranog prostora LP(a,b) (tj. s pripadnom
normom || - |[p) nije potpun. Ipak, on je gust u LP(a, b), tj. zasvaki f € LP(a,b)
i bilo koji € > 0 postoji uniformno neprekinuta funkcija fo € C([a, b]) takvadaje
If —foll < &. Npr. zafunkciju x 1/3 € L2(0,1) postoji slijed uniformno nepre-
kinutih funkcija (funkcijaiz C([a,b])) koje k njoj konvergiraju u L?-normi. Kako
x~1/3 ¢ C([0,1]), to pokazuje da prostor C([0, 1]) nije gust u sebi s L2-normom, tj.
nije potpun (i dakle nije Hilbertov prostor).

S druge strane, moZe se pokazati daprostor C([a, b]) s oo -normom, tj. ||f ||« =
max{|f (x)| : x € [a, b]} jest potpun, tj. Banachov je prostor.

1.5. Matrice

Matrica A = (&;j) tipa mxn, mn e N, je pravokutnatablicaod m- n brojeva
iz polja F, slozenih u m redakai n stupaca. Element ajj nalazi se u i-tom retku i
j -tom stupcu matrice A. Dvije matrice A i B istoga tipa zbrajamo tako da zbrojim
odgovargjuce elemente jedne i druge, tj. A+ B ¢e na mjestu (i,j) imati element
ajj + bjj . Zazadani skalara A € F i matricu A definiramo matricu A A istog tipakao
A, kojanasvakom mjestu (i,j) imaelement Aaj;. Skup svih matricatipa mx n Cini
vektorski prostor My dimenzije mn.

Maksimalan moguci broj linearno nezavisnih redaka matrice A zove se redcani
rang matrice. Pokazuje se da je on jednak slicno definiranom stuptanom rangu, pa
onda govorimo sasvim kratko o rangu matrice A.

Zadvijematrice A i B kazemo da su ulan€ane, ako je broj stupaca prve jednak
broju redakadruge. Drugim rijeCima, ako je A tipa mx n, ondaje B tipan x p. Za
ulan€ane matrice definiramo umnoZak AB kao matricu C tipa mx p, €iji elementi su
odredeni sa

n
Gij = Y aikby.
k=1

Transponiranamatrica A" matrice A tipa mx n jematricatipa n x m u kojoj
retke od A ispisujemo kao stupce (ili Sto jeisto, stupce od A ispisujemo kao retke u
AT). Vrijedi (AB)T =BTAT.

Akojematrica A tipa nx n, ondakazemodajekvadratna, redan. Zamatricu A
ondamozemo definirati njene potencijekao A2 := AA, A3 := A2A itd., tj. induktivno
AL = AKA |



Kvadratnu matricu | = (&j) reda n, gdje je §i = 1, ainaCe nula, zovemo
jedinicnom matricom. Broj §j zove se Kroneckerov simbol. Za svaku kvadratnu
matricu reda n vrijedi Al = 1A= A.

Svakoj kvadratnoj matrici A pridruzujemo skalar |A| (ili detA) iz polja F koji
sezovedeterminantaod A. Akoje A reda 1, definiramo |A| = a;;. Akoje A reda
n, onda |A| definiramo kao zbroj svih umnozakaoblika (—1)?Uay;, . .. ay, gdieje
i =1i1,--.,in bilokojapermutacijaporedanog n-terca 1,2, ..., n (imaihukupno n! ),
a a(j) jebroj inverzija u permutaciji j. Inverzija (tj. obrat) u permutaciji ji,...,Jn
jebilokoji dvojac (jk,j1) kod kojegje k < I di jk > j;. Npr. permutacija 3,1, 2 ima
toCno dvije inverzije: (3,1) i (3,2), paje 0(3,1,2) = 2. Takoder 0(3,2,1) = 3,
dok je 0(1,2,3) = 0. Medu svim permutacijama brojeva 1,2, ...,n nagveti broj
inverzijaimamo u permutaciji n,...,2,1. Imaih ukupno (3), koliko ima dvoglanih
podskupovau toj permutaciji.

Determinanta od A moZe se izraCunati L aplaceovim razvojem po bilo kojem
(i-tom) retku:

n

i=1

ili bilo kojem (j-tom) stupcu od A:

n
detA = Z aij Ajj
i=1
Pritom je Ajj algebar ski komplement od A, koji sedefinirakao Aj = (—1)'"/M;j, a
Mij sedobivaratunanjem determinantereda n—1 kojaiz A nastaje brisanjem njegova
i-tog retkai j-tog stupca. Broj Mjj zoveseminoraod A.

Zamjenom redaka determinanta samo mijenja predznak. Determinanta se ne mi-
jenja transponiranjem matrice. Ako nekom retku matrice dodamo neki drugi redak
pomnoZen s konstantom, determinanta se ne mijenja. Ako u matrici imamo dva pro-
porcionalnaretka, determinantaje jednakanuli. Ako svi elementi nekog retkamatrice
imgju zgjednicki faktor, onda ga moZemo izluciti ispred determinante. Ista svojstva
vrijede i za stupce.

Ako su A i B dvije kvadratne matrice istog reda, onda vrijedi vazan Binet —
Cauchyjev teorem:

detAB = detA- detB, tj. |AB|=|A|-|B|.

Zakvadratnu matricu A kazemo dajeinvertibilnaili regularna ako postoji ma-
trica A~! takvadaje A- A=t = A=A = |. Matrica A~! (ako postoji) odredenaje
jednoznatno s A i zoveseinverznamatricaod A. Umnozak AB regularnih matrica
A i B je opet regularna matrica, i vrijedi (AB)~! = B~1A~1. Ako matrica nije
regularna, onda kazemo daje singularna.

Pokazuje se da za svaku kvadratnu matricu A vrijedi daje

A-AT = detA-1,



gdieje A= (Ajj) . Akoje A regularna, ondaje
1 -
-1_ T
A= Gaal
i vrijedi detA~1 = (detA)~1L.

Sljedeta svojstva kvadratne matrice A reda n su medusobno ekvivalentna:
a) matrica A jeinvertibilna,
b) detA=#0,
¢ r(A)=n,
d) iz Ax=0 (gdieje x € R") dlijedi x =0,
€) svi redci od A su linearno nezavisni,
f) svi stupci od A su linearno nezavisni.
Tojeisto Sto i reci da su sljedeta svojstva medusobno ekvivalentna:
a) matrica A nemainverz,
b) detA=0,
¢ r(A)<n,
d) postgji x # 0 takodaje Ax = 0 (1j. jednadZba Ax = O imanetrivijalno riesenje),
e) redci od A su linearno zavisnhi,
f) stupci od A su linearno zavisni.
Posebno, jednadzba Ax = 0 poseduje netrivijalno rjeSenje x # 0 ondai samo
ondaako je detA = 0.

Za kvadratne matrice mozemo definirati i pojam polinoma cija varijabla e hiti
matrica. Doista, neka je zadan polinom P(x) = ag + a;x + ... + a¥, gdieje x
formalnavarijabla, a a; izpolja F. Akoje A kvadratnamatricas elementimaiz polja
F , onda definiramo polinom od matrice kao matricu P(A) = agl + a;A+ . .. aAK.

Zakvadratnumatricu A kazemo dajegornjatrokutastaakoje ajj =0 zai > j.
Matrica A jedijagonalnaako je aj = 0 zasve i # j. UmnoZzak dviju gornjih trokuta-
stih matrica A i B je opet gornjatrokutasta matrica s elementima ajibjj nadijagonali.
Za gornju trokutastu matricu vrijedi detA = aj;...ann. Polinom P(A) od gornje
trokutaste (dijagonalne) matrice A = (&) je opet gornja trokutasta (dijagonalna)
matrica koja na dijagonali imaskalare P(ay1), . .., P(am) -

Neka je X vektorski prostor x odabrani element u X. Neka x ima u bazi
{e1,...,en} koordinate x = (Xy,...,%\) ' . Nekatgj isti vektor u nekoj drugoj bazi
{€],...,€,} imakoordinate X' = (X;,...,x,)" . Ondaje x = Tx', gdieje T = (tj)
matricaprijelaza iz prvebazeudrugu. Onasedobivaprekorastavaf; = Y[, tije , tj.
stupciod T dobivaju sekao komponentevektoradrugebazef 4, ..., fn urastavupo pr-
voj bazi. Matricu prijalazamozemo stogauvjetno pisati i pamtitikao T = [f1,...,fn].

Pretpostavimo daje A matricatipa m x n. Nekaje | jediniCnamatricareda m,
a ljj matricakojaiz | nastaje zamjenom i-tog i j-tog retka. Onda je IjjA jednaka
matrici kojaiz A nastagje zamjenom i-togi j-tog retka. Akoje | matricaredan i I
matricakojaiz | nastgje zamjenom i-togi j-tog stupca, ondaje Aljj; jednakamatrici
kojaiz A nastgje zamjenom i-tog i j-tog stupca. Primijetite da u jedni¢noj matrici
| zamjena i-tog i j-tog stupca daje isti rezultat kao i zamjena i-tog i j-tog stupca.



Vrijedi I% = |, &o je ofevidno (lijeva strana odgovara dvostrukoj zamjeni i-tog i
j-tog retka u jedinicnoj matrici | ).

1.6. Linearni operatori

Nekasu X i Y dvavektorskaprostoranad istim poljem F. Linearnim operato-
romiz X uY zovemo preslikavanje A: X — Y kojeispunjavauvjet linearnosti:

A(A1x1 + A2%2) = AA(X1) + A2A(X2)
zasve A e F i x; € X. Tojeisto &toi zahtijevati da A ispunjava sljedeta dva uvjeta:
a) A(x+vy) =AX)+ Aly) (aditivnost),
b) A(Ax) = AA(x) (homogenost).

Vrlo Cesto sevrijednost A(x) oznaCavasamo sa Ax. Svakom linearnom operatoru
A: X — Y pridruzujemo dvavaZzna vektorska potprostora.

a) Nul-potprostor od A je skup svih x € X zakojeje Ax= 0. To je potprostor od
X. Oznatavasesa N(A) ili ker A (kernel = jezgra). Dimenzijatog potprostora
zove sedefekt linearnog operatora A i oznaCavasesa d ili d(A);

b) Slikaod A je skup svih moguéih vrijednosti Ax € Y, gdjeje x bilo koji element
iz X. Toje potprostor od Y koji oznatavamo sa R(A) ; njegova dimenzija zove
serang linearnog operatora, i oznaCavasesar ili r(A).

Sto je nul-potprostor od A veti, slikaod A je manja. Totnije, za svaki linearni
operator A: X — Y jed+r =dimX.

Linearni operator A : X — Y jednoznacno je odreden svojim vrijednostima samo
nabazi e;,...,e, u X. Doista, za bilo koji x = x3€1 + ... + Xpen € X je zbog
linearnosti od A onda A(x) = x;A(e1) + ... + XpA(€n) .

Nekaje A: X — Y linearni operator i pretpostavimo dasu X i Y konatno-
dimenzionalni vektorski prostori nad istim poljem R (diskusija vrijedi i za bilo koje
drugo polje). Odaberimo bazu {e;,...,en} u X i bazu {fy,...,fm} u Y. On-
darastav Ag = > ", ajfi, j = 1,....n, definiramatricu A = (a;) tipa mx n
(koeficijente vektora A(g) Slazemo u j-ti stupac matrice, pa moZzemo uvjetno pisati
A = [Aey,...,Ae radi 1akSeg pamtenja). Matrica A zove se matrica operatora
A uparu baza () i (fj) (ako operator A djeluje medu istim prostorima, tj. imamo
A: X — X, ondauzimamo istu bazu u polaznom i dolaznom prostoru).

Neka x bilo koji vektor u X i x pripadni vektor stupac u R" dobiven nakon
rastavavektora x ubazi {e;,...,en} u X. Nekajey = Ax iy pripadni vektor stupac
u R™ dobivnerastavomod y ubazi {f1,...,fm} u Y. Ondavrijedi y = Ax. Natg
nacin, nakon to odaberemo par bazau X i Y, linearni operator A : X — Y moZemo
poistovjetiti s matricom A .

Obratno, nekaje zadanabilokojamatrica A = (ajj) tipa mxn, srealnim (ili kom-
pleksnim) koeficijentima. Vektorski prostor R" (ili C") gledamo kao skup vektora
stupacas n realnih (kompleksnih) komponenata, i slicno R™ (C™). Definiramo line-
arni operator A: R" — R™ generiran matricom A naova nacin: A(x) = A - x, gdje



je - matri€no mnozenje (ovdjeje to mnozenje matricetipa mx n i vektorastupcatipa
nx1). Rezultat A-x jevektor stupactipa mx 1, tj. doistau R™. Matricaoperatora A
u paru kanonskihbazau R™ i R" jeupravo pocetnamatrica A . Natgj natin mozemo
govoriti 0 nul-potprostoru matrice kao o skupu N(A) = {x € R": Ax =0 € R"},
i odlici matrice RAA) = {Ax e R": x € R"}..

Vrijednost Ax jednakaje linearnoj kombinaciji x;al + ... + x,a” € R™, gdjesu
al, ..., a" stupci matrice A .

Rang linearnog operatora A: X — Y jednak je rangu pripadne matrice A ope-
ratora A u bilo kojem paru bazau X i Y. Linearni operator A je surjektivan onda i
samoondaakoje r = m (ondajenuznoi m< n, jer r(A) < min{m,n}). Linearni
operator A jeinjektivan ondai samo ondaako je bez defekta, tj. d = 0.

Teorem. Kompozicijalinearnih operatora A: X — Y i B:Y — Z je opet line-
arni operator. Neka je u svakom od vektorskih prostora X, Y i Z zadana po jedna
baza. Nekaje C matricaoperatora Bo A : X — Z u odgovargjuéem paru baza, te A
matricaoperatora A i B matrice operatora B. Ondaje C = BA.

Zalinearni operator A : X — Y kaZemo dajeizomorfizam vektor skih prostora
X 1Y ako je bijekcija (tj. injekcija i surjekcija). Ako za vektorske prostore X i
Y postoji izomorfizam medu njima, kazemo da su izomorfni. 1zomorfne vektorske
prostore X i Y poistovjetujemo.

Svaki vektorski prostor X nad poljem F dimenzije n je izomorfans F". Do-
ista, ako uzmemo bilo koju bazu {es,...,en} u X, ondaje funkcija A: X — F",

A(X1€1 + ...+ Xn€n) = (X, ..., %) " , izomorfizam.

Oznafimo s P, vektorski prostor svih polinoma u realnoj varijabli x, stupnja
< n. Definirgimo linearni operator A : P, — Py, kao operator deriviranja, tj. Af = f’
zasvaki polinom f € P,. Kakoje f polinom stupnja ngjviSe n u varijabli x, onda
n + 1-va derivacija ponistava x", dakle i svaki polinom f € P,. Drugim rije¢ima,
A™1 je nul-operator. Kako je (xX) = kd—1, matrica operatora deriviranjau (kano-
nskoj) bazi 1,x,...,x" prostora P, je

0 1

0 2
A=
n

0

Matricaje reda n+ 1, naglavnoj dijagonali su nule, nasporednoj 1,2,...,n, asvi
ostali elementi su nula. Zbog A"t1 = 0 iz prethodnog teorema zakljucujemo daje i
AM1 =0, 1. n+ 1-vapotencijamatrice A jednakaje nul-matrici. Kvadratne matrice
Cija neka potencija je jednaka nul-matrici zovu se nilpotentne matrice. Vektorski
prostor Py, izomorfan je s R™1 jer izomorfizam ostvaruje funkcija koja polinomu
f € Pn, f(X) =ag+ayx+...+anx", pridruzuje poredani (n+ 1) -terac koeficijenata

(30,2, .., an) € R™L,

AKko su zadani normirani vektorski prostori X i Y onda se, kao o smo vidjdli,
na njima moze uvesti pojam konvergencije. To omogucava da definiramo i pojam
neprekinute funkcije medu normiranim prostorima. Za neku funkciju F : X — Y ka
Zzemo daje neprekinutau tocki x € X akoiz xx — x dlijedi F(x) — F(x), ili krate:



lime . F(x) = F(X). Akoje F = A: X — Y linearni operator, onda je zbog line-
arnosti neprekinutost linearnog operatora dovoljno provjeriti samo za x = 0. Svaki
linearni operator definiran medu konatno-dimenzional nim vektorskim prostorima X i
Y jeneprekinut.

Za zadane kona€no-dimenzional ne vektorske prostore X i Y skup svih linearnih
operatora A: X — Y oznaCavamo sa L£(X,Y). Ta skup je vektorski prostor, ako
zbrgjanjeoperatora A i B: X — Y definiramo sa (A+ B)(x) = Ax+ Bx, amnoZenje
saskalarom AA sa (AA)(X) = A - Ax. Akosu X i Y kona€no-dimenzionalni prostori,
lako se vidi daje dmZL(X Y) = dimX - dimY. Npr. dm£Z(R",R™) = mn, jer
L(R",R™) mozemo poistovjetiti s vektorskim prostorom matrica tipa m x n, tj. sa
Mmn . Vektorski prostor £({X, X) svih linearnih operatoraiz X u samog sebe oznala-
vamo krace sa L£(X) .

Akosu X i Y normirani vektorski prostori, ondasei u vektorski prostor £(X,Y)
svih neprekinutih linearnih operatoraiz X u Y moze na prirodan nacin uvesti tzv.
operatorska norma [|Al| = sup,q [|AX[|/||x||. Pritom je neprekinutost operatora A

ekvivaentnasuvjetom ||A|| < oo, pakazemojoSdaje A omeden lineaar an oper ator
(engl. bounded).
Normu od A mozemo opisati ha ekvivalentan nacin s ova dva zahtjeva:
Lo A< (AT - 1]
2. ||A|| ima svojstvo minimanosti: ||Al| je naimanji broj M > 0 za koji vrijedi
|AX]|| < MJ|x|| zasve x.
S tom normom vektorski prostor £(X,Y) postaje normiran prostor. Doista,
a) ||All > 0 jejasno; akoje ||A]| = 0 ondaje ||Ax|| = 0 zasve x, dakle A= 0
(pozitivnost);
b) [[AAIl = supy.o [IAAX]|/[IX]] = SUPy0 [A [ [|AX]| /][X]] = |A | SUpy..o -[|AX]| /][X]| =
|A]-]|A]| (homogenost);
) [I(A+B)x|| = ||Ax+Bx|| < ||AX||+|BX|| < ([|Al|+IBI|)||x|| , daklezbog svojstva
minimalnosti je onda ||A + B|| < ||A|| + ||B|| (nejednakost trokuta).
Za operatorsku normu vrijedi i jos jedno vrlo vaZzno svojstvo:
d) akosu A B € £(X), ondaje ||AB|| < ||A]| - ||B|| . Posebno, vrijedi ||A|| < [|A|X
zasvaki prirodan broj k.
Dokaz je lagan. Vrijedi [|ABX|| < ||A]| - [|BX]| < [|A] - [[B]| - ||x||, dakle zbog
svojstva minimalnosti broja ||AB|| jeonda ||AB|| < ||All - |IB]| -
O toj vaznoj normi bit €e viSerijeci u odjeljku o matri€nim normama.

Nekaje X konatno-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem K = R ili C.
Neprekinuti linearni operatori iz X u K zovuselinearni funkcionali. Vektorski pros-
tor L(X, K) svih neprekinutih linearnih funkcionalaiz X u K zovesedualni prostor
od X, i oznatavasa X'. Npr.funkciona f : R" — R zadansaf (x) = ayx1+. .. anXn,
jelinearan funkcional, tj. sadrzan u (R")'. To su zapravoii jedini funkcionali na R",
tj. svi suoblika f5: R" — R, gdjeje fa(x) = (x|a), a € R" (Rieszov teorem o
reprezentaciji linearnog funkcionala). Vrlolakojevidjeti dajepridruzivanje f — a
linearni operatoriz (R")" u R", i to bijektivan, pa se dualni prostor (R")" moze poi-
stovjetiti s R™.



1.7. Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori kvadratne matrice

Nekaje zadanakvadrathamatricu A skompleksnim koeficijentima. Zakomplek-
sni broj A kazemodaje svojstvenavrijednost matrice ako postoji vektor x # 0 takav
daje Ax = Ax. Tgj vektor zove se svojstveni vektor matrice A koji pripadasvojstve-
noj vrijednosti A . Skup svih svojstvenih vrijednosti od A zovemo spektrom matrice
A i oznaCavamo sa o(A). Za A € o(A) jednadzba (Al — A)x = O ima netrivijalno
rjeSenje x # 0, pavrijedi je det(A1 —A) = 0, i obratno. Polinom k(A) = det(Al — A)
n-tog stupnjau kompleksnoj varijabli A zovesekarakteristicni polinom matrice A.
Kao &o smo vidjdli,

o(A)={A € C:k(A) =0}.

Prema tome spektar matrice A moze imati najvise n elemenata. Slicne matriceimaju
isti karakteristicni polinom, dakle isti spektar. Maksimum svih apsolutnih vrijednosti
svojstvenih vrijednosti kvadratne matrice A zovemo spektralnim radiusom od A i
oznatavamo sa r(A), tj. r(A) = max{|A| : k(A) = 0}.

Nul-potprostor matrice Al — A, gdjeje A € g(A), zovemo svoj stvenim potpro-
storom matrice A koji pripada svojstvenoj vrijednosti A , i oznaCavamo gas E(A).
Dimenzija mu je barem jedan, i svaki ne-nul element iz E(A) je svojstveni vektor
od A koji odgovara svojstvenoj vrijednosti A . Razli€itim svojstvenim vrijednostima
matrice A odgovaraju linearno nezavisni svojstveni vektori. Dimenzija svojstvenog
prostora E(A) zove se geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A .

Svojstvenavrijednost A matrice A je nultocka karakteristicnog polinoma k(A ).
Njena kratnost (kao nultotke polinoma) zove se algebarska kratnost. Za zadanu
svojstvenu vrijednost A od A je njena geometrijska kratnost manja ili jednaka od
algebarske kratnosti.

Optenitije, ako je A: X — X linearni operator na vektorskom prostoru X (ne
nuzno konatno-dimenzionalnom), kazemo daje A € C svojstvenavrijednost od A
ako postoji x # O (svojstveni vektor) takav daje Ax = Ax. Akoje dimX < oo,
onda se mozemo definirati i karakteristicni polinom linearnog operatora A tako da
gledamo najprije matricu A tog operatora u bilo kojoj odabranoj bazi od X, i zatim
njen karakteristicni polinom k(A) = det(Al — A). Karakteristicni polinom linearnog
operatora A neovisi oizborubazeu X.

Npr. za matricu

A=

oo w
O wo

0
0
1

je k(A) = (A =3)%(A — 1), g(A) = {3,1}. Prostor E(3) = R? x {0} je dvodi-
menzionalan. Algebarskai geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti 3 iznose 2.
Sdruge strane, za

0

0 |.

1

A=

OO w
O Wk




jeprostor E(3) = Rx {0} x {0} jednodimenzionalan. Algebarskakratnost svojstvene
vrijednosti 3 iznosi 2, dok je njena geometrijskakratnost jednaka 1.

Zavektorski potprostor E od X kazemodajeinvarijantan potprostor linearnog
operatora A: X — X akoje Ax € E zasve x € E, ili krate, A(E) C E. Odabirom
baze {e1,...,&} u E i nadopunjavanjem do baze u X dolazimo do baze u kojoj
matrica operatora A imareducirani oblik:

C =«
A5 0]
gdje je C matricareda dimE. Ako operator A ima dva invarijantna prostora E i
F,takvadaje X = E @ F, onda odabirom dviju baza u svakoj od njih dolazimo do

baze u X u kojoj te matrica operatora A imati ovakav reducirani oblik (dijagonalna
blok-matrica):
A [ C O ] 7

0 D

gdjeje C matricareda dimE, a D reda dimF . Jedan od razloga zasto je reduciran
oblik vazan je $to je potenciranje dijagonalnih blok matrica vrlo jednostavno:
k k
AT O _| AL O
[ 0 Az] _{ 0 A'g}’ keN.

Tvrdnjavrijedi i zabilo koji broj dijagonalnih blokova u matrici.

Npr. svaki svojstveni potprostor E(A) matrice A, gdjeje A € a(A), jeinvarijan-
tan potprostor: akoje x € E(A), ondaje Ax = Ax € E(A).

Za dvije kvadratne matrice A i B istog reda kazemo da su slicne ako postoji
regularnamatrica T takvadaje B = T~1AT. Pisemo A ~ B. Slicne matrice ima-
ju iste determinante. Svaka matrica s kompleksnim koeficijentima je sli¢na gornjoj
trokutastoj matrici, s matricom dli¢nosti koja se moZe odabrati unitarnom (Schurov
teorem).

Ovatvrdnjane vrijedi ako dopuStamo samo real ne koeficijente u matrici sli¢nosti.

Npr. matrica
0-1
=157

(matrica operatorarotacije ravnine oko ishodista zakut 77/2) sli¢naje matrici

ot

ako za matricu dlicnosti dopustimo kompleksne koeficijente. Ako dopustamo samo
realne koeficijente u matrici slicnosti, onda J nije slicnaniti kojoj gornjoj trokutastoj
matrici. Postoje gornje trokutaste matrice koje nisu si¢ne dijagonalnoj. Takvaje npr.
matrica zako3enja:

1 1

0 1

Vrlo lako je vidjeti daako matrica A reda n ima n razlicitih svojstvenih vrijed-
nosti, onda je dic¢nadijagonalnoj matrici amatrica dlicnosti je T = [ey, .. ., &, gdje
su g svojstveni vektori matrice A.



Nekaje A matricalinearnog operatora A : X — X ubazi {ey,...,en},aB neka
je matrica istog linearnog operatora u nekoj drugoj bazi {fi,...,fn} u X. Ondaje
B = T~1AT, gdieje T matrica prijelaza iz prve baze u drugu. Kako su determi-
nante matrica A i B iste, vidimo datime mozemo definirati i determinantu linearnog
operatora A: X — X sa detA := detA. Npr. determinanta operatora deriviranja
A:P,— Py, Af =f', jednakajenula

U primjenama se vrlo Cesto susretu simetricne kvadratne matrice. Matrica A je
smetritnaakojereainai AT = A. Svakasimetricnamatrica A sli¢najedijagonalnoj.
U tom sluCgju kazemo joS da se simetriCna matrica moze dijagonalizirati. Stovise,
vrijedi ovg teorem.

Ako je A simetricna matrica, onda postoji ortogonalna matrica S (tj. STS =
SST =1,t. S1=ST)takvadaje

M
STAS= { 1 :
[ M |

Pritom su sve svojstvene vrijednosti A; realne, aS= [ey, ..., en], gdiesu g ortonor-
mirani svojstveni vektori matrice A, tj. ||e|| =1 i Ag = Aig .

U dokazu vaznu uloguigracinjenicadazasvakurealnumatricu A i x,y € R" vri-
jedi (Axly) = (x|/ATy). Ovo pak dlijedi odmah iz definicije skalarnog produktau R":
(xly) = x" -y, gdjeje - matricno mnozenje (u ovom slutaju mnozimo vektor redak s
vektorom stupcem). Naime, (Axy) = (Ax) " -y = (xTAT)y = x" - (ATy) = (xATy).
Nije tesko vidjeti daje matrica A simetricna ondai samo onda ako zasve x,y € R"
vrijedi jednakost

(AXy) = (XAY).

Vazne ortognalne matrice reda 2 su matricarotacije ravnine zakut ¢ oko isho-
distai matrica simetrije ravnine oko pravcakroz ishodi&te:
cos¢ -sing 1 0
sng cos¢ |’ 0 -1 |-
Pokazuje se da su (do na dli¢nost) ovo jedine ortogonalne matrice reda 2, tj. svaka
ortogonalnamatrica je sli¢najednoj od ove dvije.

U slu€aju kad radimo s matricama s kompleksnim koeficijentima, onda rabimo
skalarni produkt (xly) = x' -y, gdiesu x,y € C",ay = (y;,...,V,), ¥ € C.
Ovdjenam z za z € C oznaCava uobicajeni konjugirano kompleksni broj od z, tj. za
z=X+1iy jez=x—iy. Nekaje zadanamatrica A s kompleksnim koeficijentima.
Matricu A* = A, gdieje A = (gjj) , zovemo her mitski konjugiranom matricom od
A. Lako se provjeri da za svaku kvadratnu matricu A s kompleksnim koeficijentima
vrijedi (Axly) = (x|A*y), zasve x,y € C".

Za kompleksnu matricu A kaZzemo da je hermitska ako je A* = A. Svakaher-
mitska matrica je slicna dijagonalnoj. Tocnije, ako je A* = A onda postgji unitarna
matrica S (tj. S'S=SS* =1, tj. S 1 = S*) takvadaje

A
S'AS= |:

An



Svojstvene vrijednosti od A su realnei postoji ortonormiranabaza {ey, . ..,en} u C"
koju Cine svojstveni vektori od A, takvadaje S= [eq, ..., €en].

U dokazu klju€nu ulogu igra €injeni cada za svaku kompl eksnu kvadratnu matricu
Ai xy e C" vrijedi jednakost

(AXly) = (X|A"y).

Onaslijedi iz (Ay) = (A)T-y= (XTAT)y =x"-(& y) =x"-(Ay) = X" -(A%y) =
(x|A*y) . Kompleksnamatrica A jehermitskaondai samoondaakoje (Ax|y) = (y|AX)
zasve x,y € C".

Krate kazemo da je svaka simetri¢na (hermitska) matrica ortogonalno (unitarno)
dlicna dijagonalngj. Taj rezultat vrijedi inatei za mnogo opcenitije matrice, tzv. nor-
malne matrice. Zamatricu A s kompleksnim koeficijentima kazemo daje normalna
matrica ako komutiras A*, tj. AA* = A*A. Svaka simetriCna matricaje normana.

Lako sevidi daje matrica S je ortogonalna (unitarna) ondai samo onda ako vri-
jedi (SX|Sy) = (x]y) zasve x,y € R" (€ C"), tj. ako Cuvaskalarni produkt. Stovise,
matrica S je ortogonalna (unitarna) onda i samo onda ako Cuva normu vektora, tj.
IISX|| = ||x||, zasve x € R" (€ C"). Posebno, onda ortogonalna (unitarna) matrica
S shvatena kao linearni operator iz R" u R" (iz C" u C") €uvai udaljenost medu
vektorima x i y, §j. [[Sx— §y|| = [[x —y||. Zaneku funkciju (ne nuzno linearnu)
f: X=X gdjeje X normiran prostor, kazemo dajeizometrija ako Cuva udaljenost,
tj. |If (X) = (y)I| = [[x=yl|. Prematome ortogonalna (unitarna) matricaje (linearna)
izometrijanaprostoru X = R".

Pokazuje se daje umnoZak dviju ortoganalnih (unitarnih) matricaistog reda opet
ortogonalna (unitarna) matrica. Odatle slijedi daje skup svih ortogonalnih (unitarnih)
matrica zadanog redagrupas obzirom namnozenje matrica. Takoder, ako jematrica A
ortogonalna (unitarna), ondajei AT (A*) takva. Ovo zadnje svojstvo moze seizreti
i na ovaj iznenadujuc nain: stupci neke matrice su medusobno okomiti i jedinicni
vektori ondai samo onda ako su njeni redci medusobno okomiti i jedinicni vektori!

Akoje A simetrina (ili hermitska) matrica, te ako je {ey, ..., ey} ortonormiran
skup svojstvenihvektoraod A spripadnimsvojstvenimvrijednostimal, ..., An € R,
onda vrijedi

Ax = A1(X|er)en + ... + An{X|en)en

(spektralni teorem). To slijedi odmahiz x = (x|ey)e; + . . . + (X|en)en mMnozenjems
A (slijeva) i Aex = Ake.

1.8. Hahn-Banachov teorem i Fredholmova alternativa

Fredholmova alternativa bavi se pitanjem rjeSivosti linearnih jednataba. Njen
dokaz zasnivase ha primjeni Hahn-Banachovateorema. NaSarazmatranjasu omedena
samo nakonatno-dimenzionalan sluCy, iako se obarezultatakoji slijede mogu formu-
lirati i u znatno optenitijoj situaciji. Formulirgimo najprije konatno-dimenzionalnu
inacicu Hahn-Banachovateorema.



Teorem. (Hahn-Banach) Neka je Z potprostor od C" i b € C"\ Z. Onda
postoji yo € C" takav daje (y|lyo) #0 i (y|z) =0 zasveze Z.

DokAz. Pogledajmo prostor Z; = L(Z U {y}). Dimenzijamu je dmZ + 1. Or-
tognalni komplement od Z u prostoru Z; je jednodimenzionalan, razapet s nekim
vektorom yg . Taj vektor imatrazena svojstva. QED.

Propozicija. Nekaje A:C" — C" linearni operator (ili kompleksna matrica
redan). Ondaje R(A) = N(A*)*, gdieje R(A) slikaod A, a N(A*) nul-potprostor
od A*.

Dokaz. Dokazimo R(A) C N(A*)L. Nekaje y = Ax € R(A). Odaberimo bilo
koji z€ N(A*). Ondaje (y|z) = (AX|2) = (X|A*z) = 0,1j. yLz,tj. y € N(A )L,
Obratno, dokazimo N(A*)- C R(A). Pretpostavimo suprotno, da postoji element
y € N(A*)L takav day ¢ R(A). Cilj nam je doti do protuslovlja. Prema Hahn-
Banachovu teoremu postoji yp € C" takav daje(ylyo) # 01 YoLR(A),tj. (AX|lyp) =0
zasve x € C". Prematomejei (x/A*yp) = O za sve x, dakle A*yy = O, ftj.
Yo € N(A*). Zbog (ylyo) # O ondadlijedi day ¢ N(A*)L (u suprotnom bi bilo
(Y|yo) = 0). To je medutim protuslovlje. QED.

Neka je zadan linearni operator A: X — X, gdje je prostor X konatno-
dimenzionalan. Skup p(A) := C\ o(A) zovemo rezolventnim skupom od A.
Razlog zatg] naziv vidljiv jeiz djedeteg teorema.

Teorem. (Fredholmovaalternativa) Nekaje A kompleksnakvadratnamatrica.
a) Zasvaki A € p(A) := C\ dg(A) (rezolventni skup od A) i svaki y € C"
postaji jedincat x € C" takav daje
AX—AX =Y.

b) Nekaje A € o(A) iy E_C” zadan. Jednadzba Ax — AX =y jerjeSivapo x
ondai samo ondaako jey € N(Al — A*)L, tj. y imasvojstvo daje (y|z) = 0 zasve
z kaji su rjeSenjadualne jednadzbe A*z = Az.

Dokaz. @) Za A € p(A) jematrica Al — A regularna, paiz (Al — A)x =y dlijedi
x= (Al —A)ly.

b) Pretpostavimo da je y takav da je jednadzba (Al — A)x = y rjeSiva po X.
Odaberimo z € N(Al — A*). Ondaje (Al — A)x|z) = (y|2). Lijevastranaje medutim
(X|(Al —A*)z) = 0,dakle (y|z) = 0,tj. y L z. Kakotovrijedi zasve z€ N(Al —A*),
ondaje y L N(Al — A*).

Obratno, nekaje y € N(Al —A*)+ . Kakojeovaj ortogonal ni komplement jednak
R(Al — A), ondapostoji x takav dajey = (Al — A)x. QED.



1.9. Crtice iz povijesti linearne algebre

Ovdje temo dati samo mali izbor imena matematiCara koji su ostvarili vazne re-
zultate u podrudju linearne algebre. Svi su oni mnoge rezultate ostvarili i u drugim
podrucjima matematike.

Cini sedalinearnaalgebrakao ozbiljna znanstvenadisciplinazapo€inje s njemac-
kim matemati¢arom Carlom Friedrichom Gaussom (1777-1855). Svi znamo za Ga-
ussovu metodu eliminacije zarjeSavanje sustavajednataba. Vazne su Gauss-Jordanova
metodai Gauss-Seidelova metoda. Poznat je medu inim i po tome $to su svi njegovi
objavljeni radovi nevjerojatno dotjerani, potpuni i koncizni.

Vrlo je vaZzan irski matematicar William Rowan Hamilton (1805-1865). Uveo je
pojam kvaterniona, koji prethodi pojmu vektora. Poznat je Hamilton-Cayleyev teorem,
koji kaze da matrica poniStava svoj karakteristicni polinom. Otac mu je bio lingvist,
paje mali Hamilton vet sa pet godinamogao Citati engleski, hebrejski, latinski i greki,
a u trinaestoj godini je svladao ne samo sve glavne europske jezike, nego i sanskrt,
kineski, perzijski, arapski, malajski i hindi.

Njemacki matematiCar Carl Gustav Jacobi (1804-1851) bavio se teorijom deter-
minanata, a uveo ono 3to danas zovemo jakabijanom (pojavljuje se npr. kod zamjene
varijablau viSestrukom integralu u Matematici 11). Pokazao je daje n realnih funkcija
s n realnih varijabala linearno nezavisno ondai samo onda ako njihov jakobijan nije
identicki jednak nula. Poznat je kao izvrstan predavac kojeg su studenti voljeli. Bioje
protiv svladavanja pretjerane kolicine matematickog gradiva u nastavi.

Algebru matrica (mnozenje i zbrajanje) razvio je engleski matematiCar Arthur
Cayley (1821-1895). Vazni su njegovi prilozi u teoriji determinanatai visedimenzio-
nalnoj geometriji. Simpaticno je dase cio zivot bavio i planinarenjem.

Determinante su se pojavile jedno stoljece prije matrica. Naziv matrica isko-
vao je britanski matematiCar James Joseph Sylvester (1814-1897), u znatenju “ majka
determinanata’. JosjeGottfried WilhelmLeibniz(1646-1716) rabio determinante. Na-
jopseznije priloge teoriji determinanata dao je Augustin-Louis Cuachy (1789-1857).
Njemu pripadai prvi dokaz daje det AB = det Adet B, kaoi definicijakarakteristicnog
polinoma matrice. Cauchy je medu inim prvi uveo strogu definiciju limesa slijeda
Spomenimo i ime Charlsa Dogdgsona (1832-1898), koji je napisao opseznu knjigu o
determinantama. Dodgson je mnogo poznatiji pod svojim pseudonimom Lewis Carrol
(autor knjige Alisau zemlji Cudesa).

Americki matematicar Josiah Willard Gibbs (1839-1903) zaCetnik je vektorske
analize, o kojoj je objavio i monografiju. Uveo je pojam usmjerene duZine, vektora,
jednakost vektora, zbrajanje vektora, mnozenje sa skalarom, vektorskei skalarne pro-
jekcije, kao Sto ih definiramo i danas.



2.

RjeSavanje sustava jednacCaba itera-
tivnim metodama

2.1. Matricne norme i konvergencija matrica

Neka je My, vektorski prostor svih realnih (ili kompleksnih) matrica A tipa
mx n. Gledajuci matricu A kaolinearni operatoriz R" u R™ (R" 5 x+— Ax € R™),
mozemo na prirodan naCin definirati operatorsku normu od A, generiranu sa zada-
nom normom na R" i jo3 jednom normom na R™: [|Al| = sup, o [|AX]|/[IXI|. S
tom matricnom normom vektorski prostor My, postaje normiran prostor. Kako je on
kona€no-dimenzionalan (dimenzije mn) onda je to Banachov prostor, tj. svaki Ca-
uchyjev slijed u njemu konvergira: ako ||Ax — Aj|| — 0 kada k,1 — oo ondadlijed
matrica A¢ konvergirak nekoj matrici A.

Npr., uzimajuéi oco-normuna R" i R™ dobivamo matri¢nu normu
n

A = Mmax i
Ao = 72 3

(ratunamo maksimum zbrojeva po redcima u matrici, pa se zato ta norma nekad zove
i redCananorma).
Dokaz. Uzmimo bilokoji x e R". Zay = Ax je

n
Il = | = mx| ) s
J:

n n
< miaXEij:Iaujl bl < maxg - miaszglam = [[AlloolXoo-
TrebajoSsamo vidjeti dajeizraz ||Al|.o doistanajmanji zakoji vrijedi ovanejednakost.
Dovoljno je pronati vektor x norme 1 zakaji je ||AX|| = ||Allco - Nekaje ig indeks
(retka) na kojem se dostize maksimum redéane norme. Stavimo X = (Xq,..., %)) ',



X = sgnaj,j . Ondaje ajyx = |aijj|, pazay = Ax vrijedi yi, = [|Al|o . Kakozasve

vrijedi |yi| = | 375 aijxi| < i lai] < [Yigl » ondaje [[Axlloc = [IYlloo = I¥ig| = [[Alloo -
QED.
Nasli¢an natin, uzimguci co-normuna R" i R™ dobivamo operatorsku normu

n
1Al = mjaxz |aij|
i=1

(ratunamo maksimum zbrojevapo stupcimau matrici, paju zato zovemoi stupanom
normom). Primijetite daje ||All; = [|AT ||, jer transponiranjem redci matrice A
postaju stupci matrice A" . Za obje matri&ne norme vrijedi vazna nejednakost
[IABI| < [|A]l - [[BII;

pod uvjetomdasu A i B ulanCane.

Kad imamo matri&nu normu ondamozemo definirati i udaljenost medu matricama
Ai Bistogtipa: d(A, B) = ||A— BJ|. To nam omogucavadauvedemoi pojam kugle
u prostoru matrica. Pojam udaljenosti omogucava da uvedemo konvergenciju slijeda
matrica.

Pretpostavimo da je zadan slijed matrica A = (ai(jk)) , k=12 .., istogtipa
m x n. Kazemo da dijed matrica AK) konvergira k matrici A = (a;), i pisemo

AR — Akad k — oo, ili lim_... A® = A, ako ||A(k)—A|| — O kad k — oo, gdjeje
|| - || bilo kojamatrichanorma. Kako je prostor matrica My, konatno-dimenzionalan
(dimenzije mn ), sve matri€ne norme na njemu su medusobno ekvivalentne, pa defini-
cijakonvergencijene ovisi 0 izboru norme.

Uvjet AK — A je ekvivalentan s uvjetom da af — a kad k — oo, zasve i, .
Drugim rijeima, slijed matrica A konvergiramatrici A ako odgovarajuéi matricni
koeficijenti konvergiraju na uobicajen nacin.

Doista, akojeispunjen ovaj zadnji uvjet, ondapiduti AX —A = 37 ([ —ay)Ej;,
gdjeje Ej; matricakojaje nulasvudaosim namjestu (i,j) nakoje stavljamo jedinicu,
dobivamo zbog nejednakost trokuta [AK — Al < 3 laff’ — aj] - ||yl — O kada
K— oco.

Npr. slijed matrica

1\k k+1
o asbt K
k

[3 1)

Na dliCan nafin moze se uvesti konvergencija beskonatnog reda matrica odrede-
nog slijedom matrica A% istog tipa. Najprije gledamo parcijalne sume S =
AL 1+ A, Kazemo dared matrica 32, A konvergira ako slijed par-
cijalnih suma S, konvergirak matrici S, tj. ||[S— || — 0. U tom slu€gju pisemo
S AR = S, Red matrica 32, A konvergira onda i samo onda ako redovi

brojeva "2, ai(jk) konvergiraju k nekom broju s;j zasveii, j.

konvergiraprema matrici
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2

(~1)kHL e ]_ { Sie:x cosx ]
6

zasve x € R. U praksi €e se konvergencijareda najceste provjeravati s pomotu neke
norme, tj. preko wvjeta ||S— S| — O.

VaZan primjer je matrica €, koju zovemo eksponencijalna funkcija matrice.
Zabilo koju zadanu kvadratnu matricu A onase definiras pomotu MaclL aurinovareda

funkcijeele+x+’§—?+§+... ovako:
A2 A3
eA_I+A+5+§+

Dabi dokazali dataj red konvergira prema nekoj matrici, dovoljno je pokazati slijed
S=1+A+... + k:( parcijanih sumacini Cauchyjev niz. Nekaje | < k i pokaZzimo

daS—S = fig +...+ tefi premanuli kada k i | tezeu co. Rabeti bilokoju
matriénu normu i &injenicu daje ||A'|| < ||A)|', dobivamo
IAL A [l IA]¥
< Lol g Lo
IS=Sl<imit -+ Siro T 7w
kadak,| — oo. Naimenumericki red elAl = 14-||A||+ 5= IAIZ 4. konvergira(npr. po

D’ Alambertovu kriteriju), pa njegove parcijalne sume konvergi raju. Nadlian nain
moZze se definirati matrica SinA, cosA, pai optenito f (A) uz odredene uvjetena f .
Dovoljno je daradius konvergencije MacL aurinovog reda analitiCke funkcije f bude
veti od spektralnog radiusa matrice A.

Ako je A dijagonalnamatrica,

A
A= Ao 7
An
ondajei P(A) dijagonalnamatrica
P(A1) 5
P(A) = (A2)
P(An)

Lako se provjeri dajei e* dijagonalnamatrica

el

& = ¢



Ako je A gornja trokutasta matrica, onda je P(A) gornja trokutasta, kao i €*. Na
dijagonali su isti brojevi kao u dijagonalnom slucaju.
Pogledajmo za ilustraciju gornju trokutastu matricu

Al
=0 3]
i nadimo At = | 4+ At+ L + (3— +...,0djeje t bilokoji realni broj. Indukcijom
selakovidi daje
K /\k k/\kfl
A - |: o )\k )

dakle -
(A
l Ty B o, ]
0 Zk:lk—!)’
Zbog 52, KA 1tk_tzoo M—U = k— 1]_t2f°0%=te“ dobivamo

a9 %




