RJEŠENJA IZ MATEMATIKE

Trag matrice -zbroj elemenata na glavnoj dijagonali kvadratne matrice zovemo i pišemo trA= a11+a22+…ann

Pravila za računanje determinanti su Sarusovo pravilo koje vrijedi samo za det.višeg reda  I Laplaceov razvoj=detA=ai1Ai1+ai2Ai2+…ainAin=ΣaijAij I po j-tom stupcu detA=a1jA1j+a2jA2j+…anjAnj=ΣaijAij  
Transponirana matrica- ako u matrici A element Mn zamjenimo retke I stupce (prvi redak pišemo kao prvi stupac, drugi redak kao drugo stupac), dobijemo transponiranu matricu ATelement Mn. A→AT↔aij→aji . Svojstva transponiranja (A+B)T= AT+BT, 
 (λ A)T= λAt,
 (AT)T=A, (AB)T= BTAT

Rang matrice – je najveći broj linearno nezavisnih redaka (ili stupaca) te matrice.Rang poretcima isti je kao I rang po stupcima pa je A element Mn→r(A)≤min{m,n}. Određujemo ga primjenom elementarnih transformacija  na retke ili stupce. 

Elementrane trasformacije  su : -zamjena dvaju redaka(stupaca), -množenje retka(stupca) brojem različitim od 0 ,-zbrajanje dvaju redaka (stupaca)

Inverzna matrica-  ako za matricu A element Mn postoji matrica A​-1 element Mn takva da vrijedi 

A∙ A​-1=I, tada je A​-1 inerzna matrica matrice A. Ona se definira samo za neke kvadratne matrice. Ako za neku matricu A ekement Mn inverzna matrica postoji, ona je jedinstvena A∙A-1= A-1∙A= I. Inverzna matrica uvjek ne postoji. Da bi matrica imala inverz mora biti regularna I det A≠0. Inverzna matrica računa se promjenom determinanti na računanje  A-1=1/│A│∙adj A  ili Gauss-Jordanovom metodom.

Svojstva operacije množenja matrica:

-asocijativnost     - (AB)C=A(BC)

Množenje matrica općnito nije komutativno AB≠BA
-distributivnost   - A(B+C)=AB+AC

-distributivnost   - (A+B)C=AC+BC


-λ(AB)=(λA)B=A(λB)  


 AI=IA=A


AO=OA=0 vrijedi za kvard matricu

Gornja trokutasta matrica – kvadratna matrica A elem Mn je gornja trokutasta ako je aij=0 za i>j (svi elem ispod dijagon kod matrice 3 reda jednaki 0

Donja trokutasta matrica – kvadr matrica e donja trokutasta ako je aij=0 za i<j.( element matrice 3 rteda iznad dijagonale jednaki 0)

Binet-Cauchyjev teorem-Determinanta produkta dvije matrice jednaka je produktu determinanti, Neka su matrice A i B kvadratne matrice reda n. Tada vrijedi: det(A · B) = det A · det B.

Skalarni umnožak dvaju vektora u Rn  je  preslikavanje koje svakom paru vektora x,y element Rn pridružuje realni broj xTy= x1y1 +x2y2 +…+xnyn. Skalarni umnožak dvaju okomitih vektora jednak je 0. xTY=0→X┴Y

Kronecker-Capelli). Sustav linearnih algebarskih jednadžbi ima bar jedno rješenje, ako i samo ako je rang matrice sustava jednak rangu proširene matrice sustava. 

Kofaktor ili algebarski komplement Aij elementa aij definiramo kao

Aij = (-1)i+j▪│A’ij│
Adjungirana matrica ili ajunkta adj(A), nastaje transponiranjem matrice kofaktora.. Moze se pokazati da vrijedi adj(A) ▪A = A▪ adj(A) = │A │ ▪ I :
Ako je A regularna (AA-1 = A-1▪A = I) tada,usporedbom ovih jednakosti, slijedi 

A-1=1/│A│ ▪ adj (A)

Laplaceov razvoj=detA=ai1Ai1+ai2Ai2+…ainAin=ΣaijAij I po j-tom stupcu detA=a1jA1j+a2jA2j+…anjAnj=ΣaijAij  
Linearna nezavisnost- skup vektora{A1,A2…Ak} iz Rn je linearno nezavisan ako je samo trivijalna linearna kombinacija tih vektora jednaka nul-vektoru, tj ako vrijedi 

λ1A1+ λ2A2+… λkAk=O→ λ1= λ2=… λk=O. 

Linearna zavisnost-Skup vektora je zavisan ako postoji I netrivijalna kombinacija tih vektora jednaka nul-vektoru  λ1A1+ λ2A2+… λkAk=O→ λi≠0 bar za jedan I element {1,2…k}. Zavisan je ako se bar jedan vekor iz tog skupa može prikazati pomoću ostalih.

Linearna kombinacija vektora a1…ak   je vektor a= λ1a+ λ2a2+… λkak, λ1...λk …. λk  element R

Inverzna matrica – ako za matricu A element Mn postoji matrica A-1 element Mn takva da vrijedi A ▪ A-1 = A-1▪ A=I, tada je A-1 inverzna matrica matrice A. 

Svojstva za računanje matričnog inverza su svojstva invertiranja:

(A-1)-1=A
(λ A)-1=1/ Λa-1
(AT)-1=(A-1)T
(AB)-1=B-1 A-1
 Teoremi :
–inverz matrice A je jedinstven, naime ako je AB=BA=I i AC=CA=I onda je B=C

-matrica A elem Mn je regularna ako I samo ako je det A≠0, tada se inverz matr dobiva kao 

A-1=1/│A│∙adj A



Baza vektorskog prostora je linearno nezavisan generator tog prostora.  To je maksimalan linearno nezavisan podskup tog prostora. Svaki vektorski prostor ima bazu, a može imati i više baza(beskonačno mnogo)Neka je B baza vektorskog prostora V. Dimenziju vektorskog prostora definiramo sa dim (V)=B

Homogeni sustav Ax=0  uvjek ima bar jedno rješenje I to trivijalno  x=0, tj. x1=x2=…xn=0 jer je r(A) =r(A│0)

Homogeni sustav linearnih jednadžbi Ax=0  ima jedinstveno rješenje ako je r(A) jednak broju nepoznanica. 

Pretpostavke modela:

Pretpostavke modela input-output analize

1. proizvodnja svakog sektora je homogena (povećamo li ili smanjimo sve faktore proizvodnje isti broj puta, proizvodnja se također poveća ili smanji toliko puta)

2.Svaki sektor za proizvodnju koristi fiksni odnos utroška (fiksnu kombinaciju faktora) . Osnovne oznake I relacije: 

-Ukupni output(izlaz) iz i-tog sektora označavamo sa Qi . To je sve što taj sector daje (proizvodi). Neki sektori za svoj input(ulaz) koriste dio outputa drugih sektora. Te veličine označavamo sa Qij(dio outputa i-tokg sektora koji prelazi u j-ti sector. Nakon što se zadovolji ovakva međusektorska potražnja, ostaje qi-dio outputa i-tog sektora namjenjen  finalnoj potražnji(potrošnja, prodaja, izvoz). Sve ove veličine mogu biti izražene u vrijednosnim(novčanim) ili količinskim jedinicama. Iz tih veličina se sastavlja I-O tabela. 

QI= ΣQij+qi…i=1,2…n

Jednadžba ravnoteže ponude I potr u input-output modelu- osnovna relacija I-O tabele Qi=Σ Qij +qi, i=1,2..n

Matrica tehničkih koeficijenata A  se iz tablice može očitovat ako imamo formulu Q=AQ+q koja povezuje ukupne outpute Q finalnu potražnju q  I matricu tehnič.koeficijenata A. Akouvedemo matricu tehnologiju T=I-A imamo TQ=q a to je relacija koja povezuje matricu tehnologije, vector ukupnih outputa I vector finalne potražnje

Tehnički koeficijent  proizvodnje aij- dio i-tog sektora koji koristi j-ti sektror  za proizvodnju jedne jedinice svoga proizvoda je konstantan. Aij=Qij/Qj,.. ij=1,2…..n

Ekonomska interpretacija tehnič koefic aij - dio proizvoda i-tog sektora koji koristi j-ti sector za proizvodnju jedne jedinice svog proizvoda je konstntan I nazivamo ga tehnički koeficijent proizvodnje aij=Qij/Qj, i,j=1,2…n

Formula koja povezuje tehničke koeficij aij I ukupne outpute Qi- output i-tog sektora  jednak je zbroju količine outputa i-tog sektora koja prelazi u j-ti sector dio proizvoda i-tog sektora koji koristi  j-ti sector za proizvodnju jedne jedinice  svog proizvoda x (proizvodnja j-tog sektora) I količine finalne potražnje i-tog sektora.

Asocijativnost množenja – (AB)C=A(BC) operacija množenja zadovoljava to svojstvo( navest martin primjer).

Matrica A elem Mn je regularna (invertibilna, nesingularna) ako postoji matrica B element Mn za koju vrijedi AB=BA=I .Matrica je regularna ako nije singularna. To možemon  provjeriti računajući determinantu I tražeći inverz

Sustav Ax=b ima jedinstveno rješenje  ako je rang matrice A jednak rangu proširene matrice i ako je rang matrice A jednak broju nepoznaca n. Načini za operativno računanje tog rješenja jest Gauss-Jordanova redukcija i Cramerovom pravilu za rješ.sus, ako je detA različ od 0.

Sustav Ax=b je homogen, može ga se zapisati u matričnom obliku Ax=0. Rješenje x1=x2=…xn=0 homonog sustava se zove trivijalno rješenje. Homogeni sustav je uvijek konzistentan jer ima to trivijalno rješenje x=0. Za homogeni sustav je uvjek rang matrice jednak rangu proširene matrice pa on ima ili samo trivijalno rješenje ili beskonačno mnogo rješenja

Dvije matrice su jednake ako su istog tipa mxn I ako su im odgovarajući elementi jednaki tj aij=bij za svaki i=1….n i j=1…m . Ne vrijedi iAB=BA jer za množenje matrica ne vrijedi svojstvo komutativnosti.( Marta nije uspila dobit isto)

Veza između ranga matrice I determinante matrice A- Za matricu Aelement Mn sljedeće tvrdnje su ekvivalentne- rang(A)=n I det(A)≠0. Za matricu A element Mn sljedeć tvrdnje su ekvivalentne- rang (A)<n, det(A)=0

Pad funkcije Funkcija y=f(x) je monotono padajuća na intervalu I=<a,b> ako vrijedi x1,x2element I, x1<x2→f(x1)≥f(x2). Zamjenemo li ≥ sa > imamo (strogo) padajuću funkciju. Za funkciju f element C1 (I) vrijedi f je monotono ↔ f¨’(x)≤0, x element I padajuća na I.

Taylorov teorem- Uzastopnom primjenom teorema srednje vrijednosti (na funkciju, na njenu derivaciju, drugu derivaciju) dolazimo do Taylorovog polinoma stupnja n za funkciju f klase Cn u točki x0, 

Tn(x)=f(x0) +f’(x0)/1!(x-x0)+f’’(x0)/2!(x-x0)2+f’’’(x0)/3!(x-x0)3 +fIV(x0)/4!(x-x0)+…+fn(x0)/n!(x-x0)n pri čemu vrijedi Taylorova formula f(x)=Tn(x)+Rn(x)(ostatak). Rn(x)=(x-x0)n rn(x), lim rn(x)=0. Taylorov polinom Tn(X) ima svostvo da su u točki x=x0 vrijednosti funkcije I polinoma kao I vrijednost njihovih prvih derivacijaa jednake. Ovaj polinom , najbolje od svih polinoma stupnja ≤n, aproksimira funkciju f u okolini točke x0. Za funkciju f klase C bskonačno imamo Tayorov red f(x)= f(x0) +f’(x0)/1!(x-x0)+f’’(x0)/2!(x-x0)2+f’’’(x0)/3!(x-x0)3…+.. Ako je x0=0 , imamo Mac Laurinov red f(x)=f(0)+f’(0)/1!x+f’’(0)/2!x2+……

L’hospitalovo pravilo- ako je lim f(x)=limg(x)=0(ili +- bekonačno), tada vrijedi limf(x)/g(x)={0/0 ili ∞/∞}=lim f’(x)/g’(x). Ukoliko navedeni limesi postoje. Ovo pravilo, dakle možemo koristitu za rješenje neodređenih oblika limesa 0/0 ili ∞/∞. Ostale neodređene oblike trebamo prvo svesti na jednog od njih, a zatim promjeniti pravilo. Njegovo pravilo prikazujemo za oblik 0/0 I za slučaj derivabilnih funkcija f i g u točki x=c.Koristimo Taylorovu formulu za f i g. f(x)/g(x)=f(c) + f’(c)(x-c) + (x-c)r1f(x)///g(c) + g’(c)(x-c)+(x-c)r1g(x) Kako zbog neprekidnosti, f(c)=g(c)=0 imamo f(x)/g(x)=f’(c) + r1f(x)///g’(c) + r1g(x) Uzevši lim na obje strane ove jednakosti,
 x→c dobivamo L’Hospitalovo pravilo.

Rast funkcije –Funkcija y=f(x) je monotono rastuća na intervalu I=<a,b> ako vrijedi x1,x2element I, x1<x2→f(x1)≤f(x2). Zamjenemo li ≤ sa < imamo (strogo) rastuću funkciju.  Ako je funkcija derivabilna na I, tada svojstvo rasta možemo izraziti pomoću derivacije.Za funkciju f element C1 (I) vrijedi f je monotono ↔ f¨’(x)≤0, x element I rastuća na I.

Konveksnost- funkcija y=f(x) je konveksna na intervalu I=<a.b >, ako za sve x1,x2 element I vrijedi  f(x1+x2/2)≤f(x1) + f(x2)//2 Ako u ovoj definiciji znak ≤ možmo zamjeniti sa < kažemo da je funkcija strogo konveksna Može se pokazati da za funkciju  klase C2 (I) svojstvo koneksnosti možemo izraziti pomoću druge derivacije. Za funkciju f element C2(I) vrijedi f je konveksna na I↔f’’(x)≥0, x elem I.

Konkavnost-  sve isto samo treba ≤ zamjenit sa ≥ gdje god ima.

Lokalni I globalni ekstremi – neka je I(a,b). Točka x0 element I je točka maksimuma funkcije y=f(x) na I ako vrijedi x element, x≠x0→f(x) ≤f(x0) Ako u ovoj definiciji znak≤ možemo zamjeniti sa < kažemo da je x0 točka strogog maksimuma. Slično je za minimum (≤→≥) Ovom definicijom dani su nužni uvjeti za  postojanje ekstrema. Lokalni – postoji okolina te točke na kojoj je ona ekstrem. Globalni- na zadanom  intervalu – području ili na čitavoj domeni

Algoritam za određivanje ekstrema – 
1.rješiti jednadžbu f’(x)=0. Njena rješenja su stacion.točke (kandidati za točke ekstrema)

2.da bi odredili koji su ekstremi, treba napraviti tablicu predznaka prve derivacije ili uvrstiti stac.točke u drugu derivac.

3.Dobivene točke ekstreme uvrstimo u polaznu funkciju. Time se dobiju obje kordinate ekstrema a koje možemo koristiti za crtanje grafa funkcije.

Diferencijal funkcije – ako je funkcija y=f(x) derivabilna u nekoj točki, znamo da u toj točki vrjedi y’lim Δy/Δx ili Δy=y’Δx(diferencijal) + w(Δx) Δx. Diferencijal definiramo formulom dy=y’dx, slijedi da je  y’=dy/dx, tj derivacija je jednaka kvocjentu diferencijala zavisne I nezavisne varijable. Dif  funkcije dy je glavni dio prirasa Δy, tj dy aproksimira Δy to bolje što je Δx manji. Dakle Δy~dy za dovoljno mali dx, odnosno f(x+dx)-f(x) ~f’(x)dx, kao I kod derivacija , defniramo diferencijal višeg reda:d2y=d(dy)=y’’dx2, d3y=d(d2y)=y’’’dx3,…dny=d(dn-1y)=yndxn.

Funkcija ukupnih prihoda P(Q).

Funkcija graničnih prihoda P’(Q), za zadani opseg proizvodnje, pokazuje za koliko se približno promijeni ukupni prihod ako se opseg proizvodnje poveća za jedinicu.

Funkcija prosječnih prihoda po jedinici proizvoda je TP = P/Q. To je u stvari proizvođačka cijena proizvoda p, a koja općenito ovisi o opsegu proizvodnje, p(Q) = TP(Q).

Funkcija ukupnih troškova T(Q) (ili T(x)),pri čemu je Q (ili x) volumen ili opseg ili količina

proizvodnje. Ukupni troškovi sastoje se od fiksnih i varijabilnih. Pri tome su T(0) ukupni fiksni troškovi a T(Q) ¡ T(0) ukupni varijabilni troškovi za opseg proizvodnje Q.

Trag matrice -zbroj elemenata na glavnoj dijagonali kvadratne matrice zovemo i pišemo trA= a11+a22+…ann

Pravila za računanje determinanti su Sarusovo pravilo koje vrijedi samo za det.višeg reda  I Laplaceov razvoj=detA=ai1Ai1+ai2Ai2+…ainAin=ΣaijAij I po j-tom stupcu detA=a1jA1j+a2jA2j+…anjAnj=ΣaijAij  
Transponirana matrica- ako u matrici A element Mn zamjenimo retke I stupce (prvi redak pišemo kao prvi stupac, drugi redak kao drugo stupac), dobijemo transponiranu matricu ATelement Mn. A→AT↔aij→aji . Svojstva transponiranja (A+B)T= AT+BT, 
 (λ A)T= λAt,
 (AT)T=A, (AB)T= BTAT

Rang matrice – je najveći broj linearno nezavisnih redaka (ili stupaca) te matrice.Rang poretcima isti je kao I rang po stupcima pa je A element Mn→r(A)≤min{m,n}. Određujemo ga primjenom elementarnih transformacija  na retke ili stupce. 

Elementrane trasformacije  su : -zamjena dvaju redaka(stupaca), -množenje retka(stupca) brojem različitim od 0 ,-zbrajanje dvaju redaka (stupaca)

Inverzna matrica-  ako za matricu A element Mn postoji matrica A​-1 element Mn takva da vrijedi 

A∙ A​-1=I, tada je A​-1 inerzna matrica matrice A. Ona se definira samo za neke kvadratne matrice. Ako za neku matricu A ekement Mn inverzna matrica postoji, ona je jedinstvena A∙A-1= A-1∙A= I. Inverzna matrica uvjek ne postoji. Da bi matrica imala inverz mora biti regularna I det A≠0. Inverzna matrica računa se promjenom determinanti na računanje  A-1=1/│A│∙adj A  ili Gauss-Jordanovom metodom.

Svojstva operacije množenja matrica:

-asocijativnost     - (AB)C=A(BC)

Množenje matrica općnito nije komutativno AB≠BA
-distributivnost   - A(B+C)=AB+AC

-distributivnost   - (A+B)C=AC+BC
-λ(AB)=(λA)B=A(λB)  
AI=IA=A

AO=OA=0 vrijedi za kvard matricu

Gornja trokutasta matrica – kvadratna matrica A elem Mn je gornja trokutasta ako je aij=0 za i>j (svi elem ispod dijagon kod matrice 3 reda jednaki 0

Donja trokutasta matrica – kvadr matrica e donja trokutasta ako je aij=0 za i<j.( element matrice 3 rteda iznad dijagonale jednaki 0)

Binet-Cauchyjev teorem-Determinanta produkta dvije matrice jednaka je produktu determinanti, Neka su matrice A i B kvadratne matrice reda n. Tada vrijedi: det(A · B) = det A · det B.

Skalarni umnožak dvaju vektora u Rn  je  preslikavanje koje svakom paru vektora x,y element Rn pridružuje realni broj xTy= x1y1 +x2y2 +…+xnyn. Skalarni umnožak dvaju okomitih vektora jednak je 0. xTY=0→X┴Y

Kronecker-Capelli). Sustav linearnih algebarskih jednadžbi ima bar jedno rješenje, ako i samo ako je rang matrice sustava jednak rangu proširene matrice sustava. 

Kofaktor ili algebarski komplement Aij elementa aij definiramo kao

Aij = (-1)i+j▪│A’ij│
Adjungirana matrica ili ajunkta adj(A), nastaje transponiranjem matrice kofaktora.. Moze se pokazati da vrijedi adj(A) ▪A = A▪ adj(A) = │A │ ▪ I :
Ako je A regularna (AA-1 = A-1▪A = I) tada,usporedbom ovih jednakosti, slijedi 

A-1=1/│A│ ▪ adj (A)

Laplaceov razvoj=detA=ai1Ai1+ai2Ai2+…ainAin=ΣaijAij I po j-tom stupcu detA=a1jA1j+a2jA2j+…anjAnj=ΣaijAij  
Linearna nezavisnost- skup vektora{A1,A2…Ak} iz Rn je linearno nezavisan ako je samo trivijalna linearna kombinacija tih vektora jednaka nul-vektoru, tj ako vrijedi 

λ1A1+ λ2A2+… λkAk=O→ λ1= λ2=… λk=O. 

Linearna zavisnost-Skup vektora je zavisan ako postoji I netrivijalna kombinacija tih vektora jednaka nul-vektoru  λ1A1+ λ2A2+… λkAk=O→ λi≠0 bar za jedan I element {1,2…k}. Zavisan je ako se bar jedan vekor iz tog skupa može prikazati pomoću ostalih.

Linearna kombinacija vektora a1…ak   je vektor a= λ1a+ λ2a2+… λkak, λ1...λk …. λk  element R

Inverzna matrica – ako za matricu A element Mn postoji matrica A-1 element Mn takva da vrijedi A ▪ A-1 = A-1▪ A=I, tada je A-1 inverzna matrica matrice A. 

Svojstva za računanje matričnog inverza su svojstva invertiranja:

(A-1)-1=A
(λ A)-1=1/ Λa-1
(AT)-1=(A-1)T
(AB)-1=B-1 A-1
 Teoremi :
–inverz matrice A je jedinstven, naime ako je AB=BA=I i AC=CA=I onda je B=C

-matrica A elem Mn je regularna ako I samo ako je det A≠0, tada se inverz matr dobiva kao  A-1=1/│A│∙adj A



Baza vektorskog prostora je linearno nezavisan generator tog prostora.  To je maksimalan linearno nezavisan podskup tog prostora. Svaki vektorski prostor ima bazu, a može imati i više baza(beskonačno mnogo)Neka je B baza vektorskog prostora V. Dimenziju vektorskog prostora definiramo sa dim (V)=B

Homogeni sustav Ax=0  uvjek ima bar jedno rješenje I to trivijalno  x=0, tj. x1=x2=…xn=0 jer je r(A) =r(A│0)

Homogeni sustav linearnih jednadžbi Ax=0  ima jedinstveno rješenje ako je r(A) jednak broju nepoznanica. 

Pretpostavke modela:

Pretpostavke modela input-output analize

1. proizvodnja svakog sektora je homogena (povećamo li ili smanjimo sve faktore proizvodnje isti broj puta, proizvodnja se također poveća ili smanji toliko puta)

2.Svaki sektor za proizvodnju koristi fiksni odnos utroška (fiksnu kombinaciju faktora) . Osnovne oznake I relacije: 

-Ukupni output(izlaz) iz i-tog sektora označavamo sa Qi . To je sve što taj sector daje (proizvodi). Neki sektori za svoj input(ulaz) koriste dio outputa drugih sektora. Te veličine označavamo sa Qij(dio outputa i-tokg sektora koji prelazi u j-ti sector. Nakon što se zadovolji ovakva međusektorska potražnja, ostaje qi-dio outputa i-tog sektora namjenjen  finalnoj potražnji(potrošnja, prodaja, izvoz). Sve ove veličine mogu biti izražene u vrijednosnim(novčanim) ili količinskim jedinicama. Iz tih veličina se sastavlja I-O tabela. QI= ΣQij+qi…i=1,2…n
Jednadžba ravnoteže ponude I potr u input-output modelu- osnovna relacija I-O tabele Qi=Σ Qij +qi, i=1,2..n

Matrica tehničkih koeficijenata A  se iz tablice može očitovat ako imamo formulu Q=AQ+q koja povezuje ukupne outpute Q finalnu potražnju q  I matricu tehnič.koeficijenata A. Akouvedemo matricu tehnologiju T=I-A imamo TQ=q a to je relacija koja povezuje matricu tehnologije, vector ukupnih outputa I vector finalne potražnje

Tehnički koeficijent  proizvodnje aij- dio i-tog sektora koji koristi j-ti sektror  za proizvodnju jedne jedinice svoga proizvoda je konstantan. Aij=Qij/Qj,.. ij=1,2…..n

Ekonomska interpretacija tehnič koefic aij - dio proizvoda i-tog sektora koji koristi j-ti sector za proizvodnju jedne jedinice svog proizvoda je konstntan I nazivamo ga tehnički koeficijent proizvodnje aij=Qij/Qj, i,j=1,2…n

Formula koja povezuje tehničke koeficij aij I ukupne outpute Qi- output i-tog sektora  jednak je zbroju količine outputa i-tog sektora koja prelazi u j-ti sector dio proizvoda i-tog sektora koji koristi  j-ti sector za proizvodnju jedne jedinice  svog proizvoda x (proizvodnja j-tog sektora) I količine finalne potražnje i-tog sektora.

Asocijativnost množenja – (AB)C=A(BC) operacija množenja zadovoljava to svojstvo( navest martin primjer).

Matrica A elem Mn je regularna (invertibilna, nesingularna) ako postoji matrica B element Mn za koju vrijedi AB=BA=I .Matrica je regularna ako nije singularna. To možemon  provjeriti računajući determinantu I tražeći inverz

Sustav Ax=b ima jedinstveno rješenje  ako je rang matrice A jednak rangu proširene matrice i ako je rang matrice A jednak broju nepoznaca n. Načini za operativno računanje tog rješenja jest Gauss-Jordanova redukcija i Cramerovom pravilu za rješ.sus, ako je detA različ od 0.

Sustav Ax=b je homogen, može ga se zapisati u matričnom obliku Ax=0. Rješenje x1=x2=…xn=0 homonog sustava se zove trivijalno rješenje. Homogeni sustav je uvijek konzistentan jer ima to trivijalno rješenje x=0. Za homogeni sustav je uvjek rang matrice jednak rangu proširene matrice pa on ima ili samo trivijalno rješenje ili beskonačno mnogo rješenja

Dvije matrice su jednake ako su istog tipa mxn I ako su im odgovarajući elementi jednaki tj aij=bij za svaki i=1….n i j=1…m . Ne vrijedi iAB=BA jer za množenje matrica ne vrijedi svojstvo komutativnosti.( Marta nije uspila dobit isto)

Veza između ranga matrice I determinante matrice A- Za matricu Aelement Mn sljedeće tvrdnje su ekvivalentne- rang(A)=n I det(A)≠0. Za matricu A element Mn sljedeć tvrdnje su ekvivalentne- rang (A)<n, det(A)=0

Pad funkcije Funkcija y=f(x) je monotono padajuća na intervalu I=<a,b> ako vrijedi x1,x2element I, x1<x2→f(x1)≥f(x2). Zamjenemo li ≥ sa > imamo (strogo) padajuću funkciju. Za funkciju f element C1 (I) vrijedi f je monotono ↔ f¨’(x)≤0, x element I padajuća na I.

Taylorov teorem- Uzastopnom primjenom teorema srednje vrijednosti (na funkciju, na njenu derivaciju, drugu derivaciju) dolazimo do Taylorovog polinoma stupnja n za funkciju f klase Cn u točki x0, 

Tn(x)=f(x0) +f’(x0)/1!(x-x0)+f’’(x0)/2!(x-x0)2+f’’’(x0)/3!(x-x0)3 +fIV(x0)/4!(x-x0)+…+fn(x0)/n!(x-x0)n pri čemu vrijedi Taylorova formula f(x)=Tn(x)+Rn(x)(ostatak). Rn(x)=(x-x0)n rn(x), lim rn(x)=0. Taylorov polinom Tn(X) ima svostvo da su u točki x=x0 vrijednosti funkcije I polinoma kao I vrijednost njihovih prvih derivacijaa jednake. Ovaj polinom , najbolje od svih polinoma stupnja ≤n, aproksimira funkciju f u okolini točke x0. Za funkciju f klase C bskonačno imamo Tayorov red f(x)= f(x0) +f’(x0)/1!(x-x0)+f’’(x0)/2!(x-x0)2+f’’’(x0)/3!(x-x0)3…+.. Ako je x0=0 , imamo Mac Laurinov red f(x)=f(0)+f’(0)/1!x+f’’(0)/2!x2+……

L’hospitalovo pravilo- ako je lim f(x)=limg(x)=0(ili +- bekonačno), tada vrijedi limf(x)/g(x)={0/0 ili ∞/∞}=lim f’(x)/g’(x). Ukoliko navedeni limesi postoje. Ovo pravilo, dakle možemo koristitu za rješenje neodređenih oblika limesa 0/0 ili ∞/∞. Ostale neodređene oblike trebamo prvo svesti na jednog od njih, a zatim promjeniti pravilo. Njegovo pravilo prikazujemo za oblik 0/0 I za slučaj derivabilnih funkcija f i g u točki x=c.Koristimo Taylorovu formulu za f i g. f(x)/g(x)=f(c) + f’(c)(x-c) + (x-c)r1f(x)///g(c) + g’(c)(x-c)+(x-c)r1g(x) Kako zbog neprekidnosti, f(c)=g(c)=0 imamo f(x)/g(x)=f’(c) + r1f(x)///g’(c) + r1g(x) Uzevši lim na obje strane ove jednakosti,
 x→c dobivamo L’Hospitalovo pravilo.

Rast funkcije –Funkcija y=f(x) je monotono rastuća na intervalu I=<a,b> ako vrijedi x1,x2element I, x1<x2→f(x1)≤f(x2). Zamjenemo li ≤ sa < imamo (strogo) rastuću funkciju.  Ako je funkcija derivabilna na I, tada svojstvo rasta možemo izraziti pomoću derivacije.Za funkciju f element C1 (I) vrijedi f je monotono ↔ f¨’(x)≤0, x element I rastuća na I.

Konveksnost- funkcija y=f(x) je konveksna na intervalu I=<a.b >, ako za sve x1,x2 element I vrijedi  f(x1+x2/2)≤f(x1) + f(x2)//2 Ako u ovoj definiciji znak ≤ možmo zamjeniti sa < kažemo da je funkcija strogo konveksna Može se pokazati da za funkciju  klase C2 (I) svojstvo koneksnosti možemo izraziti pomoću druge derivacije. Za funkciju f element C2(I) vrijedi f je konveksna na I↔f’’(x)≥0, x elem I.

Konkavnost-  sve isto samo treba ≤ zamjenit sa ≥ gdje god ima.

Lokalni I globalni ekstremi – neka je I(a,b). Točka x0 element I je točka maksimuma funkcije y=f(x) na I ako vrijedi x element, x≠x0→f(x) ≤f(x0) Ako u ovoj definiciji znak≤ možemo zamjeniti sa < kažemo da je x0 točka strogog maksimuma. Slično je za minimum (≤→≥) Ovom definicijom dani su nužni uvjeti za  postojanje ekstrema. Lokalni – postoji okolina te točke na kojoj je ona ekstrem. Globalni- na zadanom  intervalu – području ili na čitavoj domeni

Algoritam za određivanje ekstrema – 
1.rješiti jednadžbu f’(x)=0. Njena rješenja su stacion.točke (kandidati za točke ekstrema)

2.da bi odredili koji su ekstremi, treba napraviti tablicu predznaka prve derivacije ili uvrstiti stac.točke u drugu derivac.

3.Dobivene točke ekstreme uvrstimo u polaznu funkciju. Time se dobiju obje kordinate ekstrema a koje možemo koristiti za crtanje grafa funkcije.

Diferencijal funkcije – ako je funkcija y=f(x) derivabilna u nekoj točki, znamo da u toj točki vrjedi y’lim Δy/Δx ili Δy=y’Δx(diferencijal) + w(Δx) Δx. Diferencijal definiramo formulom dy=y’dx, slijedi da je  y’=dy/dx, tj derivacija je jednaka kvocjentu diferencijala zavisne I nezavisne varijable. Dif  funkcije dy je glavni dio prirasa Δy, tj dy aproksimira Δy to bolje što je Δx manji. Dakle Δy~dy za dovoljno mali dx, odnosno f(x+dx)-f(x) ~f’(x)dx, kao I kod derivacija , defniramo diferencijal višeg reda:d2y=d(dy)=y’’dx2, d3y=d(d2y)=y’’’dx3,…dny=d(dn-1y)=yndxn.

Funkcija ukupnih prihoda P(Q).

Funkcija graničnih prihoda P’(Q), za zadani opseg proizvodnje, pokazuje za koliko se približno promijeni ukupni prihod ako se opseg proizvodnje poveća za jedinicu.

Funkcija prosječnih prihoda po jedinici proizvoda je TP = P/Q. To je u stvari proizvođačka cijena proizvoda p, a koja općenito ovisi o opsegu proizvodnje, p(Q) = TP(Q).

Funkcija ukupnih troškova T(Q) (ili T(x)),pri čemu je Q (ili x) volumen ili opseg ili količina

proizvodnje. Ukupni troškovi sastoje se od fiksnih i varijabilnih. Pri tome su T(0) ukupni fiksni troškovi a T(Q) ¡ T(0) ukupni varijabilni troškovi za opseg proizvodnje Q.

Funkcija f: Rn→R je homogena? Funkcija y= f(x1,x2…xn) je homogena stupnja homogenosti α ako  za svaki λ elem.R za koji je λα definirano vrijedi: f (λx1, λx2.. λxn)= λα ∙ f(x1, x2…xn). Ako vrijednosti svih varijabli pomnožimo sa λ vrijednost funkcije se pomnoži sa λα. Za α=1 funkcija je linearno homogena (množi se s istim faktorom kao i varijable). Za α=0 vrijednost funkcije se nemjenja množenjem varijabli istim faktorom.

Interpretacija stupnja homogenosti – neka se sve neovisne varijable x1, x2…xn funkcije y=y(x1, x2…xn) istovremeno povećaju ili smanje za jedan postotak p. Tada je λ=1+p/100 pa ako je funkcija y homogena stupnja homogeniteta α , ovisna se varijabla y poveća ili smanji za 100(λα-1)%
Elerov teorem za homog. funkciju od n varijabli z=z(x1,x2…xn) stupnja homogenit.: teorem:  ako je z=z(x1,x2…xn) homogena stupnja α tada vrijedi:x1 (dz/dx1) + x2 (dz/dx2)+… xn (dz/dxn)= α∙z(x1,x2…xn). Eulerov teorem izražen u terminima parcijalnih elastičnosti: dijeljenjem obij strana ove jednakosti sa z dobijemo EZ,X1+EZ,X2+…EZ, Xn = α

Eulerov teorem za  funkciju f:R3→R: teorem: ako je f(x1,x2,x3) homogena stupnja α, tada vrijedi:

x1(df/dx1) +x2 (df/dx2) + x3 (df/dx3)= α∙f(x1,x2,x3). Eulerov teorem izražen u terminima parcijalnih elastičosti: dijeljenjem obiju strana ove jednakosti sa f dobijemo Ef,x1 + Efx2 + Efx3 =α

Defin.sve parcijalne derivacije prvog reda funkcije f: R→R u točki (x,y) element R2:

Promatramo funkciju svije varijable f(x,y). Ako fiksiramo y tada je f(x,y) funkcija jedne varijable x. Ako fiksiramo x tada je f(x,y) funkcija jedne varijable y. Derivacije tih dviju funkcija nazivamo parcijalne derivacije funkcije f(x,y). Imamo: parc.derivac.1-og reda:

df/dx (x,y)= lim f(x+Δx,x)-f(x,y)//Δx    

df/dy(x,y) = lim f(x,y +Δy) – f(x,y)//Δy    

Dakle , parcij.derivac.funkcije po jednoj njenoj varijabli je granična vriijednost kvocijenta parcijalnog prirasta funkcije po toj varijabli i prirasta same varijable kad on teži nuli. Po jednoj varijabli deriviramo tako da sve ostale držimo konstantnima.

Def.parcijalne derivacije drugog reda funkcije z= z(x,y) -  promatramo funkciju dvije varijable z(x,y) . ako fiksiramo y tada je z(x,y) funkcija jedne varijable x. Ako fiksiramo x  tada je z(x,y) funkcija jedne varijable y. Derivacije tih dviju funkcija nazivamo parcij. deriv. funkcije z(x,y).Imamo parc.der.1-og reda:

Dz/dx (x,y) = lim z(x+ Δx,y)-z(x,y)// Δx        

dz/dy(x,y)= lim z(x,y + Δy)- z(x,y)//Δy

Ako ovako dobivene derivacije ponovno deriviramo dobijemo

parcijalne derivacije drugog reda:

D2z/dx2 ili zxx“ ili zxx
d2z/dy2 ili zyy“ ili zyy
d2z/dxdy ili zxy“ ili zxy
Schwarzov (Youngov) teorem za funkciju f:R2→R: teorem: d2f/dxdy=d2f/dydx uz uvjet da su sve navedene derivacije neprekidne u promatranoj točki i njenoj okolini.

Defin. Totalni diferencijal funkcije f u točki (x,y) elem R2:(ovdje je onaj znak koji treba drugačije  napisat):-

-teorem srednje vrijednosti za funkciju dvije varijable f: D→R, D≤R2.  

Neka je A (x0,y0), B(x0+Δx,y0+Δy) elem D, tako da je i AB (dužina) ≤ D. Ako f ima neprekidne prve parcijalne derivacije na D, tada postoji bar jedna točka C na  dužini AB tako da vrijedi :

F(x0+Δx, y0+Δy) – f(x0,y0) = df/dx(c)∙Δx + df/dy(c) ∙Δy, označimo li dx=Δx, dy=Δy tada se izraz  naziva totalni diferencijal prvog reda funkcije f u promatranoj točki. Parcijalni (totalni) diferencijali aproksimiraju parcijalne priraste funkcije u nekoj točki to bolje što su diferencijali nezavisnih varijabli manji. 

Izaz za totalni diferencijal funkcije z=z( x1, x2….xn) od n varijabli: 

općenito za z  ( x1, x2….xn) je totalni diferencijal prvog reda dz=dz/dx1∙dx1 + dz/dx2 ∙dx2 + dz/dxn∙dxn (parcijalni diferencijali)

Parcijalni (totalni) diferencijali aproksimiraju parcijalne  (totalne) priraste funkcije u nekoj točki to bolje što su diferencijali nezavisnih varijabli manji.

Diferencijal drugog  reda funkcije f u točki (x,y) elem R2: 

Kako je df=fxdx+fydy, imamo 

d2f=d(df)=(df)xdx + (df)ydx = (fxxdx + fyxdy)dx + (fxydx +fyydy)dy =fxxdx2+2fxydxdy+fyydy2.

Lokalni i globalni minimum  i maksimum funkcije z=z (x,y):  z:D→R, D≤R2. Točka P0 elem. D je točka lokalnog maksimuma funkcije z ako postoji okolina točke P0, Ω (P0) takva da vrijedi: P elem Ω, P≠P0→z(P)≤z(P0)

Za< umjesto ≤ imamo strogi masimum. Slično za minimum. Okolina točke u R2 je npr.  Krug sa središtem u toj točki.

Potrebni uvjeti ekstrema funkcije f(x,y): u točki ekstrema tangencijalna ravnina je paralelna sa x-y ravninom, tj df=fxdx + fydy=0 za sve dx,,dy →fx=0, fy=0

Ti uvjeti su ispunjeni u slučaju maksimuma , minimuma i sedlaste točke.

Dovoljni uvjeti ekstrema funkcije drugog reda:d2f<0 –max,,  d2f>0- min. , d2f=fxxdx2+2fxydxdy + fyydy2

Dovoljni: 

-Maksim.:  fxx<0, fxxfyy-f2xy>0 ili H>0, -minim.:fxx>0, fxxfyy-f2xy>0 ili H>0

-sedlasta točka: fxxfyy-f2xy<0 ili H<0

-Hesseova determinanta 
(hessova matrica) je matrica drugih parcijalnih derivacija. Kako je H12=fxy=fyx=H21 (Schwarzov teor), matrica H je simetr. A pomoću nje se mogu izraziti i dovoljni uvjeti.

Postupak određivanja ekstrema:


1. rješavanjem sustava jednadžbi fx=0, fy=0 dobijemo stacionarne točke  potencijalne kandidate za točke ekstreme

2. dobivene stac.točke  uvrštavamo u dovoljne uvjete da bi ispitali koji se od slučajeva pojavljuje(min,max il sedl.točka)
3.Točke ekstreme (ili sedl točke) uvrštavamo u polaznu funkciju)

Koeficijenti parcijalne elastičnosti funkcije z=z(x,y,t): 

 koef.su definirani u odnosu na svaku varijablu posebno: 

EZ,X=x/z∙dz/dx
EZ,Y=y/z∙ dz/dy, 
EZ,T=t/z∙dz/dt. Koeficijent parcijalne elastičnosti mjeri relativnu promjenu vrijednosti funkcije uslijed promjene nezavisne varijable za 1%. Ako u i funkcije i sve varijable zadane logoritamski , tada je:EZ,X=d(logaz)/d(logax)…..

Koeficijenti parcijalne elastičnosti za funkciju potražnje: Eq1,p1

- pokazuje kako reagira potražnja dobra 1 na promjenu njegove cijene.

Koeficijenti ukrštene elastičnosti za funkciju potražnje:  Eq1,p2 i Eq1,p3 – pokazuju kako reagira potražnja dobra 1 na promjenu cijene nekog od ostalih dobara koja na nju utječu. Ako je neki koefic. Ukrštene( križne) elastičnosti pozitivan, tada su ta dva dobra supstituti a ako je negativan onda su komplementi.

Metoda  Lagnengeovih multiplikatora za nalaženje max i min funkcije f)x,y) uz ograničenje g(x,y)=b:
Formiramo Langrengeovu funkciju od 3 varijable:

 L(λ,x,y)=f(x,y)+ λ∙g(x,y), gdje je λ Langrengeov multiplikator. 

Imamo nužni uvjet: L λ=0, Lx=0, Ly=0 ( time dobijemo stacionarnu (-e) točku), i  dovoljni uvjet koji se prikazuje preko Hessove matrice

Interpretacija Lagnengeova multiplikatora -  kako je λ=dL/dq to je λ mjera osjetljivosti (brzine promjene) funkcije L u odnosu na malu promjenu ograničenja q .( navest primjer, ako se q  poveća za  onda se L ili smanji ili poveća za nešto)

Osnovni teorem diferencijalnog i integralnog računa:- neka je zadana funkcija f(x). Funkciju F(x) za koju vrijedi F΄(x)=f(x) nazivamo primitivna funkcija funkcije f(x). Postupak kojom iz zdane funkcije f(x) dobivamo njenu primitivnu funkciju F(x) nazivamo integriranje. 

F΄(x)=dF(x)/dx=f(x)=dF(x)=f(x)dx 
F(x)=∫dF(x)=∫f(x)dx

Integriranje je inverzna operacija od diferenciranja (u suštini od deriviranja koje je osnova diferenciranja). Pri tome funkciju f(x) nazivamo podintegralna funkcija. Kako je f(x)=F΄(x)=(F(x)+C)΄ to je F(x)+C za svaki C elem R primitivna funkcija funkcije f(x).

Definicija neodređenog integrala: F΄(x)=f(x)=∫f(x)dx=F(x)+C –Naziv neodređeni integral potječe od neodređene konstante C koju integral sadrži.

Metoda parcijalne integracije -  tom se metodom polazni integral izračunava djelomično( parcijalno). Pri tome nastojimo da je novi integral ∫vdu jednostavniji od polaznog ∫udv. (Sad napisi ako je u, sta je du, ako je dv sta je v)

Metoda supstitucije u integr.računu -  kod ove metode se nastoji prikladnom zamjenom varijabli , polazni integral svesti na jednostavniji (tablični) oblik 

∫f(x)dx ( x= φ(t), dx=φ΄(t)dt) 
∫f(φ(t)φ΄(t)dt

Newon- Leibnizova formula za računanje određenog integrala: osnovna formula diferenc i integral računa : 

∫(od a do b) f(x)dx = F(b)-F(a) .

Dakle određeni integral negat. funkcije y=f(x) jednak je razlici vrijednosti njene primit. funkcije u gornjoj i donjoj granici , a predstavlja mjerni broj površine lika omeđenog krivuljama y=0, x=a, x=b i y=f(x)

Računanje površine omeđene grafom y=f(x)  i pravcima x=a, x=b i osi apscisa  pomoću određenog integrala: Neka je I=(a,b) i f:I→R neprekidna funkcija. Površina omeđena sa x=a, x=b, y=0 i y=f(x): 

1) ako je f(x)≥0 za sve x elem I , tada je P=∫(od a do b) f(x)dx,što je i definicija određenog integala.

2) ako je f(x)=0 za sve x elem I , tada integriranjem dobijemo negativnu vrijednost, pa je P= - ∫(od a do b) f(x)dx = │P =∫(od a do b) f(x)dx│

3) ako  f(x) mijenja predznak na I, tada zasebno računamo one dijelove površine za koje vrijedi (a) i one za koje vrijedi (b). Na kraju dobivene rezultate zbrojimo.

Formula za izračunavanje mjernog broja površine lika omeđenog grafovima funkcija f i g i pravcima x=a, x=b: 

Površine omeđene sa x=a i x=b, y=f(x) i y=g(x).

1) ako je f(x)-g(x)≥0 za sve x elem I (I=(a,b)) tada je 

P=∫(f(x)-g(x))dx. Ako je g(x)-f(x)≥0 tada u navedenoj formuli f i g zamjene mjesta.

2) Ako f(x)-g(x) mijenja predznak na I , tada zasebno računamo one dijelove površine za koje vrijedi f(x)-g(x)≥0 odnosno one za koje je g(x)-f(x)≥0 te dobivene rezultate zbrojimo

Metoda separacije varijabli za rješavanje diferencijalnih jednadžbi: opći oblik jedne diferencijalne jednadžbe n-tog reda je:

F(x,y,y′,y′′…yn-1, yn)=0, gdje je F funkcija od n+2 varijable. Ako je n=, imamo običnu diferencijalnu jednadžbu prvog reda F(x,y,y′)=0. Neke od tih jednadžbi mogu se rješiti metodom separacije varijabli. Ova metoda provodi se u nekoliko koraka (sad navedi korake 1.korak :A(x,y)y′=B(x,y) –zadnje što je u teoriji). Ako se neki od koraka ne može provesti onda se ta jednadžba ne može riješiti ovom metodom.

1. Razlika između jednostavnog i složenog obračuna kamata, anticipativnog i dekurzivnog obračuna kamata , te anticipativnog i dekurzivnog obračuna kamata. Kakav je obračun kamata kod potrošačkog kredita, a kakav je kod zajmova,

– kamate mogu biti jednostavne i složene ovisno o glavnici koju imam za obračun kamata. Ako se kamate za svaki obračunski termin obračunavaju na istu vrijednost glavnice imamo jednostavne kamate . Ako se glavnica za obračun kamata za svako razdoblje mijenja imamo  složene kamate. U oba slučaja kamate možemo obračunavati  dekurzivno i anticipativno.Kamate možemo obračunavati na dva osnovna načina:

-anticipativno – na početku obračunskog razdoblja u odnosu na glumicu s kraja razdoblja.

-dekurzivno – na kraju obračunskog razdoblja u odnosu na glavnicu s početka razdoblja.

Po JKR kamate za tekuće obračunsko razdoblje računamo u odnosu na vrijednost glavnice sa početka prvog obračunskog razdoblja, koja je uvijek ista, pa su kamate uz fiksnu kamatnu stopu, za svako razdoblje jednake.

Po SKR kamate računamo  u odnosu na vrijednost  glavnice sa početka tekućeg obračunskog razdoblja, koja se stalno povećava, pa su kamate  uz fiksnu kamatnu stopu,  za svako razdoblje različite (sve veće). Razlog tome je pojavljivanje kamata na kamate. 

Kod potrošačkog kredita kamate se obračunavaju anticipativno po jednostavnom kamatnom računu

Kod zajmova kamate se obračunavaju  po složenom kamatno računu.

2. Objasnite relativnu i konformni kamatnjak pri složenom, dekurzivnom obračunu kamata?

Nominalna kamatna stopa – kamatna stopa vezana za jedno obračunsko razdoblje .

Kod preračunavanja na novo (kraće ili duže) obračunsko razdoblje koristi se relativna i konformna kamatna stopa.

RELATIVNA: p′ = p/m
-koristi se u jednostavn.kamatnom računu, a ponekad i u službenom.

KONFORMNA: C1=Cm→C0∙r = C0∙(r′ ) m →r =∙(r ′ )m →∙r ′ = m√r – uz konformnu kamatnu stopu kamate su na kraju polaznog razdoblja uvijek iste, bez obzira na broj ukamaćivanja.

U složeno kamatnom računu podrazumijevamo korištenje konformne kamatne stope ako nije navedeno drugačije..

3.Objasnite i izvedite formulu za konačnu ( buduću ) vrijednost glavnice Cn nakon n razdoblja ukamaćivanja, uz sl.dek obračun kamata i fiksni nominalni kamatnjak p. Uz koje uvjete možemo direktno promjeniti nominalni kamatnjak p u tu formulu, tj što moramo pretpostaviti za duljine intervala ukamaćivanja i intervala nominalnog kamatnjaka? PROBLEM:

Kolika ce biti vrijednost uložene glavnice C0 nakon n razdoblja uz kamatnjak p? obračun je sl i dek. OZNAKE:  

C ili C0= početna vrijednost glavnice

p=dekurzivna kamatna stopa

n= broj obračunskih razdoblja

In= kamate

Cn= konačna vrijednost glavnice ( vrijednost glavnice zajedno s kamatama nakon n obračunskih razdoblja)

Izvod osnovne formule:  C0=C0
C1=C0+ C0 ∙  p ∙  1/100 = C0 ( 1+p/100)=C0 ∙  r

C2=C1+ C1∙  p ∙  1/100 = C1 (1+p/100)=C1∙  r= C0 ∙ r2
Cn= Cn-1+ Cn-1∙p∙1/100 = Cn-1(1+p/100)=Cn-1∙r = C0∙rn
Cn=C0∙r2 gdje je r=1+p/100 dekurzivni kamatni faktor

Interpretacija dekurzivnog kamatnog faktora :
Za C0=1 , n=1  je Cn=1∙r1= r

Dekurzivni kamatni faktor r predstavlja vrijednost jedne novčane jedinice zajedno sa kamatama nakon jednog obračunskog razdoblja. Ostale formule složenog kamatnog računa:

Cn=C0∙rn,
r=n√Cn/C0, 
C0=Cn/rn, 
n= log(Cn/C0)//log r

In= Cn-C0= C0(rn-1)

NOMINALNI KAMATNJAK p možemo direktno primijeniti u tu formulu ako pretpostavimo da je duljina intervala ukamaćivanja jednaka duljini intervala nominalnog kamatnjaka

4. Kako izračunati konačnu vrijednost jednakih prenumeradno uplata R kroz n godina, uz godišnji, složen, dekurzivan obračun kamata i godišnji kamatnjak p : pretpostavke za izvod formule:

Periodične uplate su međusobno jednaki iznosi, koji dospijevaju u jednakim vremenskim  razmacima uz konstantnu kamatnu stopu. 

Periodične prenumerando uplate  dospijevaju početkom svakog razdoblja. Njih zamjenjujemo ekvivalentnim iznosom : njihovom konačnom vrijednošću S.  S= R∙r + R∙r2 +… R∙r3 = R∙r (1+r +…rn-1)= R∙r rn-1/r-1

Razdoblje ukamaćivana  jednako je vremenskom razdoblju dospijeća između uplata. 

5. kako izračunati konačnu vrijednost jednakih postnumerando uplata R kroz n godina, uz godišnji složen dek.obračun kamata i godišnji  kamatnjak p :  pretpostavke za izvod formule:

Periodične uplate  su međusobno jednaki iznosi koji dospijevaju jednakim vremenskim razmacima uz konstantnu kamatnu stopu. 

Periodične postnumerando uplate  dospijevaju krajem svakog razdoblja. Njih zamjenjujemo ekvivalentnim iznosom:njihovom konačnom vrijednošću S.

S= R+R∙r + R∙r2 +…+ R∙rn-1 = R (1+r + r2+ rn-1) = R ∙ rn-1/r-1

Razdoblje ukamaćivanja  jednako je vremenskom razdoblju dospijeća između uplata.

6.kako izračunati sadašnju vrijednost jednakih postnumerando isplata ili uplata R kroz n godina, uz godišnj. Slož. Dekurz. Obračun kamata i godišnji kamatnjak p. :pretpostavke za izvod formule:

Periodične isplate  su međusobno jednaki iznosi  koji dospijevaju u jednakim vremenskim razmacima uz konstantnu kamatnu stopu. 

Periodične postnumerando isplate ( ili uplate)  dospijevaju krajem svakog razdoblja. Njih zamjenjujemo ekvivalentnim iznosom: njihovom početnom ( sadašnjom) vrijednošću A.

A=R/r + R/r2 +….+ R/rn = R/rn ( rn-1 + rn-2 + ….1) = R/rn (1+….rn-1)

A=R rn-1/ rn (r-1)

Razdoblje ukamaćivanja  jednako je vremenskom razdoblju dospijeća između isplata.

7. kako izračunati sadašnju vrijednost  jednakih prenumerando isplata R kroz n godina, uz god dek slož,  obračun kamata i god kamatnjak p: pretpostavke za izvod formule:

Periodične isplate su međusobno jednaki iznosi koji dospijevaju u jednakim vremenskim razmacima uz konstantnu kamatnu topu. 

Periodične prenumerando isplate  dospijevaju krajem svakog razdoblja. Njih zamjenjujemo ekvivalentnim iznosom: njihovom početnom( sadašnjom)vrijednošću A.

A= R + R/Rn +….R/ rn-1 = R/rn-1 ( rn-1 + rn-2 +…+1)= R/rn-1 (1+….rn-1) 

A= R rn-1/ rn-1(r-1)

Razdoblje ukamaćivanja jednako je vremenskom razdoblju dospijeća između isplata.

8, Trajna (vječna ) renta -  Koliki iznos treba uložiti da bi mogli krajem svakog obračunskog razdoblja primati određeni konstantni iznos trajno ( vječno)? 

-tražimo početnu vrijednost postnumerando isplata ( beskonačno mnogo isplata)

9. Objasnite otplatu zajma u iznosu od C kuna , kojeg treba otplatiti kroz n godina, jednakim otplatnim kvotama ako je zadan god.kamatnjak  p , uz god, sl. dek obračun kamata.

Model otplate zajma jednakim otplatnim kvotama: R1=R2=….Rn= R

R1+R2+…Rn= C0→ n∙R=C0, 
R=C0/n

Za k = 1,2,…n je ostatak duga: Ck= C0-k∙R= n∙R - k∙R= (n-k)R ili

Ck= (n-k) C0/n = C0 ( 1- k/n). 

Za k= 1,2,…n  je anuitet: ak=Rk + Ik = R+Ck-1∙p/100= R+(n-(k-1))∙R∙p/100

ak= R[1+(n-k+1)∙p/100]. U otplatnoj tabeli prvo popunjavamo kolonu otplatnih kvota! Postupak popunjavanja otplatne tabele: 

R= C0/n, 
Ik= p/100 Ck-1, 
ak=R+Ik, 
Ck= Ck-1 – R

10. Objasnite otplatu zajma u iznosu od C kuna , kojeg treba otplatiti kroz n godina, jednakim anuitetima, krajem godine , ako je zadan godišnji kamatnjak p, uz god,sl. dek obračun kamata:

Model otplate jednakim anuitetima : a1=a2=…an=a

C0=a∙ rn-1/ rn(r-1) –zajam-postnumerando sadašnja vrijednost

a= C0∙rn(r-1)/rn-1 -
 anuitet

 U otplatnoj tabeli prvo popunjavamo kolonu anuiteta! Postupak popunjavanja otplatne tabele:

KAMATE= ostatak duga ∙ kamatna stopa//100 ili Ik=Ck-1∙p//100

OTPL. KVOTA = anuitet – kamate ili Rk=ak-Ik

OSTAT.DUGA = prethodni ostat duga– otplatna kvota ili Ck=Ck-1-Rk
Za zadnje ( n-to ) razdoblje vrijedi Rn= Cn-1
Cn=0

ZBROJ OTPLATNIH KVOTA=ZAJAM

R1+R2+…Rn=C0 ili Σ(od k=1 do n) Rk=C0
ZBROJ ANUITETA= UKUPNE KAMATE + ZAJAM

n∙a= I1+ I2+…In +C0  ili n∙a= Σ(od k=1 do n) + C0

Ostatak duga u k-tom razdoblju – a ∙rn-k-1/rn-k(r-1)

Veza između otplatnih kvota i anuiteta-

Rk=R1∙rk-1
Rk=Rk-1 ∙ r 

a=R1∙rn
a=Rn∙r

Veza između zajma i 1.otplatne kvote -  C0= R1∙rn-1/r-1

Ukupne kamate – n ∙ a – C0

11.Objasnite način otplate potrošačkog kredita u iznosu od C kuna uz postot.učešća p , anticip.god.kamatnjak q , kojeg treba otplatiti jednakim mj ratama kroz m mjeseci.

POTROŠAČKI KREDIT – potrošačke kredite daju banke kao i proizvoljne trgovač firme(poduzeća) za kupnju dobara ili  usluga na otplatu. Kamate se obračunavaju anticipativno po jednostavnom kamatnom računu-. Kredit se otplaćuje jednakim mjesečnim ratama. 

MJESEČNA RATA-  ukupno zaduženje/broj rata R=C2/m

Ako je q godišnja anticipat.kamatna stopa , tada je I=C1∙q(m+1)/2400 

Ako je p postotak učešća i k =q(m+1)/24(kamatni koeficijent) tada je

C(1-p/100)(1+k/100)=R∙m

IZVOD FORMULA –u izvodu korstimo da je 1+2+3…m=m(m+1)/2 

Kamat obračunavamo svaki mjesec, anticipativno na ostatak duga. Jedna mjesečna rata bez kamata je r=C1/m . Uz godišnu anticipativnu kamatnu stopu q bit ce:

1. MJ…I1=m∙r∙q∙1/1200

2. MJ…I2=(m-1) ∙r∙q∙1/1200

3. MJ…I3=(m-2) ∙r∙q∙1/1200

4. MJ…Im=(1∙r∙q∙1)/1200

UKUPNE KAMATE::

I=I1+I2+…+Im= r∙q/1200 (m+(m-1)+(m-2)+…+2+1)

= r∙g/1200 ∙m(m+1)/2 = C1/m∙ q/1200 ∙ m(m+1)/2

=C1∙q/2400 ∙ (m+1)

Ako je  p postotak učešća, tada je 

C1=C- C∙p/100 = C(1-p/100)

C2= C1+I=C1+ C1∙q//2400 (m+1)= C1+ C1/100 ∙q(m+1)//24 =

C1+ C1/100 ∙ q(m+1)//24 = C1+ C1/100 ∙k= 

C1(1+k/100) gdje je 

k= q(m+1)//24 KAMATNI KOEFICIJENT  kako je R= C2/m  tj. C2=R∙m imamo C1(1+k/100)=R∙m
 ili

C( 1-p/100)(1+k/100)=R∙m

12. Objasnite neprekidnu kapitalizaciju svote C0  kroz n godina uz godišnji kamatnjak p.

Neprekidna kapitalizacija (neprekidno ukamaćivanje) . Kamate se pripisuju glavnici svakog trenutka (neprekidno, kontinuirano).

Cn = C0 ∙  rn= C0 (1+ p/100)n
Ako je p godišnja kamatna stopa, a ukamaćivanje vršimo m puta godišnje, imamo : Cn=C0(1+p/m/100)n∙m

Uzimamo m→∞..

lim Cn= lim C0( 1+p/100m)100m∙n/100

m→∞..
m→∞

lim (1+k/100)x= ek
 = C0 ∙  e  p n/100
m→∞

FORMULA NEREKIDNOG UKAMAĆIVANJA:  

Cn= C0  ∙  e n p/100

n=broj godina

p= prosječna stopa godišnjeg prirasta  

Primjena na prirodni rast živih bića.

