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1. UVOD

Prijenos tvari i energije osnova je svih kemijsko inzenjerskih disciplina.
Kemijsko inZenjerstvo je podru€je znanosti koje znanstveno opisuje (proucava)
pojedine jediniCne operacije i same kemijske procese.

Na bazi tih prou€avanja omogucuje se razvoj, projektiranje, dimenzioniranje,
vodenje procesa te izbor uredaja i procesne opreme u kojem ¢e se proces industrijski
voditi na ekonomi¢an nacin. Kemijsko inzenjerske studije omoguéuju da se na osnovi
kvalitativhog razumijevanja kvantitativno matematicki opisuje proces.

Promatrajmo neki tehnoloSki proces u kojem se odvijaju fizikalne i kemijske pretvorbe
od polazne sirovine do kona¢nog proizvoda.

Sirovina | Reaktor —m———————| Produkti

Prije reaktora sirovinu je potrebno npr. usitniti, homogenizirati, predgrijavati,
transportirati. U reaktoru se provodi kemijska reakcija uz mijeSanje, hladenje ili
zagrijavanje. lza reaktora potrebno je pak produkte odijeliti npr. filtracijom,
destilacijom, ekstrakcijom, su$enjem, homogeniziranjem. Svi postupci kod kojih
dolazi do fizickih promjena poznati su pod nazivom tehnolosSke ili jediniéne
operacije.

Prijenos tvari i energije usko je povezan s jedinicnim operacijama koje su s
obzirom na fizikalne promjene podijeljene u tri osnovne skupine:

¢ mehanicke — koje se temelje na pojavama prijenosa koli€ine gibanja
e toplinske — koje se temelje na pojavama prijenosa topline
o difuzijske — koje se temelje na pojavama prijenosa tvari.

Ovakva podjela omogucava uoCavanje slicnosti ovih operacija. UoCena je
odredena analogija izmedu osnovnih fenomena u navedene tri skupine operacija
tako da je danas razvijen zajedniCki pristup poznat kao prijenos tvari i energije ili
fenomeni transporta. Na taj naCin omogucava se bolje razumijevanje i povezivanje
zakonitosti u jediniCnim operacijama
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2. OPCI ZAKON OCUVANJA

Kod svih promjena koje se pojavljuju u prirodi mora biti zadovoljen osnovni
uvjet oCuvanja koli€ine gibanja, energije i mase.

Promatrajmo odredeni sustav procesnog prostora V . Procesni prostor je
omedeni dio prostora kroz koji tokom vremena protjeCe neka koli€ina gibanja, tvari ili
energije. U procesnom se prostoru zbiva barem jedan od mnogobrojnih procesa koji
su po pripadnosti dio sadrzaja kemijskog inzenjerstva, a moze biti npr. Sarzni reaktor,
destilacijska kolona, zrno katalizatora, filtarski uredaj, izmjenjivaC topline itd.
Temeljne su znacajke procesnog prostora geometrijski oblik, ovisnost procesnih
varijabli o vremenu i prostornim koordinatama, vrsta procesa unutar prostora, prolaz i
prijenos koli¢ine gibanja, topline i tvari kroz procesni prostor i u njemu.

Procesni prostor

VU'- \/izl.
> V, >
XV,uI. XV,izI.
v - protok, m®s™
X, - koli¢ina gibanja, tvari ili energije izrazena po jedinici volumena tako da
imamo:
.. . . . m-v 3
- kod prijenosa koliCine gibanja: Vv - v-p, Nsm
- kod prijenosa toplinske energije: % Jm?3
.. .. m 3
- kod prijenosa tvari: v kgm
V. - generiranje koli¢ine X u kontrolnom volumenu (nestajanje ili nastajanje

koli¢ine X))

Kod promatranja procesnog prostora moguce je postaviti mikroskopsku
bilancu koja promatra infinitenzimalno male veliine i makroskopsku bilancu koja
promatra prosjecne veli€ine. U Prijenosu tvari i energije opéi zakon ocuvanja
promatra se sa makroskopskog stajaliSta, a moze se pisati u sljede¢em obliku:

dX,

V.
dt
AKUMULACIJA

vul.'Xv,ul. - Vizl.‘Xv,izl. + %

' (1)
ULAZ - 1ZLAZ + GENERACIJA

Akumulacija kolicine X u nekom procesnom prostoru jednaka je volumnom
protoku koli¢ine X koja je uSla u sustav, umanjena za volumni protok koliine X
koja je iza$la iz sustava i uve¢ana (umanjena) za generiranu koli€inu X u sustavu.

Smisao produkta V - X, :

VX, [m_LE}H [k_g} {u} )
S m S S S S
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Vidi se da produkt V~XV predstavlja brzinu procesa odnosno brzinu prijenosa i
naziva se tok (npr. toplinski tok, maseni tok ili protok itd.).

Potrebno je naglasiti da u ovisnosti o promjeni koliCine X s vremenom postoje
dva karakteristiCna procesa:

. N o aX, ,
1. kada se brzina prijenosa ne mijenja u vremenu, odnosno =0, govorimo o
stacionarnom procesu,
: . L ax, ,
2. kada se brzina prijenosa mijenja u vremenu, odnosno #0, govorimo o

nestacionarnom procesu.

Za pojasnjenje funkcionalne ovisnosti ili neovisnosti brzine prijenosa o vremenu
moze ilustrativno posluziti sljedeci primjer (istjecanje vode iz spremnika)

1. Stacionaran proces

preljev
|(> Dovodimo kapljevinu, a viSak
odvodimo preko preljeva. Razina

kapljevine u  spremniku je

z = konst. konstantna.

v = konst.
v p = konst. (za nestlacive fluide)

Prema Torricelljevom zakonu brzina istjecanja jednaka je brzini slobodnog pada s visine koja
odgovara visini stupca kapljevine u spremniku:

v = 2gz

Bududi da je razina kapljevine u spremniku konstantna (z: konst.) slijedi da je i brzina istjecanja
konstantna (v = konst.), odnosno i koligina gibanja vode konstantna (vp = konst.).
Diferenciranjem po vremenu slijedi da je:

av 0 d(vp)

2 =0
at dt

Sto znaci da je proces stacionaran.
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2. Nestacionaran proces

Nema dovodenja kapljevine pa se
razina kapljevine u spremniku
stalno smanjuje (hidrostatski tlak

je sve maniji).

U pocetku istjecanja, razina kapljevine u spremniku jednaka je z, tako da je i brzina istjecanja jednaka
vV, =429z, .
Nakon odredenog vremena t, razina kapljevine u spremniku se smanjila na z, pa je i brzina istjecanja

manja:
v, =429z,

Dakle, brzina istjecanja ovisi o razini kapljevine koja opet ovisi o vremenu, tako da je konaéno:

v =f(t) vp = f(t)
odnosno

Ll =0 d(vp) #0

at at

Sto znaci da je proces nestacionaran.

Fluks (qustoca toka)

U tehnoloskim procesima uvijek dolazi do neke vrste prijenosa: tvari, toplinske
energije ili koliCine gibanja. Do prijenosa moze docCi jedino ako postoji neka
pokretacka sila.

Na primjer:
e Da bi voda protjecala kroz cijev mora postojati razlika tlakova.
e Toplina (energija) prelazi s toplijeg na hladnije tijelo jer postoji razlika
temperatura.
e Prijenosa tvari ostvaruje se ako postoji razlika koncentracija.

Prijenos koliine gibanja, topline (energije) ili tvari odvija se sve dok se ne
postigne ravnotezno stanje. U tom trenutku vise ne postoji pokretacka sila. U
industrijskoj praksi, odnosno za sam proces, od najveceg je znaCaja brzina procesa
koja se u kemijskom inZenjerstvu izraZzava po jedinici povrSine i naziva se fluks
(gustoca toka), @.

Razlikujemo:
o fluks koli¢ine gibanja (gustoc¢a toka koli¢ine gibanja)
o fluks koli¢ine topline (gustoéa toka topline)
o fluks koli€ine tvari (gustoca toka tvari)
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Opca definicija gustoce toka je:

_X
At

odnosno:
_ koliCina gibanja, topline ili tvari

0)]
m?s

Ako produkt V~XV koji je sastavni dio zakona o€uvanja, izrazimo po jedinici povrSine, dobiva se
fluks.
. vV X
V'Xv _ TV .
A A A-t

AnalitiCki izrazi za procjenu gustoce toka temelje se na Ohmovom zakonu za
jakost struje, medutim pri prou¢avanjima je potrebno uzeti u obzir i mehanizme
prijenosa koli€ine gibanja, topline i tvari.

[ U _ napon (pokretacka sila)
R elektri¢ni otpor

U tehnoloSkim (jedini¢nim) operacijama ova se modelna jednadzba zbog
neidealnosti fizickih pojava ispravlja uvodenjem koeficijenata proporcionalnosti pa je
oblik jednadzbe za gustocu toka:

»=x2 ()
y
gdje je:
A - pokretacka sila (razlika temperatura, koncentracija ili tlakova)
y - otpor koji se definira kao udaljenost to€aka u prostoru izmedu kojih se odvija
prijenos
K - koeficijent prijenosa (koeficijent proporcionalnosti)

koji predstavlja fizicka svojstva tvari, a bitno ovisi o mehanizmu prijenosa.
Cesto se odreduje eksperimentalno.
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3. MEHANIZMI PRIJENOSA

Pri prouCavanju fenomena prijenosa promatramo fluid u gibanju (rjede u
mirovanju), a brzina prijenosa energije, tvari ili koliine gibanja kod fluida u gibanju
ovisi o prirodi gibanja fluida (slojevito ili vrtlozno gibanje).

1. Molekularni mehanizam prijenosa.
Odvija se kod slojevitog gibanja fluida kada nema mijeSanja izmedu slojeva, a
gibanje se odvija kod malih brzina. Ovakav prijenos Cesto se naziva statistiCki
prijenos buduci da je uzrokovan slu€ajnim Brownovim gibanjem molekula.

2. Vrtlozni mehanizam prijenosa.
Ovakav mehanizam prijenosa koli€ine gibanja, tvari i energije Cesci je, a odvija
se kod vecih brzina kretanjem grupa molekula $to je prouzrokovano nekom
vanjskom silom (npr. mijeSanje; velika razlika tlakova koja uzrokuje pokretanje
fluida velikim brzinama pa dolazi do vrtloZenja). Kod vrtloZnog je mehanizma
vrijednost fluksa mnogo veca jer su ili pokretacka sila ili koeficijent prijenosa ili
obje vrijednosti mnogo vece.

Osnovni je koncepcijski pristup u Prijenosu tvari i energije temeljen na
analognim pojavama koje se matematiCki opisuju u principu uvijek u obliku
jednadzbe:

@zk-é
y

uz odredene modifikacije ovisno o hidrodinamickim uvjetima i geometrijskim
karakteristikama sustava.

U ovom dijelu teksta bit ¢e predoCeno kako se ta temeljna jednadzba izrazava kod
molekularnog i vrtloZnog mehanizma prijenosa koli€ine gibanja, prijenosa toplinske
energije i prijenosa tvari. Medutim, naravno da to studentima s postoje¢om razinom
znanja nece biti jasno sve dok ne prouce i naucCe cijelo gradivo kolegija Prijenos tvari
i energije. Uvidjet ¢e da se na kraju uvijek dobiva sli¢na (u principu ista) zakonitost, a
Sto ¢e biti prikazano i u zadnjem poglavlju u kojem se govori o analogiji prijenosa
koliCine gibanja, prijenosa toplinske energije i prijenosa tvari.

3.1. Molekularni mehanizam prijenosa

Vrijednosti fluksa kod molekularnog mehanizma prijenosa mogu se opcenito
izraziti pomocu jednadzbe (3), odnosno na sljedeéi nacin:

Pokretacka sila
Otpor

Fluks = Transportni koeficijent -

Transportni koeficijenti:
e kinemati¢ka difuzivnost (v),

e temperaturna difuzivnost (a), (1),
¢ masena difuzivnost (D).




PRIJENOS TVARI | ENERGIJE

Transportni koeficijenti nazivaju se joS i prijenosni koeficijenti ili koeficijenti
prijenosa, a ovise o prirodi tvari.

Pokretacka sila:

e razlika koli¢ine gibanja V-p= % =X, [kg m s'“]
) L. . m-c,-T 3
e razlika sadrzaja topline p-c, T= —y - Xy [J m ]
. . m 3
¢ razlika masene koncentracije y = v X, [kg m ]

Otpor: udaljenos to¢aka izmedu kojih se odvija prijenos.

Fluks koli¢ine gibanja

Newton: T=—V- M (5)
dy

T - smiéno naprezanje, odnosno sila po jedinici povrsine, Nm™

v - kinemati¢ka viskoznost, m? s™

y - udaljenost, m

Vp = % - koli¢ina gibanja po jedinici volumena, kgm?* s™

Fluks koli¢ine energije (topline)

dT

Fourier: q=-1-— (6)
dy
Buduci da se koeficijent toplinske vodljivosti moze izraziti na sljedeci nacin:
A=a-p-c, (7)
jednadzba (6) poprima oblik:
d(p CpT)
q=-a—_— (8)
Yy
q - gustoca toplinskog toka, W m™
a - koeficijent temperaturne vodijivosti, m? s™
c, - specifiéni toplinski kapacitet, Jkg™' K™
pc,T - koli¢ina topline po jedinici volumena, kgm?® s™
Fluks koli¢ine tvari
Fick: n=-D- ar (9)
dy
n - gustoéa toka tvari, kgm=s™
D - koeficijent difuzije, m? s™
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14 - masena koncentracija, kgm™

U jednadzbama (5), (6), (8) i (9) predznak (-) znaCi da se prijenos odvija u smjeru
smanjenja koli€ine gibanja, temperature ili koncentracije.

3.2. Vrtlozni mehanizam prijenosa

Fluks se kod vrtloznog mehanizma prijenosa tvari moze izraziti koriStenjem
jednadzbe (3) kao i kod molekularnog mehanizma prijenosa, medutim transportni
koeficijenti ovise ne samo o prirodi tvari ve¢ dolazi do izrazaja i utjecaj okoline,
geometrija sustava i brzina strujanja. Kao posljedica utjecaja navedenih parametara
javlja se ofpor te se transportni koeficijent moze izraziti u sljede¢em obliku:

Transportni koeficijent kao materijalna konstanta _
Otpor

Transportni koeficijent =

odnosno @ =«x"A gdjeje «'= x
y

Transportni koeficijenti mogu se odrediti samo empirijski. U nekim slucajevima
kada se ne mogu egzaktno odrediti odredene zakonitosti u kojima se pojavljuju teSko
definirani koeficijenti, primjenjuje se tzv. dimenzijska analiza.

Fluks koli¢ine gibanja

2 2 2
r=f YL VsP_ VP |pgg] (10)
2 2
2
v2p - dinamicki tlak (kinetiCka energija fluida izrazena po jedinici volumena)
f - koeficijent proporcionalnosti (trenja)
v - brzina gibanja, ms™
Vg - brzina gibanja stijenke (=0), ms™
Fluks koli¢ine topline
g=a-T-T.)  [m2s] (11)
a - koeficijent prijelaza topline, W m? K™
T - temperatura, K
T, - temperatura stijenke, K
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Fluks kolic¢ine tvari

my=k-(r-7,)  |kgm?s”] (12)

- koeficijent prijenosa tvari, ms™
- masena koncentracija, kgm™
- masena koncentracija uz stijenku, kgm™
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4. PRIJENOS KOLICINE GIBANJA

U dijelu kolegija u kojem se govori o prijenosu koliine gibanja uobi€ajeno je
razmatrati Cetiri karakteristi¢na slu€aja koji su prikazani na slici 4.3. Osobitost svakog
procesa je da se pokretackoj sili (F,) suprostavlja sila otpora (F, ili Fy).

VIS TTTTTT T T TSI TIIT TS T TTIT TS TTIS ST TTTISTTIITTI

P ITIIIIITTIITITTTTTIIT T I I TT I TIII I T TITIITITA

a — protjecanje
—————— | b — strujanje kroz
S A _o_oﬂ} sloj Cestica

= & ° ;o ¢ — strujanje u
P e iE - mije3alici

o a o =] . .

}‘1 °- }i 5 $° d - optjecanje

6 ©° o © o "o o

Slika 4.1 Karakteristi¢ni slucajevi pri prou¢avanju prijenosa koli¢ine gibanja

Veliki fizicar Isaac NEWTON (1642.-1727.) ukazao je na Cinjenicu da se
silama akcije (djelovanja, pozZeljnoga gibanja) opiru sile reakcije (sile otpora). U
mehanic¢kim tehnoloskim operacijama to izgleda ovako:

e Fluid protjeCe kroz cijev ili uredaj pod djelovanjem razlika tlakova. Medutim,
u tom se kretanju fluid tare o stijenke cijevi (uredaja), a trenje postoji i
unutar samoga fluida (o ¢emu ¢&e biti govora kasnije). To je trenje uzrocnik
otpora protjecanju.

e Pri strujanju kroz sloj Cestica npr. filtraciji, Cista se tekucina probija kroz
porozno platno (filtar) i sloj taloga na filtru. Filtar i talog stvaraju otpor
kretanju.

e Pri mijeSanju potrebno je mijeSalo okretati u nekoj tekucini (suspenziji,
emulziji) odredenom snagom da bi se tvar po zelji izmijeSala. Sama tvar
pruza otpor koji je veci §to je fluidna masa u posudi guscéa i $to je mijeSanje
brze. Da bi se uspjeSno mijeSalo, potrebno je svladati taj otpor.

e Optjecanje ili taloZenje Cestica u suspenziji djelovanjem sile teze dogada
se to brze Sto je otpor taloZzenju manji. Medutim, ako je sredina u kojoj se
dogada taloZenje guséa i viskoznija tekucina, ono je polaganije. Opet
vidimo da se otpor (ovaj put predstavljen osobitostima tekuéine u kojoj se
dogada talozenje) suprotstavlja silama koje uzrokuju talozenje Cestica.

10
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Fizikalne osnove

U kolegiju se uglavnom razmatraju ponasanja fluida u gibanju.

Fluid je tvar koja se pod djelovanjem smi¢nog naprezanja, ma kako malenoga,
neprekidno deformira.

Smi¢no naprezanje je tangencijalna komponenta povrSinske sile podijeljena s
mjernim brojem povrsine.

Neprekidna deformacija o kojoj se govori u definiciji fluida, ireverzibilna je
pojava i naziva se strujanje fluida.

Za razliku od fluida cvrsto (elasticno) tijelo se nakon deformiranja pod
djelovanjem smi¢nog naprezanja (do odredene granice), nakon prestanka djelovanja
smic¢nog naprezanja vraca u prvobitni oblik.

Djelovanjem smic¢nog naprezanja fluid u stanju mirovanja ponasa se kao i
¢vrsto tijelo i svakoj promjeni tlaka odgovara promjena volumena fluida. Razlika je u
kvantitativnom odnosu tih promjena, a prema veli€ini tih promjena fluidi se mogu
svrstati u dvije grupe:

e kapljeviti fluidi ili kapljevine

e plinoviti fluidi ili plinovi

Osnovne karakteristike kapljevina: promjenom tlaka neznatno mijenjaju volumen pa
se smatraju nestlaCivima. Smjestene u posudu koju djelomicno ispunjavaju, oblikuju
slobodnu povrsinu na granici s okoliSnom atmosferom.

Osnovne karakteristike plinova: stlaivi su. Povecanjem tlaka smanjuje im se
volumen. Smanjenjem tlaka Sire se neogranieno te u zatvorenim posudama
ispunjavaju €itav njihov volumen.

Pri prou€avanju prijenosa koli€ine gibanja, topline i tvari promatra se vanjsko
ponasanje fluida, ne ulazedi u fizikalnu strukturu materije. S tog stanovista fluid se
promatra kao neprekidna sredina ili kontinuum, koji zadrzava neprekidnost fizikalnih
svojstava prelazeci u infinitenzimalne volumene.

Kriterij za definiranje da li se neka sredina ponasa kao kontinuum je
Knudsenov broy:

/
Kn = T (13)
gdje je:
] - srednji slobodni put gibanja molekula
L - karakteristicna geometrijska dimenzija sustava koji se promatra.

Ako je Kn<0,01 plin se ponasa kao neprekidna sredina, odnosno kontinuum.

Kapljevine se uvijek smatraju neprekidnom sredinom jer ih je nemoguce toliko
razrijediti da hipoteza kontinuuma nije primjenjiva.

11
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Fizikalna svojstva fluida
GUSTOCA se opéenito definira:

p=lim —.
av—0 AV
Buduci da je kod nestlacivih fluida gusto¢a konstantna vrijedi:
m
P = V .
U praksi se koristi i relativna gusto¢a koja predstavlja omjer izmedu gustoée nekog

fluida i gustoée standardnog fluida:

d="_

pO
Kod kapljevina se kao referentna gustoCa uzima gustoa vode kod 4 °C i
atmosferskog tlaka py = 1,013 25 bara te iznosi p,(H,0)= 999,972 kg m>

(~ 1 000 kg m™).

Kod plinova se kao gusto¢a standardnog fluida uzima gustoca zraka:po(zrak)=
1,292 kg m™ (kod 0 °C i 1,013 25 bar) ili p,(zrak)= 1,204 kg m® (kod 20 °C i 1,013
25 bair).

VISKOZNOST. Svojstvo otpornosti fluida prema smicnoj deformaciji
naziva se viskoznost. Recipro¢no svojstvo fluida naziva se fluidnost.
Za objaSnjenje svojstva viskoznosti promatrajmo gibanje kapljevine izmedu dvije
paralelne Cvrste ploCe. PloCe su ravne i dovoljno velike da se ucinci rubova mogu
zanemariti. Pretpostavimo da donja plo¢a miruje dok se gornja plo¢a, pod
djelovanjem sile inercije F giba brzinom v. Zbog svojstva viskoznosti dolazi do trenja
izmedu Cestica fluida i ¢vrste povrSine te ta Cvrsta povrSina povilaci za sobom prvi
zami$ljeni sloj, taj sloj povladi za sobom drugi itd. Donja plo¢a miruje, a zbog
djelovanja sile trenja (Fy) u suprotnom smjeru nastoji zadrzati fluid u stanju
mirovanja. Zbog toga izmedu te dvije ploCe postoji kontinuirani niz zamisljenih slojeva
Cije se brzine krecu u intervalu izmedu vrijednosti brzine gornje i donje ploce.

v

Slika 4.2 Newtonov zakon viskoznosti; vektorski prikaz raspodjela brzina

pri gibanju fluida izmedu dvije ravne ploce

12
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Sila inercije potrebna da se gornja ploca giba brzinom v, :

Fep.s. 2 (14)
dy
dok je sila trenja:
dv
F.=-n-S-— 15
tr. 77 dy ( )

pri ¢emu je S povrsina ploce koja je u dodiru s fluidom.

Newtonov zakon: Sila F je proporcionalna povrSini koja je u dodiru s fluidom,
gradijentu brzine i koeficijentu proporcionalnosti.

Pri malim brzinama i vrlo malim udaljenostima plo¢a, umjesto % u jednadzbi (14)
y
mozemo pisati v pa jednadzba poprima sljedeci oblik:
y

F=pn.5.Y (16)
y
gdje je n dinamiCka viskoznost, a brzina se linearno mijenja sa promjenom
udaljenosti plo¢a. Dinamitka viskoznost ima jedinicu (Pa s), medutim Cesto se jo$
koriste tablice u kojima su jedinice za viskoznost Poise (P) ili Stokes (St):
1P=0,1Pas

1St=10*m?s™

Viskoznost fluida se izrazava i kinemati¢kom viskoznos$éu.
Veza izmedu dinamicke i kinematicke viskoznosti:

n=v-p (17)

PoviSenjem temperature bitno se smanjuje viskoznost kapljevina, dok kod plinova
ona raste.

Iz Newtonovog zakona viskoznosti (jednadzba 15) moguce je dobiti smicno
naprezanje kao omijer sile trenja i povrsine:

S dy

F dv

=—=n— 19
T=3 ndy (19)

Predznak (+) ili (-) ovisi o tome da li se promatra sila koja uzrokuje gibanje ili sila
trenja.
UvrStavanjem izraza za dinamiCku viskoznost (jednadzba 17) u jednadzbu (19)
dobijemo:
T=-V- M (20)
dy

13
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Produkt (v~p) predstavlja koli€inu gibanja izrazenu po jedinici volumena [m-vj,

tako da izraz (20) predstavlja fluks koli€¢ine gibanja. Navedeni izraz u potpunosti
odgovara opéem izrazu (jednadzba 4):

@=K~é

y
gdje - kinematicka viskoznost predstavlja trensportni koeficijent (zc)
- pokretacka sila je d(v p), (A)
- udaljenost izmedu ploca, dy je otpor y

Fluidi kod kojih smi¢no naprezanje linearno ovisi o gradijentu brzine nazivaju
se newtonski fluidi (voda, zrak, ulje itd.).
Ovisnost smi€nog naprezanja o smi¢noj brzini obi¢no se za razliCite tipove fluida
prikazuje tzv. reoloskim dijagramom.

& Binghamov fluid

5
g

= Pseudoplasticni
3 / fluid
=3

©

(=

o
2 Newtonski
'3 fluid
(7}

o

2

S \ Dilatantni

5 fluid

8

L

Idealni fluid Smiéna brzina, 7, s

Slika 4.3 Reoloski dijagram

1. Elasticna krutina napregnuta je proporcionalno veliini deformacije
(proporcionalna sili) i ne ovisi o brzini deformacije.

2. Idealni fluid je neviskozni fluid kod kojeg ne dolazi do promjene smi¢nog
naprezanja povecanjem smicne brzine.

3. Newtonski fluidi ponasaju se u skladu s Newtonovim zakonom viskoznosti:

ren Y
n dy nv
4. Nenewtonski fluidi ne ponaSaju se u skladu s Newtonovim zakonom

viskoznosti.

14
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Binghamovi fluidi ne ispunjavaju uvjet fluida jer je potrebno odredeno

pocCetno naprezanje prije nego tangencijalno (smi¢no) naprezanje
postane funkcija brzine deformacije (smi¢ne brzine). Dakle, to su
plasticne tvari koje se pocinju ponasati kao fluidi tek nakon $to je
premasena odredena vrijednost tangencijalnog naprezanja. To su npr.
masti za podmazivanje, mulj otpadnih voda, glinene suspenzije itd.
Ponas$anje ovakvih fluida moze se opisati sljede¢im modelom:

dv
T:TO+77P-W (21)

gdje je 7, granica teCenja (popustanja), a , plastiCna viskoznost.
Ostwald de Waelle fluidi mogu se opisati potencijskim modelom:

dv)
T= K[WJ (22)

gdje je K indeks konzistencije, a n indeks ponasanja toka.
Kod ovih se fluida viskoznost mijenja promjenom smicne brzine pa se
stoga definira prividna viskoznost

n-1

= K-(ﬂ] . (23)
dy

Ovisno o indeksu pona$anja toka, n razlikujemo:

Pseudoplasti¢ne fluide n<1 i
Dilatantne fluide n>1.

Pseudoplasticni  fluidi  (emulzije, smole) imaju promjenjivi tok
tangencijalnog naprezanja ovisno o brzini deformacije. Tek se pri ve¢im
brzinama deformacija tok stabilizira.

Najcesci primjer dilatantnih fluida su uljene boje i tiskarsko crnilo.

15
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4.1. Zakoni o¢uvanja pri gibanju fluida

ProuCavanja pojava pri prijenosu koli€ine gibanja temelje se na zakonima
oCuvanja mase, koli€ine gibanja i mehaniCke energije, koji proizlaze iz opteg zakona
oCuvanja (Poglavlje 2.).

4.1.1. Zakon o€uvanja mase

Promatrajmo neki sustav npr. odredeni dio cijevi definiranog volumena koji
predstavlja procesni prostor.

@ @

v, Vo
A, A,
Opc¢i zakon o€uvanja:
X, : :
V. dt = Vul. 'Xv, ul. Vizl. 'Xv,izl. + Vr
AKUMULACIJA = ULAZ - IZLAZ + GENERACIJA

Koli¢ina X, izrazava masu jediniénog volumena (gustoca):

m
X, =3 =p (24)
Uvrstenjem jednadzbe (24) u opc¢i zakon o€uvanja dobiva se:
d : :
v 22 Vi Pu. =V P +V, (25)

dt

Kod stacionarnih procesa vrijedi Z—/;:O; nema nastajanja i nestajanja mase, dakle

nema generacije (V, = 0) pa iz jednadzne (25) slijedi:

Vo Pa =V P (26)
mul. = mizl. (27)

Jednadzba (27) vrijedi za sve fluide (kapljevine i plinove).
Promatramo i kaplievinu pri izotermnom strujanju (T, =T,) njena je gustoéa
konstantna (pu|'=pizl') te iz jednadZbe (26) proizlazi da je i volumni protok

konstantan (Vul. = Vm_)-
Volumni protok izrazava se kao umnozak brzine i popreCnog presjeka cijevi:
V=v,A,
Za izotermno strujanje nekompresibilnih fluida vrijedi:
V. A =v, A ==V, A

16
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iz Cega je vidljivo da su brzine protjecanja obrnuto proporcionalne povrSinama
poprec¢nog presjeka cijevi.

4.1.2. Zakon o€uvanja koli€ine gibanja

U kemijskom se inZenjerstvu promatra koli€ina gibanja izrazena po volumenu
procesnog prostora:
_ koli¢ina gibanja m-v
volumen 4

X, PR (28)

@ @

\

P+ B P2
2 S V2
A,  (povrsina plasta cijevi) A,

Op¢i zakon o€uvanja sada piSemo u sljede¢em obliku:

v d(dvl‘p) - Vul. -(Vp) u. ~Via '(VP) o Vo (29)

Budu¢i da kod stacionarnih procesa nema promjene koli€ine gibanja s vremenom

(% = 0] i uz uvjet da nema generacije (V. =0) iz jednadzne (29) slijedi:
Vul. -(Vp) u. = Vizl. -(Vp) 2 =0 (30)
Moze se pokazati da produkt V - (vp) predstavija silu:
. V.v.m v-m
V.iwp)=——=——=F
(Vo)== ==
iz Cega slijedi da se zakon o€uvanja koliine gibanja moze izraziti na sljedeci nacin:
N
> F=0 (31)
i=0

KarakteristiCne sile koje se javljaju pri gibanju fluida su sila tlaka koja uzrokuje
gibanje i sila trenja:
F, =F, +F
pi-A=p, A +7-S

Ako se Clan p, - A, prebaci na lijevu stranu gornje jednadzbe dobiva se:

Ap-A=7-S (32)
gdje je (Ap-A) sila tlaka potrebna za gibanje gluida brzinom v, a (z-S) je sila trenja
koja je uzrokovala gubitak energije koji je izrazen padom tlaka (Ap).

Dakle, zbog viskoznosti dolazi do prenoSenja koliCine gibanja na nepokretnu
povrsinu i zbog toga dolazi do pada tlacne sile u smjeru gibanja fluida.

17
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4.1.3. Zakon o€uvanja energije

Fluid u gibanju posjeduje odredenu koli€inu (sadrzaj) energije koja se u skladu
sa zakonom ocuvanja izraZava po jedinici volumena:

XV:EV:p+p-cp-T+ZAHV+%v2-p+p-g-z (33)
gdje je:
p - tlak, energija koja je ovisna o tlaku fluida, Pa=J m™
p-c, T - toplinska energija fluida, J m™
D> AH, - promjena entalpije vezana uz promjenu agregatnog stanja, J m~
%vz - p - kineti¢ka energija fluida, J m™
p-g-z - potencijalna energija, ovisna o mjestu u prostoru, J m~

Primjenom opéeg zakona oduvanja (X, =E,)

w,
VU" vizl.
» Vr |
Ev, ul. EV,izI.
Q,
V- dtv = Vul. 'Ev, ul. _\/izl. 'Ev,izL + Wv _Qv (34)

W, - dio dovedenog mehanitkog rada koji se pretvara u toplinu, J m~
Q, - odvedena toplina, J m>

U hidrodinamskom sustavu se pretpostavlja daje W, =Q, .
Pretpostavke:

Stacionaran proces di" =0

Zakon oduvanjamase V, =V,
Nadalje, kod izotermnog strujanja je T, =T,, iz Cega slijedi da je p, = p, , 0dnosno
(p'CP 'T)ul. - ('O'CP 'T)izl.

Nema promjene agregatnog stanja: ZAHV =0

pa jednadzba (33) poprima oblik:

18
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2

EV:p-g~z+p+V2'p+p-cp~T (35)

Primjenom zakona oC€uvanja (jednadzba 34) za neviskozni (idealni) fluid vrijedi:
Ey,=Evy,

2 2
poziers?) froery)
ul. izl

odnosno:
2

p~g.z+p+V2"chonst. (36)

Jednadzba (36) predstavlja jednadzZbu oCuvanja energije, odnosno Bernoullijevu
jednadzbu koja vrijedi za neviskozni (idealni) fluid, a koja se moZe iskazati rijeCima:
U zatvorenom (izoliranom) hidraulickom sustavu, zbroj svih vrsta mehanickih energija
Je stalan.

Pri gibanju realnog fluida dolazi do nepovratnog gubitka energije zbog
svojstva viskoznosti, a taj gubitak energije je u zakonu ocCuvanja ugraden u
generacijski Clan V., .

Jednadzba (36) se za strujanje realnih (viskoznih) fluida nadopunjava s

generacijskim ¢lanom:
2

vZ. Vi
P1:9-Zi+ P+ 12102102'9'224'102+ 22p+Vr (37)
gdje je: V,=E,, =p-g-h,, a h, predstavlja gubitak energije izrazen visinom
stupca kapljevine.

Podijelimo li jednadzbu (37) sa gusto¢éom dobijemo bilancu za 1 kg mase fluida u
gibanju:

2 2
z1-g+%+‘%:zz-g+%+%+hw-g (38)

Nadalje, jednadZba (38) podijeliena sa g daje hidraulicki smisao Bernoullijeve

jednadzbe:

2 2
P Vi =2Z,+ P: +V—2+hw (39)
P9 29 p-9 29
Ovaj oblik jednadzbe prakti€no je koristiti kod kapljevina u kojima su energije
pojedinih ¢lanova iskazane u obliku visina stupca fluida, odnosno vezane su za
tezinu (masu) fluida.

z, +

U jednadzbi (39):

z - geometrijska visina (geodetska); mjera za potencijalnu energiju polozaja, m
P tlacna visina; mjera za energiju statickog tlaka, m
p-g
V2
> - brzinska visina; mjera za kineti¢ku energiju, m
g
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h, - gubitak energije trenjem; mjera za gubitak energije uslijed otpora, a izrazen je
padom tlaka pri gibanju h,, = Pi=P, _ AP , m.
pg p-g

Bernoullijev zakon ocuvanja energije, gdje su energetski C¢lanovi izraZeni
odgovarajucim visinama, moZze se ilustrativno prikazati slikom:

<

<

@

N

z, §

(%2)

>

x

S E

/’, 8

z / L

1 . x
smjer

strujanja

v fluida

»
»

X

Promatra se strujanje fluida od presjeka 1 do presjeka 2. Iz slike je vidljivo da je
presjek 2 na vecoj visini tako da je potencijalna energija (izrazena geodetskom
visinom) u poloZaju 2 veéa (z, > z,).

PovrSina poprecnog presjeka cijevi na polozaju 1 je manja nego na polozaju 2 te iz
jednadzbe kontinuiteta slijedi da je brzina u presjeku 2 veca, tako da je i kinetiCka

29
Zbog svojstva viskoznosti gubi se tlaCna energija u smjeru strujanja te je p, > p,,

Py >&. Ta razlika tlakova izraZzava gubitak energije koji je izraZzen
P9 p-g
gubitkom visine h,, .

. [vﬁ v? j
energija veéa | —= > —|.
29

odnosno
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Mjerenje energetskih ¢lanova Bernoullijeve jednadzbe

Suma geodetske visine i tlacne visine naziva se piezometrijska visina (zbroj
potencijalne i tlatne energije izrazen visinom). Piezometrijska visina mjeri se pomocu

piezometrijske cijevi.

(1 (2]
p.t z-z,=h,
Z1+?é ¢ 1 42 Z+&
\ 4 v 2 pg
v

X [T
A4

Slika 4.4 Mjerenje gubitka energije (pada tlaka) pomocu piezometrijskih cijevi

Ah=h, - izrazava gubitak energije
Uz pretpostavku da nema dovodenja rada izmedu presjeka 1 i 2; presjeci su isti,
v,=V,, A=A, tadajei z, =z, i piSemo:

Z, + P =2Z,+ P +h,
P9 P9
odnosno
Ap
h, =-=£ (40)
pP-g

Pitotova cijev sluzi za mjerenje kineticke energije fluida.

PIEZOMETRIJSKA PITOTOVA CIJEV
CIJEV . . )
ahy PV
P +z 1 pg 2g
pPg v !
v=0
' )
-
_—

Slika 4.5 Mjerenje brzine strujanja fluida pomocu Pitotove cijevi

2
Ah = h,, Ah izrazava kineticki tlak [;—J
g
2
z+ P iAn=z+ P Y (41)
p-g p-9 29
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Buduci da se energetski ¢lanovi mjere na istom presjeku Z+L=konst., odnosno

P,g
h, =0, razlika razina manometarske kapljevine (Ah) izrazava kinetiCku energiju
fluida:

v2

2-g

v=y2-g-Ah (43)

Ah = (42)

te konacno:

4.2. Protjecanje

Protjecanje je strujanje fluida kroz cijev, kanal, i opcenito strujanje fluida
izmedu Cvrstih povrSina razliCitih geometrijskih karakteristika.

4.2.1. Vrste strujanja

Osborne Reynolds jo$ je koncem proslog stolje¢a istrazivao pojave pri
strujanju pomodéu jednostavnog i prakticnog uredaja. 1z spremnika u kojem se
odrzava konstantna razina kapljevine, istjeCe voda u ravnu cijev. Na ulazu u cijev
ugradena je u sredini tanka kapilara kroz koju se puSta tanku mlaz obojene
kapljevine.

voda boja

A

— ir

—> —> —>

= [SD95E%

laminarno prijelazno turbulentno

V1 < V2 < V3
Slika 4.6 Reynoldsov pokus; prikaz promjene slike strujnica

s povecCanjem brzine strujanja kapljevine
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Kod vrlo malih brzina uo€eno je da se obojena kapljevina ne mije$a izmedu slojeva,
veC da struji u sredini toka u obliku niti pa se zaklju€uje da se Cestice fluida gibaju
pravocrtno i da nema mijeSanja izmedu slojeva. To je tzv. slojevito ili laminarno
strujanje.

Povecéanjem brzine strujanja dolazi do djelomi¢nog remecenja slojevitog strujanja te
obojena tekucina struji u obliku krivudave linije. Takvo stanje strujanja naziva se
prijelazno podrucje.

Kod jos vecih brzina strujanja, poprecni presjek cijevi je jednolicno obojen Sto znadi
da je doslo do potpunog mijeSanja slojeva, do$lo je do pojave vrtloZzenja i to se
gibanje naziva vrtlozno ili turbulentno strujanje.

Reynolds je na temelju svojih eksperimenata zakljuio da brzina gibanja nije jedini
faktor koji utjeCe na vrstu strujanja vec¢ da je potrebno uzeti u obzir joS i fizikalna
svojstva tekucine, gustocu i viskoznost te promjer cijevi. Kriterij koji uzima u obzir ove
veliCine, a na temelju kojeg se definira vrsta strujanja je Reynoldsova znacajka ili
Reynoldsov broj koji se definira na sljedeci nacin:

Re=Y22 (44)
7
T
Re=Yd (45)
|4

Eksperimentalno je utvrdeno da kriticha vrijednost Reynoldsovog broja koja
predstavlja granicu izmedu laminarnog i prijelaznog podrucja pri strujanju kroz glatku
cijev iznosi Re, =2320. Postoje ekstremni sluCajevi, npr. tanka glatka kapilara
Re ~ 50 000, a strujanje je jos uvijek laminarno ili npr. izrazito hrapava povrsina cijevi
gdje je i kod Re <2320 strujanje turbulentno.

4.2.2. Laminarno strujanje

ProucCavat Ce se strujanje u horizontalnoj cijevi.

Laminarno strujanje je, kako je navedeno ranije, slojevito strujanje, strujnice
ne mijenjaju smjer te nema mijeSanja izmedu slojeva.

Prijenos koliCine gibanja uzrokovan je isklju€ivo povrSinskim trenjem. Koli€ina
gibanja se prenosi s fluida na nepokretnu povrsinu molekularnim mehanizmom $to
ima za posljedicu gubitak energije koji se izrazava padom tlaka.

Kod analize laminarnog gibanja vazno je utvrditi koja se koli€ina gibanja
prenosi na nepokretnu povrsinu, odnosno utvrditi fluks i utvrditi kakva je raspodjela
brzina. Raspodjela brzina nece biti ista ako fluid struji izmedu dvije paralelne ploce,
izmedu dvije koncentri€ne cijevi ili kroz okruglu cijev.

23




PRIJENOS TVARI | ENERGIJE

4.2.21. Raspodjela brzina pri laminarnom stacionarnom strujanju
izmedu dvije paralelne ploce

Promatrajmo strujanje fluida izmedu dvije ravne plo€e definiranih dimenzija koje su
udaljene za 2y .

Prema zakonu oCuvanja koli€ine gibanja slijedi da je suma sila koje djeluju u sustavu
jednaka nuli:

V. —d(dvtp) = Vul. : (,DVX ) ul. vizl. ) (pvx ) izl T ZFX (46)

N

>F =0

i=1

KarakteristiCne sile koje djeluju u sustavu su sila tlaka koja uzrokuje gibanje i sila
trenja koja se opire tome.
Ap-A=7-S
PovrSina A predstavlja povrSinu popre€nog presjeka izmedu dvije ploCe (A = 2y-z),
a povrSina S predstavlja povrSinu koja je u dodiru s fluidom (S = 2z-l).
Ap-2-y-z=1-2-2-1 (47)

Podijelimo li jednadzbu (47) sa (2- z) dobijemo:
=Py (48)

Ako je y =0 iz jednadzbe (48) slijedi da je =0 Sto znali da je najmanji otpor
strujanju u osi tako da je tu brzina najveéa (vmax_). Ako je pak y :% tada je smi¢no

naprezanje maksimalno (Tmax.) te je brzina strujanja prvog zamisljenog sloja uz plo¢u
jednaka nuli (pretpostavlja se da nema pojave klizanja).
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Odnos izmedu maksimalne i srednje brzine strujanja

Uvrstimo li izraz (19) koji predstavlja Newtonov zakon viskoznosti, u jednadzbu (48)

dobijemo:
ﬂ Ap 1 (49)

dy I 7

0 m a
w2
, o A Ayt d*
* I {2 8

2
gt 1
I 2n \ 4
Pad tlaka po duzini, izrazava se gradijentom tlaka koji ima negativan predznak

buduci da tlak opada s duzZinom:
AP _ P =Py _ P1— Py :[_@J

/ x1—x2_—(x2—x1) dx
te slijedi:
2
v, = _d_p l d__y2 (50)
dx) 2n \ 4
U osi strujanja y =0 te iz jednadzbe (50) slijedi da je maksimalna brzina:
vxz(—@)i-dz (51)
dx ) 8n
Kako je po definiciji protoka:
(52)

v =V 'A:Vsr. d-z
a diferencijalni protok v, -z-dy, integriranjem diferencijalnog protoka po cijelom

popre¢nom presjeku dobiva se:

_(_@j.i.dZ (53)

te slijedi da je odnos izmedu maksimalne i srednje brzine strujanja:
Vmax. _ §
v, 2

Sr.
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v=0 Y\
ty
V=V
— MaX - “--t _Apr ____________ max -
-y
T(y) v(y)
v=0 \ 4

Slika 4.7 Vektorski prikaz raspodjele smi¢nog naprezanja i brzine strujanja

u ovisnosti o udaljenosti od povrsine ploce

4.2.2.2. Raspodjela brzina pri laminarnom stacionarnom strujanju u
horizontalnoj cijevi

Promatra se laminarno strujanje fluida kroz ravnu cijev promjera R u
stacionarnim uvjetima.

Za analizu gibanja laminarnog stacionarnog toka polazna je osnova zakon oCuvanja
koli€ine gibanja.

V-% =V, -(p Vx)u,, -V, '(p vx)izl. +ZFX
d(vp)
dt

Stacionarno strujanje podrazumijeva =0 tako da se clan na lijevoj strani

jednadzbe gubi.

Buduéi da nema generiranja koliCine gibanja u sustavu (V, =0), iz zakona ocCuvanja
slijedi da su sve sile koje djeluju u sustavu u ravnotezi, odnosno: ZFX =0.

Postavljanjem bilance karakteristicnih sila u sustavu dobiva se:
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Ap-A=7-S
sila koja uzrokuje gibanje (pokretacka sila) = sila trenja (sila otpora)
r2x-p,—r®zp,=1-2-r-m-(x,-x,)

-l PP :L.[_d_pj (54)
2 X,—X, 2 dx
Granic¢ni uvjeti:
os cijevi (r=0),z=0,v, =v,,,
stijenka cijevi (r=R),7=1,,,v,=0

Izjednacavanjem Newtonovog zakona viskoznosti (r:—n-%j s jednadzbom (54)

av r dp
g EP 55
T ar 2( dxj (59)

dobijemo:

Integriranjem jednazbe (55):

dobijemo:
1 dp 2,2
vir)=—|—-—F|\R°—r 56
() 4n[dxj( ) (56)
ili
2
Vx(r):i'[—@j'/?z' 1_r_2 (57)
4n dx R
Za r =0 iz jednadzbe (57) slijedi da je u sredini cijevi maksimalna brzina strujanja:
V max :l'(_d_pj'Rz (58)
" 4p dx

Buduc¢i da je za proraCune vazna srednja brzina strujanja fluida, potrebno ju je
definirati. Polazna osnova je izraz za protok:

V=v, -A=v, -R*=x (59)
Protok se moze definirati i analiziranjem gibanja dijelica fluida lokalnom brzinom

v, (r).

— Y

v A % _____
:
v

Analizom gornje slike slijedi da se protok moze pisati kao:
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R
V:IZ-r-yz-dr-vx(r)
0

te uvrstenjem izraza za lokalnu brzinu:

R 2
V =j2-r-;z-dr-i.(—@]-(R2 )Rz -(—@]
5 4n dx 8-7n dx
Izjednaavanjem gornje jednadzbe s jednadzbom (59)
2
Vsr 'RZ T = R i (—%j
' 8:n dx
dobijemo izraz za srednju brzinu strujanja u horizontalnoj cijevi:
v, :l.(_d_pj.RZ (60)
© 8py dx
te konacno odnos izmedu maksimalne i srednje brzine strujanja:

4

max. — 2
Vsr.
Poznavanje ovog odnosa je od izuzetnog znaCaja za mjerenje srednje brzine
strujanja iz koje se odreduje i protok. Npr. pri mjerenju brzine pomocu Pitotove cijevi
mjeri se brzina u osi cijevi koja predstavlja maksimalnu brzinu strujanja iz koje se

moze izraCunati srednja brzina.

4.2.2.3. Gubitak energije pri laminarnom strujanju u horizontalnoj cijevi

Pri strujanju fluida dolazi do nepovratnog gubitka energije, a gubitak energije izrazen
je padom tlaka.
Sredivanjem izraza (60) dobijemo:

P2 8. n-v X2
_ dp =— T s . |dx
Jo="e]
I integriranjem slijedi:
8:-n-vg
p1—p2=%-(x2—x1) (61)
Zbog prakti¢nosti se uvodi:
(x, —x,)=1 - duzina cijevi
(b, —p,)=Ap - pad tlaka u cijevi
2
r=9 R -
2 4
pa iz jednadzbe (61) slijedi Hagen-Poiseuilleova jednadzba za pad tlaka:
32 UK - Vg
Ap=—— 7 (62)

Na slici 4.8. prikazana je raspodjela brzina i smi€nog naprezanja po presjeku cijevi na
temelju koje se jasno vidi da je u osi cijevi maksimalna brzina protjecanja, a smi¢no
naprezanje jednako je nuli, dok je uz stijenku cijevi obrnut slucaj.

28




PRIJENOS TVARI | ENERGIJE

T2

v=0
Slika 4.8 Vektorski prikaz brzina i smi¢nog naprezanja

u ovisnosti o poloZaju u cijevi

Iz Hagen-Poiseuilleove jednadzZbe jasno je izraZen utjecaj viskoznosti (77) u cijelom

toku. To znaci da se pri laminarnom strujanju koli€ina gibanja prenosi samo
molekularnim mehanizmom, odnosno da do gubitka energije dolazi isklju€ivo zbog
viskoznog trenja izmedu samih Cestica fluida i Cestica fluida i stijenke.

4.2.3. Turbulentno strujanje

Slika 4.6. (Reynoldsov pokus) pokazuje transformaciju laminarnog strujanja u
turbulentno. Dakle, turbulentno podrucje ostvareno je kod vecih brzina strujanja kada

se postigne neka kriticna vrijednost Reynoldsovog broja (Rekr.:2-103).

Karakteristika turbulentnog strujanja su nepravilne putanje Cestica fluida, te osim
komponente brzine u smjeru osnovnog toka, prisutne su i bocne komponente.

Prema Hinzeu turbulentno gibanje je neravnomjerno stanje strujanja u kojem
parametri strujanja podlijezu slu€ajnim promjenama u vremenu i prostoru, pri ¢emu
se statistickim metodama ovi parametri mogu osrednijiti.

Prema Tayloru i von Karmanu do turbulencije dolazi uslijed uspostavljanja
odredenog gradijenta brzine koji nastaje zbog:

e prisustva nepokretnog €vrstog tijela u strujnom polju (zidna turbulencija)
e uspostavljanja gradijenta brzine u slobodnom toku (slobodna
turbulencija)

Pri  turbulentnom strujanju se uvodi pojam vremenski osrednjeno
turbulentno strujanje. To je matematicki model strujanja u kojemu su strujnice
pravilne linije. Raspodjela osrednjenih brzina je slicna kao u laminarnom podrucju, ali
je profil vremenskih brzina bitno razliCit od profila brzina laminarnog strujanja.
Reynoldsov pokus pokazao je da je osnovna karakteristika turbulentnog strujanja
neravnomjerno pulzacijsko gibanje Cestica.
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odstupajuca
brzina

S
=
=
>
=
=

Odstupanje brzine od srednje brzine strujanja u jednoj toCki ukazuje na
nestacionarnost turbulentnog strujanja.

Ako je vrijeme dovoljno veliko u odnosu na vrijeme trajanja jednog impulsa
tada je srednja brzina mjerodavna veli¢ina. Srednja vrijednost komponente brzine (v)

je konstantna dok trenutne vrijednosti brzine (v) fluktuiraju oko srednje vrijednosti.
Trenutna brzina moze se izraziti kao funkcija srednje brzine:
v(t)=v(xy,z)+Vv'(x,y,zt)
gdje je vrijednost srednje brzine u to¢ki (x,y,z) definirana integralom:

v =%-:[v' (x,y,z,t)dt (63)

pri Cemu vrijednost { mora biti velika u odnosu na vrijeme trajanja jednog impulsa.
Srednja vrijednost odstupajucih brzina jednaka je nuli:

t
v'=%-_[v'(x,y,z,t)dt =0 (64)
0

U stvarnom turbulentnom strujanju strujnice fluktuirajuceg gibanja presijecaju
strujnice tog kvazi uredenog, osrednjenog strujanja i time se iz sloja u sloj fluida
prenosi koliCina gibanja, topline, tvari i ostale karakteristiCne veliine. Za razliku od
laminarnog strujanja, u kojem takoder postoji prijenos tih veli€ina iz sloja u sloj ali u
mikroskopskim razmjerima jer su nosioci tog prijenosa molekule, pri turbulentnom
strujanju nosioci tog prijenosa su “grozdovi’ Cestica fluida (grupe molekula) pa je i
mijeSanje odvija u makroskopskim razmjerima.

1 Vs r 1 1 VS r 1
o | | [ : |
1 1 1
1
————» I R N

laminarno turbulentno
Slika 4.9 Prikaz kvazistacionarnog vremenski osrednjenog strujanja
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4

Laminarno: Vg = %
Turbulentno: v, =(07-09)-v,,

Empirijski izraz za raspodjelu brzina pri turbulentnom strujanju:

)
V=V | 1= n=6-10
' R

Strujanje se naziva kvazistacionarno jer je ono nestacionarno ako t -0, a ako je t
dovoljno velik u odnosu na vrijeme trajanja jednog impulsa, zbog velikog broja
impulsa srednja brzina strujanja je konstantna za odredeni radijus ovojnice.
Teorija o turbulentnom te€enju nije egzaktno rijeSena pa se u praksi Kkoriste
empirijske jednadzbe.

Za objasnjenje turbulentne razmjene koli¢ine gibanja potrebno je u¢i u dublju
analizu turbulentnog gibanja.

=I

Ys = Ya

I

Ya

%ﬂ”! U}
A

<I
I

v

A

<—
vYvY

<l

 /

\ Ve
Iz slike se moze izvesti da je:
tg¢=_y=yB_lyA
dv %
a odstupajuca brzina:
, av
V=g, Ve =Ya) (65)
te:
_ _ dv — '
VB:VA+W'(yB_yA):VA+V (66)

Promatrajmo u nekom dvodimenzionalnom strujnom polju s uspostavljenim
gradijentom brzine u y smjeru, jedan makroskopski dijeli¢ fluida na polozaju y, sa
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srednjom brzinom v, . Sve dok ovaj dijeli¢ fluida ima brzinu v,, on se ponasa kao i
okolina. Pretpostavimo da je taj dijeli¢ izloZzen impulsu ¢ime mu se trenutno povecava
brzina na v, +v'. U tom trenutku nastaje vrtlog jer ¢e se taj dijeli¢ (sada vrtlog)
razlikovati od svoje neposredne okoline. Daljnje gibanje nastalog vrtloga brzinom
v, +Vv' u toj sredini bilo bi popraceno intenzivnom energetskom disipacijom
(nepovratnim gubitkom energije). Zbog toga se zbog suviSka energije vrtlog pomiée u
podruc¢je vecih brzina, podru¢je koje ima istu brzinu (polozaj y;) te se viSe ne
razlikuje od okoline.

Udaljenost od sloja iz kojeg je dijeli¢ fluida (kona¢ni volumen) posSao do sloja u
kojem se odigralo mije$anje naziva se Prandtlov put mijesanja (y, -y, =/').

Za objasnjenje fizikalnog smisla Prandtlovog puta mijeSanja potrebno je postaviti
analogiju s definicijom molekularne difuzivnosti (kinematiCke viskoznosti) koja se
moze definirati jednadzbom:

v=I-C (67)
gdje je / srednji put molekula, a ¢ srednja brzina gibanja molekula.
Analogno se moze definirati i pojam turbulentne difuzivnosti, dakle kao produkt
odstupajuce brzine i Prandtlovog puta mijeSanja:

ve =1V (68)
Prandtl je pretpostavio da je I' proporcionalno udaljenosti od stijenke:

I'=k-y
gdje je k bezdimenzijska konstanta koja se odreduje eksperimentalno. Prema
Nikuradseu k =0,36 —0,42.

Buduci da je, bez obzira na vrijednost Reynoldsove znacajke, uvijek prisutan
molekularni mehanizam prijenosa koli¢ine gibanja, ukupni fluks koli€ine gibanja zbroj
je dva fluksa koliCine gibanja:

e Fluks koli€ine gibanja u laminarnom podrucju definiran je Newtonovim

izrazom:
Tiam =77 d_V =-v: d(Vp)
dy dy
gdje je n dinamicka viskoznost, a v kinemati¢ka viskoznost (molekularna
difuzivnost).
U laminarnom strujanju otpor je isklju€ivo posljedica viskoznog trenja.

(69)

e Analogno laminarnom podrucju, fluks koli€ine gibanja u turbulentnom
podru¢ju moze se pisati kao:

Trure = 7t Z_; =—Vr %};0) (70)
gdje je n; turbulentna dinamicka viskoznost, a v; turbulentna kinematicka
viskoznost (turbulentna difuzivnost) koja se razlikuje od kinematicke
viskoznosti u laminarnom podrucju jer se Cestice gibaju i u smjeru osi y .

Zbrajanjem jednadzbi (69) i (70) dobije se ukupni fluks koliine gibanja:
dlv,
Tuk = Team ' Trure = _(V +Vr )M (71)

dy
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Turbulentni doprinos ukupnom fluksu koli¢ine gibanja u razvijenom
turbulentnom podrucju viSestruko je veéi od laminarnog doprinosa. Molekularni
mehanizam prijenosa uvijek je prisutan, a kod visokih vrijednosti Reynoldsa, prisutan
je samo u tankom sloju fluida neposredno uz stijenku, a koji se naziva hidrodinamicki
granicni sloj.

4.2.3.1. Teorija graniénog sloja

Teoriju grani¢nog sloja postavio je Ludwig Prandtl jo§ 1904. godine, a koja je i
danas temelj objasnjenja svih pojava prijenosa koliine gibanja, topline i tvari.

Pri strujanju viskoznog fluida uz nepokretnu &vrstu povrsinu zbog svojstva
viskoznosti dolazi do pojave kocCenja susjednih slojeva fluida. Kod turbulentnog
strujanja (kod visokih vrijednosti Reynoldsove znacajke) utjecaj koCenja osjetit ¢e se
samo na odredeni broj zamisljenih slojeva u blizini stijenke, dok se u ostalom dijelu
fluida na odredenoj udaljenosti od nepokretne povrSine taj utjecaj ne osjeca i u tom
dijelu fluid struji turbulentno.

Najjednostavniji slu€aj za razmatranje je strujanje preko ravne ploce.

A\ A 4

|

A IS <1 hidrodinamicki
y 5 e .o graniéni
IS dy sloj

NG hidrodinamicki
) granicni
sloj

vVvVYy

Brzina v je brzina strujanja fluida na koju se ne osjec¢a utjecaj Cvrste stijenke

(brzina nesmetanog toka fluida).
Dio fluida u kojem se, zbog svojstva viskoznosti fluida, osjeéa utjecaj

nepokretne povrSine (na taj naCin da postoji gradijent brzine ﬂ) naziva se

hidrodinamic€ki grani€ni sloj. Svojim postojanjem hidrodinamicki granicni sloj utjeCe
na prijenos tvari, topline i koliCine gibanja pruzajucéi otpor pa se zbog toga uvijek
nastoji proces voditi u takvim uvjetima da je njegova debljina $to manja.

Brzina sloja neposredno uz nepokretnu povrsSinu, uz uvjet da nema klizanja,
jednaka je nuli i povecava se s udaljeno$¢u od povrSine te asimptotski priblizava
brzini nesmetanog toka, v, .
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Dakle, Prandtl je podijelio gibanje fluida u dva podrucja:
e podrucje u kojem se osjeca utjecaj Cvrste povrsine na tok fluida
e podrucje u kojem se ne osjeca utjecaj ¢vrste povrsine na tok fluida

Graniéni sloj je vrlo tanak i unutar njega je, zbog svojstva viskoznosti, smi¢no
naprezanje vrlo veliko tako da je i gradijent brzine izrazito velik. Iznad grani€nog sloja
fluid se moze smatrati praktiCki neviskoznim, gradijent brzine je mali pa je i smi¢no
naprezanje koje je posljedica viskoznosti, vrlo malo Sto rezultira priblizno jednakim

brzinama unutar tog podrucja [? ~ 0].
y

Prandtl je svojim prouCavanjima doSao do spoznaje da struktura granicnog sloja nije
tako jednostavna ve¢ da se on na nekoj udaljenosti od pocCetka razvoja dijeli u tri

podrucja.

> Pocetak
o turbulencije
)
n
g
S Podrucje turbulentnog
-% grani¢nog sloja
)
g X
= Laminarni '@“@LZZ‘(; -
- . ~N'& =~
3 granicni sloj « ‘PQQR_UCJE -

—_——

Laminarni podsloj

\4

udaljenost od pocetka razvijanja grani¢nog sloja, x

mjesto LAMINARNO
/ spajanja PODRUCJE

\ PRIJELAZNO

TURBULENTNO PODRUCJE

PODRUCJE

Slika 4.10 Razvoj hidrodinami¢kog graniénog sloja do razvijenog,

ustaljenog toka fluida u ravnoj cijevi.

U potpuno razvijenom turbulentnom toku egzistira tzv. laminarni podsloj. To je
podrucje fluida na koji se osjeca utjecaj Cvrste povrSine zbog svojstva viskoznosti, a
nalazi se tik uz ¢vrstu povrsinu.
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Mjesto pocetka turbulencije (udaljenost od pocetnog ruba x) moZe se
definirati modificiranim Reynoldsovim brojem (Re, ):
Re, =/ X P
n
Vrijednost Re, ukazuje na hidrodinamiCke uvjete strujanja za odredeni polozaj u
smjeru strujanja x, tako da se moze smatrati lokalnom Reynoldsovom znacajkom.

(72)

Za ravnu plocu vrijedi:

Re, <2-10° laminarni grani¢ni sloj
2-10° <Re, <3-10° prijelazno
Re, >3-10° turbulentni graniéni sloj

Blasius je rjeSavanjem niza diferencijalnih jednadzbi i predlozio izraze za
odredivanje debljine hidrodinami¢kog grani¢nog sloja za ravnu plocu.
Za laminarno podrucje:

Oy = k =464 73
"~ JRe. (73)
Za turbulentno podrucje:
k-x
oy =—F—— k=0,376 74
= Ro. (74)
Utjecaj hidrodinamickih uvjeta izrazen sa Re, opcenito se moze izraziti:
1
oy ——
" ReM

Sto znacli da se debljina hidrodinami¢kog grani¢nog sloja smanjuje povecanjem
Reynoldsove znacCajke.

4.2.3.2. Univerzalna raspodjela brzina pri turbulentnom gibanju

Pri visokim vrijednostima Reynoldsove znacajke, laminarni fluks koli€ine
gibanja moze se zanemariti buduci da je viSestruko manji od turbulentnog doprinosa:
d(Vp) =Vr- v =T (75)

dy dy
Jednadzbu (75) ne bi smjeli primjeniti za turbulentno podrucje u neposrednoj blizini
stijenke, medutim buduci da je debljina grani¢nog sloja jako mala (laminarni doprinos
fluksu koli¢ine gibanja je stoga takoder vrlo mali) moZe se uzeti da je uz stijenku
Trurs = 7o CiMe se ne Cini veca pogreska.
Uvrstavanjem jednadzbe (65) u jednadzbu (68) dobijemo:

Tyk =Tture = V71 °

dv
=% == 76
Vr dy (76)
Sto uvrStavanjem u jednadzbu (75) daje:
—\2
r= /p(j—vj (77)
Y
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[
v_\r (78)

@I
Buduc¢ida je I'=k -y jednadzba (78) moze se pisati u obliku:

o
dv _,0 (79)

gdje je \/Z - brzina trenja (brzina tangencijalnog naprezanja).
Yo

Iz jednadzbe (77) slijedi:

Ovdje se ne moze govoriti 0 brzini u klasicnom smislu, medutim dimenzijski taj izraz
daje (m s'1), tako da to na neki nacin predstavlja prividnu brzinu.

Integriranjem jednadzbe (79) uz \/z =" dobijemo:
Yo
V= “I){ Iny +c (80)

Konstanta integriranja (c) iz jednadzbe (80) odreduje se iz grani¢nih uvjeta.
Jednadzba (80) moze se pisati i u obliku:
v

*

@

1
p Y+ (81)

C 7 : . L y
gdje je ¢lan — bezdimenzijska brzina i oznaava se sa v".
@

Osim bezdimenzijske brzine uvodi se i parametar polozaja, odnosno bezdimenzijska
udaljenost:

+_ @ -
y = (82)
iz Cega slijedi da je udaljenost:
vy
y="7 (83)
UvrStavanjem bezdimenzijske brzine i jednadzbe (83) u jednadzbu (81) dobijemo:
Lo vyt
v =—In——+cC
w

Sto sredivanjem daje izraz za univerzalnu raspodjelu brzina kod turbulentnog
strujanja:

+

v :klny*+c1 (84)
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Vi
LAMINARNO
PODRUCJE =
PRIJELAZNO '\//
PODRUCJE
TURBULENTNO
TURBULENTNO PODRUCJE
PODRUCJE
: ; :
10 30 10° 10° - 10°
5 10 y

Slika 4.11 Prikaz univerzalne raspodjele brzine u razvijenom toku

Za glatku cijev vrijedi (Nikuradse):

e laminarno: O<y"<5 vi=y"
e prijelazno: 5<y"<30 v =5:lIny"-3,05
e turbulentno y">30 vi=25Iny"+55

To su poluempirijske jednadZbe kojima su koeficijenti eksperimentalno
dobiveni. Ove jednadzbe daju mogucnost odredivanja brzine u bilo kojoj tocki
presjeka kroz koji turbulentno protjece kapljevina.

4.2.3.3. Gubitak energije pri turbulenthom gibanju tekucine kroz cijev
kruznog presjeka

Procjena gubitka energije, koji se izrazava padom tlaka, kod turbulentnog
strujanja vrlo je slozena zbog kompleksne slike strujnica, zbog prisutnosti granicnog
sloja i zbog laminarnog i turbulentnog doprinosa fluksu koli€ine gibanja.

lako su eksperimentalno utvrdene varijable koje utjeCu na pad tlaka, nije
poznata diferencijalna jednadzba koja opisuje pojavu prijenosa koliine gibanja.
Ukoliko nije poznata diferencijalna jednadzba koja opisuje ponasanje sustava, ali su
poznate sve varijable koje bi tvorile tu jednadZbu moguce je izvesti kriterije sli€nosti
iz predodredenog broja poznatih varijabli koriste¢i se metodom dimenzijske analize.

Dimenzijska analiza je matematicka metoda koja omogucuje da ponaSanje
nekog fizikalnog sustava izrazimo pomocu smanjenog broja varijabli. Ona ne daje
egzaktnu funkciju nego skup bezdimenzijskih znacajki u obliku tzv. bezdimenzijskih,
odnosno korelacijskih jednadzbi.
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PRINCIP SLICNOSTI

Princip sli¢nosti bazira se na saznanju da se pod sli¢nim uvjetima moraju javiti
i sli¢ne posljedice. Ako su dva fizikalna sustava sliCha, moZe se iz poznavanja jednog
predvidjeti ponaSanje drugoga. Materijalni objekti i fizikalni sustavi mogu se
okarakterizirati sa tri kvalitete: oblik, veli¢ina i sastav.Ove tri varijable nezavisne su
jedna o drugo;.

Princip slicnosti odnosi se na oblik. Pod pojmom oblika kemijski inZenjer ne
podrazumijeva samo geometrijski oblik nego i sliku strujnica, sliku temperaturnog
polja i sliku koncentracijskog polja.

Dakle, u kemijskom inZenjerstvu su vazne Cetiri sliCnosti:
geometrijska

mehanicka

termicka

koncentracijska (kemijska)

Svaka od ovih sli¢nosti, i to ovako poredanih, pretpostavlja one iznad nje
same. Npr. dva ¢e sustava biti termicki sliCcha ako su geometrijski slicha, a ako
se nalaze u gibanjima moraju biti i mehanicki slicna.

e Geometrijska slicnost

Dva su sustava geometrijski
slicna, ako za svaku toCku u
. jednom sustavu postoji
I I odgovarajuc¢a toc¢ka u drugom
sustavu.

I I,

Slicnost  moze biti
izraZzena odnosom karakteristicnih veliCina. Iz gornje slike slijedi da su dva trokuta
slicna ako je zadovoljen sljededi uvjet:

Wty a, =1, =konstanta sliCnosti
r r,
Odnos tih karakteristi¢nih veli€ina koje definiraju sustav, a ne mogu se viSe
razdijeliti (konagne su) naziva se simpleks.

¢ Mehanicka sliénost
Kada govorimo o mehanickoj sli¢nosti podrazumijevamo:
o statiCku,

e kinematicku
e ili dinamicku slicnost.
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Stati¢ka sli¢nost

Geometrijski sli¢na tijela su i staticki slicna kad su pod konstantnim tlakom
njihove relativhe deformacije takove da tijela ostaju geometrijski sli¢na.

| |

— =a, = Al, =konst.
[ e e F\ . — //J Al l

Kinematic¢ka sli¢nost

Geometrijski slicni sustavi u gibanju su kinematicki slicni kad odgovarajuce
toCke prelaze geometrijski sli€¢ne puteve u odgovaraju¢im vremenskim intervalima.

"4
v

Dinamicka sli¢nost

Geometrijski sli¢ni sustavi u gibanju su i dinamicki slicni kad su odnosi
odgovarajucih sila u odgovarajuéim to¢kama dvaju sustava u stalnom odnosu.

U prijenosu koliCine gibanja primjenjuje se dinamiCka slicnost. Dinamicka
slicnost podrazumijeva postavljanje odnosa izmedu inercijske sile (F,) koja uzrokuje

gibanje i neke sile koja se javlja u sustavu, dakle koja je karakteristiCha za odredenu
prijenosnu pojavu.

Npr. pri gibanju viskoznog fluida u cijevi kao sila otpora javija se sila trenja (F, ),
dakle viskozno trenje, te se postavlja odnos izmedu sile inercije i sile trenja.
Y
F ma " vilp
Ftl’ N S 77 . K . l2 77

(85)

(86)

Jednadzba (86) predstavlja Reynoldsovu znacCajku koja je bezdimenzijski
kriterij slicnosti. Linearna dimenzija / definira mjerodavnu geometrijsku karakteristiku
sustava (npr. kod strujanja u cijevi to je promjer cijevi d ).

Pri definiranju odvih odnosa bitno je baratati s kona¢nim, a ne s diferencijalnim
veli¢inama. Isto tako numeric¢ke konstante (npr. 7, 2) ulaze u vrijednost znacajke.

Reynoldsova znaCajka moze se definirati i na temelju odnosa fluksa koliCine
gibanja i laminarnog doprinosa fluksu koliine gibanja:
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2

veep
f-
Re = Juk _ 2 :V-/-p
v
4% 77,7 n
Za cijev vrijedi ve¢ spomenuti izraz za Reynoldsovu znacajku (jednadzba 44):
Re = Ldp
n

Vrijednost Reynoldsove znacajke ukazuje na dominiraju¢i mehanizam prijenosa.

Odnos sile inercije i sile gravitacije izrazava se Froudeovom znacajkom:

Pri strujanju realnog fluida dolazi do gubitka energije koji se izrazava padom
tlaka. Dakle, na temelju dinamicke slicnosti vrijedi:

2
12V ,
A _ma_ 1 _pY (87)
F, p-A pl p
Pri izrazavanju gubitka energije uobiCajeno je koristiti Eulerovu znacajku:
Eu=—2P (88)
p-v

Eulerova znaCajka mjera je za koliCinu izgubljene energije pri strujanju viskoznog
fluida.

e Termicka sliénost

Geometrijski slicni sustavi su i termicki slicni ako su odgovarajuce
temperaturne razlike u konstantnom odnosu, a ako su sustavi u gibanju moraju biti i
kinematic¢ki, odnosno dinamicki sli¢ni.

AT

——=a; = AT, =konst.
AT

e Koncentracijska (kemijska) sliCnost

Geometrijski i termicki sliéni sustavi su kemijski slicni ako koncentracijske
razlike medu geometrijski odgovarajuéim toCkama u oba sustava stoje u
konstantnom odnosu. Ako su sustavi u gibanju, moraju biti i dinamicki slicni.

Ac'
_=ac
Ac
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DIMENZIJSKA ANALIZA

Dimenzijska analiza matematiCka je metoda koja omogucuje da se dobiju
informacije o obliku funkcionalne ovisnosti medu veli€inama u fizickim sustavima za
koje, zbog njihove sloZenosti, ne postoje egzaktna rjeSenja. Medutim, moguce je
odrediti uvjete fiziCke sli€nosti medu zbivanjima te tako i zakone modeliranja i
prenosenja rezultata iz eksperimenata na veliko mjerilo tehnicke izvedbe. Smisao je
dimenzijske analize da se iz predodredenog broja varijabli (koje utjeCu na odvijanje
procesa) izvede korelacijska jednadzba koja povezuje bezdimenzijske znacajke i
simplekse. Pri tome je nuzan eksperiment.

Tri su osnovne metode provedbe dimenzijske analize:

e Buckinghamova metoda (7 teorem)
¢ Rayleighova metoda
e Metoda sustavnog kusanja

Napomena: U ovom kolegiju dane su samo osnovne provedbe dimenzijske analize.
OpSiran prikaz se moze naci u raznoj literaturi (npr. Tehnicka enciklopedija).

Buckinghamov teorem ili 7 - teorem osnovni je teorem dimenzijske analize i
sadrzi svu njenu bit. Osnovni je princip metode da se svaka dimenzijski homogena
funkcija od n dimenzijskih varijabli moZe svesti na zavisnost (n—r) bezdimenzijskih

produkata potencija (bezdimenzijskin grupa) pri ¢emu je r maksimalni broj
dimenzijskih varijabli koje medusobno ne mogu tvoriti bezdimenzijsku grupu,
odnosno r je minimalni broj varijabli €ijim se jedinicama mogu izraziti jedinice svih n
varijabli. Na taj se nacCin pojednostavljuje izvodenje korelacija izmedu karakteristicnih
varijabli.
Npr. ako je n=7, a r =3 tvori se korelacija izmedu n—-r =7 -3 =4 bezdimenzijske
grupe.

Dimenzijska homogenost kod dimenzijske analize podrazumijeva da svi
Clanovi jednadzbe moraju tvoriti iste dimenzije na obje strane jednadzbe.

Npr.: F=m-a
MLT?|=[M]- L T?]=MLT?|
gdje je [M] -masa
L] - duljina
[T] - vrijeme

Rayleighova metoda

Provedbu ove metode promotrit ¢emo na primjeru strujanja kroz cijev.
Eksperimentalnim je istraZzivanjima utvrdena ovisnost narinute sila, odnosno sile koja
uzrokuje gibanje fluida definiranih svojstava, brzinom v, kroz cijev odredenih
geometrijskih karakteristika.
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_— p.M

|, d e

Utvrdeno je da narinuta sila, odnosno sila otpora ovisi 0 nizu varijabli:

F :f(v, p,n,d, %, %)
gdje su %j [ % simpleksi.

Broj dimenzijskih varijabli: n=5 (F,v, p,7,d)
Broj dimenzijskih varijabli koje ne mogu medusobno dati bezdimenzijsku
grupu: r=3 (M,L,T)

M|  -masa L] - duljina [T] - vrijeme
Budu¢i da navedene varijable i simpleksi utjeCu na vrijednost sile, postavlja se
jednadzba:
N (&)
F=k-v®-p°-p°-d®|—| = 89
pen ( dj ( dj (89)
Izrazeno dimenzijama:
MLT2]=[LTF - M2] ML TF L LF (90)

(konstanta k i simpleksi ne ulaze u dimenzijsku jednadzbu).

IzjednaCavanjem eksponenata na istovrsnim dimenzijama, iz jednadzbe (90) slijede
tri jednadzbe sa Cetiri nepoznanice:

M: 1=b+c
L: 1=a-3b-c+e
T:-2=-a-c

Buduci da se u sve tri jednadZbe pojavljuje nepoznanica “c” svi eksponenti izrazavaju
se preko ove nepoznanice:

b=1-c
a=2-c¢
e=2-c
UvrStavanjem eksponenata izrazenih preko napoznanice “c” u jednadzbu (89)
dobijemo:
A
F:k'VZ-C' 1-c_ c_d2—c_ o | 91
P [ d] ( dj (91)

Grupiranjem varijabli istog eksponenta dobijemo:
Cc f g
% k.| " (Lj (fj (92)
ve-p-d v-d-p d d

U jednadzbi (92) eksponent “f” je odreden eksperimentalno i ima vrijednost jedan Sto
znaci da je ovisnost sile o simpleksu %f linearna.
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Nadalje, £=T=Ap, (d? izrazava povrsinu, tako da sila po povrsini predstavija

smic¢no naprezanje, odnosno pad tlaka), a d = (LJ pa se jednadzba (92)
v-d-p Re

moze pisati u sljede¢em obliku:

c g
ZAp k(ij [Lj(fj (93)
v, \Re) \d)\d
odnosno:
2p f(Re, f) = (94)
veep d) d

IzjednaCavanjem jednadzbe (94) i jednadzbe (88) dobijemo:
Eu = f(Re, f)-i (95)
d) d
Jednadzba (95) predstavlja bezdimenzijsku korelacijsku jednadzbu koja ukazuje na
utjecaj hidrodinamickih uvjeta i geometrijskih karakteristika na gubitak energije pri
protjecanju. Pokazalo se da broj bezdimenzijskih znacCajki stvarno odgovara:
n—r=5-3=2 (Eulerova i Reynoldsova znacajka).

Funkcionalna ovisnost f(Re, 2] izrazava se faktorom trenja &, a izraZzava utjecaj

viskoznih sila i geometrijskih karakteristika pri strujanju fluida.

g

Dogovorno je, umjesto &, uvedeno 5 tako da se % poveZe sa v’p te se na taj

nacin dobiva kinetiCka energija izrazena po jedinici volumena (jednadzba 97).

f(Re, ﬁj _e (96)
d) 2

Jednadzba (94) prelazi u oblik:

Ap &

vi.p 2 d
odnosno:

I v?.p
Mp=§- oty (97)

Jednadzba (97) omogucava procjenu pada tlaka pri strujanju kroz cijev, a naziva se
Darcy-Weissbachova jednadzba.

Ovisnost faktora trenja o Reynoldsovoj znacaijci

Kod laminarnog strujanja vrijede oba zakona, Hagen-Poiseuilleov (jednadzba
62) i Darcy-Weissbachov (jednadzba 97). IzjednaCavanjem tih izraza dobiva se:

32nlv,, | v?
7 a2’

Kracenjem i sredivanjem dobije se:
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n
- 64
: Vepd
64
= re (98)

Jednadzba (98) vrijedi za laminarno podrudje.

| '\ RAZVIJENA
Iog& i . TURBULENCIJA;
\ HRAPAVE CIJEVI

el d

LAMINARNO!  PRIJELAZNO
PODRUCJE! PODRUCJE

210° log Re

Slika 4.12 MOODYJEV DIJAGRAM — ovisnost faktora trenja o

Reynoldsovoj znacajci i relativnoj hrapavosti

Laminarno podrucje

& =f(Re)

Prilikom laminarnog strujanja fluida faktor trenja ovisi samo o Reynoldsovoj znac¢ajci i
moze se primjeniti jednadzba (98). PovrSina cijevi prekrivena je zamisljenim slojem
fluida koji prakti¢ki miruje, a Cija je debljina dovoljno velika da prekriva povrSinu cijevi,

pa nema utjecaja relativne hrapavosti (sj Zbog toga relativha hrapavost povrsSine

cijevi nema utjecaja na gubitak energije, odnosno gubitak energije je isklju€ivo
posljedica viskoznog trenja. Koli€ina gibanja se prenosi na ¢vrstu povrsinu iskljuc€ivo
molekularnim mehanizmom, a analiti¢ki izraz za fluks koli€ine gibanja je:
dv d(vp)
T=—-n—o odnosno T=—V—"—2.
dy dy

Turbulentno i prijelazno podrucje

&
é: = f[Re, E]

Kod vecih brzina dolazi do formiranja grani¢nog sloja koji se smanjuje povecanjem
brzine i udaljeno$éu, $to je izrazeno lokalnom Reynoldsovom zna&ajkom (Re,)

(jednadzba 74). Ukoliko je debljina grani¢nog sloja takva da hrapava povrsina nije u
potpunosti prekrivene laminarnim podslojem, dolazi do izraZaja i oblik, odnosno

faktor trenja ovisi i o relativhoj hrapavosti [5) Cestice koje se gibaju vrtloznim
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mehanizmom mogu doci u kontakt s povrSinom toka pa se pored mehanizma
molekularnog prijenosa koli€ine gibanja javlja i prijenos koli€ine gibanja uzrokovan
otporom oblika. Molekularni mehanizam prijenosa prisutan je samo u laminarnom
podsloju.

|zrazito turbulentno podrudje i izrazito hrapave cijevi

&= f(gj (visoke vrijednosti Re-znacajke i izrazito hrapave cijevi)

Debljina laminarnog podsloja je u odnosu na apsolutnu hrapavost zanemariva tako
da faktor trenja ovisi samo o relativnoj hrapavosti cijevi.

4.2.3.4. Gubitak energije pri turbulenthom gibanju tekucine kroz cijev
koja nije kruznog presjeka

Dimenzijskom analizom dobivena je Darcy-Weissbachova jednadzba koja
omogucava procjenu pada tlaka pri strujanju fluida u cijevi kruznog presjeka. Problem
se javlja kada cijevi nisu kruznog presjeka, Sto znaci da je potrebno definirati d .

)

A

A
A 4

Bilanca koli¢ine gibanja:

Ap-A=7-S
Promotrimo li gornju sliku vidljivo je da se povrSina plasta (S) moze definirati na
sljededi nacin:

S=0-/
gdje je O nakva$eni opseg ili nakvaseni perimetar, a / duZina cijevi pa slijedi:
Ap-A=7-0-1 (99)
odnosno:
A_zl (100)
O Ap

Promatramo |i cijev kruznog presjeka jednadzbu (99) moZemo pisati na sljededi
nacin:
.d27z

Ap =r-dr-| (101)

iz Cega slijedi:
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d -l

4 Ap
IzjednaCavanjem jednadzbe (100) i jednadzbe (102) dobijemo izraz za ekvivalentni
promjer koji se definira kao omjer izmedu Cetiri povrSine popre¢nog presjeka cijevi
kroz nakvaseni opseg:

(102)

A

d,, =4-— 103
ekv. O ( )
Uvrstimo li ovu jednadZbu u jednadzbu (97) dobijemo izraz za procjenu pada tlaka pri

strujanju fluida kroz cijev koja nema kruzni presjek:
I vip

AD=¢E- .
p é: dekv. 2

Vrijednost Re-znaCajke definira se na sljedeéi nacin:

(104)

Re — v dekv p
n

4.2.4. Protjecanje kroz cjevovod

U procesnoj industriji (i u svakodnevnom Zivotu) transport fluida odvija se kroz
cjevovod koji se sastoji od ravne cijevi i ugradenih armaturnih dijelova (ventili,
koljena, mjerni instrumenti, suZenja, proSirenja itd.), a koji uzrokuju dodatni gubitak
energije. Konstrukcija armaturnih dijelova je takova da uzrokuje naglu promjenu
smjera strujanja i vrtloZenje (prisutan je otpor oblika) $to uzrokuje gubitak kinetiCke
energije.

Ukupni gubitak energije (pad tlaka) moZze se izraziti kao suma:

APy = APrc + AP (105)
gdje je Apgc pad tlaka zbog protjecanja kroz ravne cijevi, a Ap, je pad tlaka zbog

protjecanja kroz armaturne dijelove.
Pad tlaka pri protjecanju kroz ravne cijevi definiran je jednadzbom (97):

2
APge = é d 2 £
Buduéi da je kod armature nemoguce definirati promjer, duljinu i faktor trenja, uvodi
se faktor mjesnog otpora (g“) a izraz za pad tlaka armaturnih dijelova poprima
sljededi oblik:

Apy =¢ P (106)

% - brzina s kojom fluid nastrujava na mjesni otpor.
Iz toga slijedi da je izraz za ukupni pad tlaka kroz cjevovod:

I v?. nov2.
ApUK:é:'E' 2’0"'24' 2,0
i=1

Sto se moze pisati kao:

APy = v 'p.(é. + _n ;iJ (107)
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IzjednaCavanjem Darcy-Weissbachove jednadzbe i jednadzbe (106):

I
§o=¢
slijedi:
d
I =C = 108
o 55 (108)

gdje je I, zamisljena duljina ravne cijevi promjera d koja bi pruzala isti otpor kao i

odgovarajuci armaturni dio.
Jednadzba (107) sada se moZe pisati i u obliku:

2

I+1,, v*-
Bpy =& — o= 2p (109)

4.3. Optjecanje

Optjecanje je strujanje fluida oko Cvrstog tijela. Pojave se prakticki ne razlikuju
ako je tijelo uronjeno i nepokretno u struji fluida ili se ono giba u miruju¢em fluidu,
bitno je da postoiji relativna brzina izmedu tijela i fluida. U oba slu€aja se u viskoznom
fluidu pojavljuje sila otpora koja je posljedica viskoznog trenja i otpora oblika.

Postoje dva grani¢na slucaja:

_vdgp
n

o Isti oblik, razli¢ite brzine strujanja (Re) Re

Re <1 Re >1
v "4

0
0

4> 4’

ww

) 35)

— U/

ww

granicni sloj
o Ista brzina strujanja (Re ), razliCit oblik
Vd)
N
e O -
= L/:;
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Kod malih Reynoldsa i pogodnog oblika dominira viskozno trenje, medutim
uvijek je prisutan i otpor oblika budu¢i da Cestice fluida direktno nastrujavaju na
Cvrsto tijelo. Takvo strujanje naziva se puzecée strujanje (fluid "puzi" uz povrSinu
tijela).

Kod velikih Reynoldsa i nepogodnog oblika (plo¢a) dominira otpor oblika.
Uslijed inercije Cestica fluida, zbog naglog skretanja strujnica, dolazi do otkidanja
grani¢nog sloja. Iza tijela se zadrzava nesto fluida koji se intenzivno kovitla buduci da
je u dodiru sa strujom fluida koji ga tangencijalno dodiruje pri ¢emu dolazi do
odredenog prijenosa koli€¢ine gibanja (dodatni gubitak energije).

4.3.1. Ukupni otpor ¢évrstog tijela pri optjecanju

Pri gibanju fluida oko ¢vrstog tijela (ili obrnuto) javlja se sila otpora (FD) koja je
uzrokovana pojavom viskoznog trenja (zbog svojstva viskoznosti) te otporom koji
ovisi o0 obliku tijela.

Fuk:FD:Ftr"'Fi
Sila trenja (Ftr) - zbog viskoznog trenja dolazi do gubitka energije koji se ocituje
padom tlaka (gubitak tlatne energije). Pod otporom trenja se podrazumijeva
rezultanta svih povrsinskih sila koje djeluju na povrsSinu tijela u smjeru strujanja fluida.

Viskoznost uzrokuje trenje izmedu slojeva fluida i izmedu fluida i povrSine te taj otpor
nazivamo povrsinskim trenjem ili povrsinskim otporom. (engl. skin friction)

Sila otpora oblika (F,) - Inercijski otpor, otpor oblika, gubitak kinetiCke energije.

Uzrokovan je i ovisan o obliku tijela, a jednak je zbroju svih komponenti tlaka
normalnog na povrsinu tijela. Prevladava kod vecih Reynoldsa. (engl. drag friction)

gubitak
kinetiCke
energije
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Ukupni otpor opcenito se moZze pisati kao:

F=f-p A
gdje je: f faktor ukupnog otpora (eksperimentalno odreden),
A je povrSina — kod malih Reynoldsa to je ukupna povrSina u dodiru sa
strujom fluida
— kod velikih Reynoldsa to je projekcija povrSine obrnute na
smjer strujanja
vZop

p, je kinetiCki tlak nesmetanog gibanja p, = 2

 Laminarno podrugje (Re < 1)

Ftr = f1 Py - S
gdje je f, faktor otpora s obzirom na povrsinu S.
Stokes je rijeSio skup diferencijalnih jednadzbi koje opisuju pojave pri optjecanju u
laminarnom podrucju i dobio izraz za silu otpora kod laminarnog strujanja:
F,=3-7-n-d-v (110)

F=2-7-nd-v+z-n-d-v

sila trenja silainercije
lako se radi o laminarnom podrucju, ukupna sila otpora sastoji se od sile trenja (2/3)
i sile otpora oblika (1/3). Dakle, i kod najmanjih brzina strujanja, uvijek je prisutan
otpor oblika. To je i bitna razlika u odnosu na protjecanje gdje u laminarnom podrucju
otpor oblika nije prisutan.

e Prijelazno i turbulentno podrugje (Re >1)
Odnosi se zbog sloZenosti rieSavaju dimenzijskom analizom.

Sila otpora za sva podrudja Reynoldsovog broja

= f(v, p,n,d, l//)
gdje je w sfericnost, a predstavlja odnos povrSine kugle i povrSine tijela nepravilnog
oblika istog volumena. Primjenom Rayleighove metode slijedi:

Fo=k-v® p°-n°-d°®-y' (111)
Dimenzijska jednadzba:
MLT2]=LT'F-ML2] MLt T L) (112)
Iz jednadzbe (112) slijede tri jednadzbe sa Cetiri nepoznanice:
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M: 1=b+c
L: 1=a-3b-c+e
T:-2=-a-c

“on

Buduci da se u sve tri jednadZbe pojavljuje nepoznanica “c” svi eksponenti izrazavaju
se preko ove nepoznanice:

b=1-c

a=2-c¢

e=2-c
Uvrstavanjem eksponenata izrazenih preko napoznanice “c” u jednadzbu (111)
dobijemo:

FD=k'V2_c'p1-C‘77c'd2-c'l//f (113)
Grupiranjem varijabli istog eksponenta dobijemo:
Fo n ) f
=k- : 114
V2. p.d? (v-d-pj v (114)
U jednadzbi (114) =7, U :[i
d v-d-p Re
iz Cega slijedi:
r=f(Re,y)-v’p (115)

vy AZ’D — Eu =f(Re, v) $to predstavija korelacijsku
p Vp
jednadzbu istovjetnu s korelacijskom jednadzbom pri protjecanju, a koja ukazuje na
isto znaCenje: gubitak energije pri protjecanju ovisi o hidrodinamickim uvjetima i
geometrijskim karakteristikama sustava.

Dogovorno je uvedeno da se funkcionalna ovisnost f(Re, 1//) izrazava faktorom
otpora:

Dijelienjem s v?p dobiva se

f(Re, y)=2 (116)
pa jednadzba (115) prelazi u oblik:

2

FD:CD-A-VZ’O (117)

To je izraz za silu otpora pri optjecanju. PovrSina A predstavlja projiciranu povrsinu
tijela okomitu na smjer strujanja.

50




PRIJENOS TVARI | ENERGIJE

Ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci

log C, PRIJELAZNO | RAZVIJENA

PODRUCJE : TURBULENCIJA

v
LAMINARNO !
PODRUCJE y=1 (kugla)
1 10° log Re

Slika 4.13 Ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci

Reynoldsova znacajka se za nesferi¢nu Cesticu definira na sljedeéi nacin:
Re = v dekv P
n
gdje je d,,, ekvivalentni promjer, odnosno promjer kugle koja ima isti volumen kao i
tijelo nepravilnog oblika:

(118)

T
gdje je V volumen nepravilnog tijela. Jednadzba (118) izvedena je iz definicije
volumena kugle.

Laminarno podrucje

Re <1

Koli¢ina gibanja se prenosi pretezno molekularnim mehanizmom. Gubitak energije
nastaje uslijed povrsinskog trenja (2/3) i manjim dijelom uslijed otpora oblika (1/3).
IzjednaCavanjem jednadzbe (110) i (117) dobije se ovisnost faktora otpora u
laminarnom podrucju:

d?>.z vip
3-7-n-dv=_C.- .
e °T4 2
C, - 24.p
v-d-p
24
>~ he (119)

To znaCi da u laminarnom podru¢ju nema utjecaja geometrijskog faktora Sto bi
znacilo da nije prisutan i otpor oblika, medutim taj otpor je uvijek prisutan. Na slici
4.13. se vidi da postoje odstupanja u ovisnosti.
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Prijelazno podrucije

1<Re <10°

Koli¢ina gibanja prenosi se molekularnim i vrtloZnim mehanizmom. Dolazi do
preklapanja mehanizama prijenosa, a do prijenosa koli€ine gibanja dolazi uglavnhom
zbog otpora oblika.

Podrucje razvijene turbulencije

Re >10°

Koli€ina gibanja prenosi se prakticki samo vrtloznim mehanizmom tako da su
vrijednosti faktora otpora konstantne.

Za razliku od Moodyjevog dijagrama, ovisnost faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci
je kontinuirana funkcija buduéi da su oba uzroka gubitka energije (povrSinsko trenje i
otpor oblika) istovremeno prisutni u cijelom podrucju Re-znacajki.

4.3.2. Brzina gibanja €estica (fluida)

Za provedbu vaznih mehanickih operacija izuzetno je vazno poznavati brzinu
gibanja Cestica (bilo pod djelovanjem sile teze, centrifugalne sile itd.)

Cestica zbog viskoznosti
povlaci za sobom dio
fluida te dolazi do formiranja
odredenog brzinskog
profila

A
v

| = 6d,

Ukoliko nema preklapanja brzinskih profila koje uzrokuje prisustvo dvije ili viSe
Cestica, talozenje se smatra nesmetanim. U protivnom imamo smetano talozZenje.
Opcenito se smatra da je taloZzenje nesmetano ako je / > 6d...

Da bi se ustanovili odnosi izmedu sila, postavlja se bilanca sila.
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Promatrajmo nesmetano talozenje:

I:V
F,
v
I:D
F=m % - rezultantna sila
F,=m-a -vanjska sila
F,=m,,. -a= Mpﬂuida -a - sila uzgona
Cestice
viop d*>-z7 v’p
F,=C,-A- =C,- . - sila otpora
D D 2 D Ty > P
zakuglu
N
Prema zakonu oCuvanja koli€ine gibanja vrijedi: ZFi =0
i=1
Bilanca sila:
F=F,-F,-F
2
m.ﬂ:m.a_m.pf .a_CD .A.V Pr
dt Yo, 2
2
ﬂ:a- _& _CD,A,V pf
dt P 2-m

Nakon odredenog vremena dolazi do uravnotezenja sila i brzina postaje konstantna

tj. gibanje postaje stacionarno (%=0). Gibanje Cestica se odvija samo pod

utjecajem gravitacije (a = g).

2
Yo, 2-m
d’r d*rz
m=V.p, =——
Pe 6

Za kuglu vrijedi: A= - P
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Dobije se izraz za brzinu koji vrijedi bez obzira na vrijednost Reynoldsove znacajke:
V:\/4.d'(pé_pf)'g (120)

3-p:-Cp

Uzme li se u obzirom ovisnost faktora otpora o Re-znacajci u laminarnom podrucju
(jednadzba 119) dobije se Stokesov zakon za brzinu padanja Cestica u laminarnom
podrucju pod djelovanjem gravitacijskog polja:
2 —_— .
187

v

4.4. Strujanje u mijesalici

Teorija prijenosa koli€ine gibanja pri strujanju u mijesalici takoder je temelj
pojedinih jedini¢nih operacija (mijeSanje kapljevina, suspendiranje).

MijeSanje je operacija kojom se u odredenim uvjetima Zeli postiCi u materijalu
jednoliko raspodjeljivanje u mehanickom, toplinskom i koncentracijskom smislu.

MijeSalica moze biti bilo koji reaktor ili posuda u koju je uronjeno mijesalo.

B

AN .

A
\ 4

Geometrijske karakteristike mijeSalice definirane su odnosima izmedu geometrijskih
dimenzija posude i mijeSala:

H D
8125 SZZE 83:

Qlwm

(Navedeni odnosi predstavljaju simplekse).

Sa stanovista prijenosa koli€ine gibanja potrebno je utvrditi fluks koliine gibanja koji
se prenosi te na taj nacCin utvrditi odnose izmedu energije potrebne za mijeSanje (ili
snage) i parametara koji utjeCu na ponaSanje sustava. Zbog kompleksnosti odnosa
potrebno je primjeniti dimenzijsku analizu.
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Na temelju eksperimenta utvrdena je sljedeca ovisnost:

E
<= P =f(n,t,n,0.S,,S,.5,.9)

Dimenzijskom analizom dobivena je ovisnost:
Eu,, = f(Re,,,Fr,,,S,.S,.S,)

Zbog kruznog gibanja Cestica fluida uvode se modificirane znacajke.

Reynoldsova znacajka za pravocrtno gibanje:

Re=Y 9P
n
Umjesto brzine pravocrtnog gibanja uvodi se obodna brzina:
v=d-z-n
te slijedi:
2 2
Re, = Nd"p _nd (122)
n 14

(Konstanta 7 ulazi u vrijednost znaCajke).

Eulerova znacajka (znacajka snage) izvodi se na istovjetni nacin:

Ap  ApV
viop v2.p.V
Protok se izrazava produktom A-.v, a povrSina A kao karakteristicna linearna
dimenzija na kvadrat (A = d?).

P 3 P

p-(d-z-np-Av ~p-d?.z%.n?.d*.d-z-n
P
- pn®d®

Eu =

Eu=

Eu, =N, (123)

Pri mijeSanju se zbog strujanja kapljevine i u vertikalnom smjeru mora uzeti u obzir i

utjeca; sile gravitacije koja je izrazena Froudeovom znacajkom.

V2

d-g

Fr =

Uvrstenjem obodne brzine dobiva se:
(d-z-n)
d-g

2
Fr, =19 (124)
g

Bezdimenzijska korelacijska jednadzba se sada moZe napisati:
Eu,, =k-Rey; -Fr,, (125)

Fr =
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Uvjet da mijeSanje bude efikasno je da nema vrtloga, pri tome je n=0 te se
eliminira Fr-znaCajka pa jednadzba (125) poprima sljedeci oblik:
Eu,, =k-Rey, (126)

Znacenje Eurelove znac€ajke (znacajke snage)

P
Eu,=N, =———
M P pn3 d5
Snaga predstavlja utroSenu energiju u jedinici vremena:
P = E — E =F.v
t t
Za Kkruzno gibanje:
P=F -d-z-n
Uvodenjem izraza za silu otpora:
F,=C,. AL
D D 2
vip > Vip
Euy = 3 45 3 45 = 3 45
p-n°-d p-n°-d p-n°-d
Cp -7’
Eu,, = > =k-C, (127)

Iz jednadzbe (127) vidljivo je da je Eulerova znacajka (znaCajka snage) direktno
proporcionalna faktoru otpora tako da se umjesto ovisnosti faktora otpora o
Re-znacajci moze graficki prikazati ovisnost Eu-znacajke o Re-znacajci.

A
log Eu,, | LAMINARNO!

PRIJELAZNO

" TURBULENTNO

A -
»>

log Re,,

20 500

Slika 4.14 Ovisnost znalajke snage o Re-znacajci
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(Eulerova znacCajka se naziva i znaCajka snage i oznaCava se s N, ). Vidljivo je (slika
4.14.) da kao i kod protjecanja i optjecanja, faktor otpora (odnosno Eu,,-znacajka)
opadaju s povecanjem Re-znacajke te u razvijenom turbulentnom podrucju poprimaju
konstantnu vrijednost.

Za razliite geometrijske karakteristike mijeSalica postoji i odgovarajuc¢a funkcionalna
ovisnost $to je prikazano dijagramom:

turbulentno

(S1, Sz S3)

(S1 S So)

(811 821 SS) i

4.5. Strujanje kroz sloj ¢estica

Kako je ve¢ navedeno u viSe navrata, teorija prijenosa koli€ine gibanja temelj
je brojnih jedini¢nih operacija u kojima postoji strujanje kroz sloj Cestica (filtracija,
fluidizacija, taloZenje).

Zamislimo sloj Cestica koji se sastoji od Cestica razliCitih veli€ina i oblika pri
¢emu postoji veliki broj nepravilnih pora razli€itih duzina i promjera kroz koje fluid
struji brze ili sporije Sto ovisi 0 pokretackoj sili koja uzrokuje strujanje (razlika tlakova)
te o otporu koji pruza sam sloj. Ako su Cestice krupne, tada sloj sadrzi Siroke pore i
otpor takvog sloja je relativno malen, a strujanje moze biti laminarno i turbulentno.
Medutim, ako je sloj sastavljen od finih Cestica i pore su vrlo uske Cak, i kapilarne, te
predstavljaju veliki otpor strujanju, brzina strujanja je malena te je u ovom slucaju
strujanje prakticki uvijek laminarno. Buduci da su u takvom sloju pore vrlo nepravilne,
pune izbocCina i zakrivljenja, moze se na temelju ranijih razmatranja zakljuciti da do
energetskih gubitaka dolazi i zbog povrSinskog (viskoznog) trenja i zbog otpora
uslijed oblika. Ocito je da su u ovom slu€aju prisutni i u€inci protjecanja i optjecanja.

RN

sl

Slika 4.15 Strujanje kroz porozni sloj
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Temeljni je, medutim, ovdje problem kako odrediti geometrijske karakteristike

nekog poroznog sloja, buduéi da je vrlo teSko odgovoriti:

¢ kolika je duljina pora (kapilara), /

¢ koliki je njihov promjer, d,,,

¢ kolika je veli¢ina Cestica od kojih je sastavljen sloj, d,
¢ kolika je specificna povrsina Cestica, S,

¢ Kkoliki je broj tih Cestica, n

¢ kolika je brzina strujanja u poroznom sloju, v

Zbog toga se za definiranje geometrijskih karakteristika poroznog sloja primjenjuju
pristupacne, mjerljive veliCine, a to su:

poroznost sloja (&), definira se kao udio Supljina (pora) u poroznom sloju
Voo Ve Vo Vp

= -5 - (128)
VSL VSL VSL
V.
1-e=—%
VSL
Ve =(1-¢)- Vg (129)

gdje je Vg volumen sloja, V. volumen Cvrste faze, a V volumen Supljina.
broj Cestica
_volumen svih Cestica
volumen jedne Cestice
n=(1_5)'VSL=ASL'I'(1_5) (130)

3
Vjedne estice d(’_: T

6

3

qd.
gdie je %”—v

— Vsfere *

promjer pora
Buduci da su pore nepravilnog oblika uvodi se ekvivalentni promjer pora:

A
do =4.i=4.£.1=4_ Ve —4. Vs
0 "0 s s
VSL
gdje je A, popreéni presjek pora.
dekV:4.i (131)

Sy

specificna povrsina (cjelokupna slobodna povrSina unutar sloja izrazena po
jedinici volumena sloja)

Ag 1-(1-¢) o
3 C
ds-7m
S — SUK — n- Sjedne Cestice _ 6
Y VSL VSL ASL -l
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s, =8 01-¢) (132)
de
o povrSinska brzina (va) je brzina kojom suspenzija nastrujava na povrSinu

filtarskog sredstva (A). Na taj naCin moze se izraziti brzina strujanja kroz
porozni sloj. 1z jednadZbe kontinuiteta:

vavSL
V=v-A =v, Aq
V= A'ASL'I:VA_VSL
A -l v,

v=Ya (133)
&

Na temelju zakona o oCuvanju koli€ine gibanja postavlja se bilanca sila:

pokretacka sila (sila tlaka) = sila otpora
Ap-As. =n-F,

Na temelju tako izrazenih geometrijskih karakteristika poroznog sloja, te
polaze¢i od Darcy-Weissbachove jednadzbe i izraza za silu otpora pri optjecanju

dolazi se do opce jednadzbe za pad tlaka pri strujanju kroz porozni slo;j.
Ay -1-(1-¢) vZ.p
AD-A. g=—8t Vv ) c A~
P-Ag - € dg s D 2

2
VaP (134)

gdje je C, faktor otpora strujanju kroz porozni sloj.

Jednadzba (134) omogucéava procjenu pada tlaka pri strujnju kroz porozni sloj bez
obzira radi li se o Sirokim ili uskim porama.

Ova jednadzba podsjeca na Darcy-Weissbachovu, a razlikuje se zbog slozene
geometrijske strukture sloja.

59




PRIJENOS TVARI | ENERGIJE

4.5.1. Strujanje kroz uske pore

Ranije je spomenuto da je kod poroznih slojeva, koji su sastavljeni od sitnih
Cestica, zbog velikog otpora brzina strujanja kroz pore vrlo mala, te je i strujanje
laminarno. Na temelju tih Cinjenica namece se pretpostavka da se faktor otpora moze

izvesti na sliCan nacin kao i kod protjecanja (f = g—4j i optjecanja (CD =12?—4j
e e

Pri strujanju kroz porozni sloj Reynoldsova znacajka izrazava se u modificiranom
obliku buduci da uzima u obzir slozene geometrijske karakteristike:
Va2 Gg-¢
Relzv.dekv.p_ & 3 1_8

n n

2d.v,p
3(1-¢)py

éRe‘—&
2

Re'= (135)

= (136)

Uzme li se u obzir da je kod strujanja kroz cijev, faktor otpora:
64
° " Re'
uvrsStavanjem u jednadzbu (134) dobije se:
ap_3 1-s 64 1 vip
I 2 & gVA-dc-,o de 2
3 n-(1-¢)
2
£:72 (1_;9) VA277
£ ds

Eksperimentalno je medutim utvrdeno da se u slu€aju, kada je porozni sloj sainjen
od sferi€nih Cestica, faktor otpora moze izra€unati iz jednadzbe:
160

D=5 (137)
Re
(Umjesto konstante 64 uvrStava se konstanta 160).
Uvrstavanjem u op¢u jednadzbu za pad tlaka dobiva se:
2
AP _ygo =2 Van (138)
/ £ dg

Ova jednadzZzba poznata je po svojim autorima i naziva se Carman-Kozenyjevom
jednadzbom i vrijedi za sferi¢ne Cestice.
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4.5.2. Strujanje kroz Siroke pore

U slu€aju kada je porozni sloj sacinjen od krupnih Cestica otpori strujanju su
srazmjerno mali, brzina strujanja fluida je velika te je i strujanje turbulentno. U ovim
uvjetima strujanja kroz porozni sloj, Burke i Plummer su utvrdili da je vrijednost
faktora otpora konstantna i da iznosi:

C,=23
Uvrstavanjem u jednadzbu (134) dobiva se:
Ap 1-& Vip
— =175 A (139)
/ gl de

Izvedene jednadzbe (138) i (139) predstavljaju izraze za pad tlaka (gubitak
energije) u grani¢nim uvjetima (za laminarno ili za turbulentno strujanje). Buducéi da
su u velikom broju slucajeva prisutna oba mehanizma, ukupan pad tlaka dobiva se
zbrajanjem jednadzbi, te se dobiva Ergunova jednadZzba:

2 2
AP _1g0 (1_3’9) Vall 475176 VaP (140)
/ £ ds £ de
d. 3
Pomnozim li se Ergunova jednadzba sa[ °2 1 J i pregrupiraju Clanovi tako da
pVvy 1-¢

se dobiju bezdimenzijske grupe, slijedi izraz:

d. 3 —e)
Ap2 JZe | & :180.(1—5)772+1’75
PV / 1-¢ p-V,-dg

Gl e

odnosno:

1-¢ Re
|z opcCeg izraza za pad tlaka (jednadzba 134) slijedi:
d. 3
ECD = A_p2 JZe |8 (142)
4 PV / 1-¢

Pregrupiravanjem ¢lanova u Ergunovoj jednadzbi te povezivanjem jednadzbi (136),
(141) i (142) dobiva se pogodan oblik izrazavanja faktora otpora za sloj sastavljen od
sferi€nih Cestica:

3¢, =180-2.1 1175
4 3 Re'
160
Co=—>+23 143
° Re' (143)

Grafickim prikazom CD:f(Re') dobiva se dijagram koji podsjeca na dijagram
ovisnosti faktora otpora o Reynoldsovoj znacajci kod protjecanja i optjecanja.
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10 100 Re’

Slika 4.16 Graficki prikaz ovisnosti faktora otpora o Re’

Pravci koji slijede iz Carman-Kozenyjeve i Burke-Plummerove jednadzZbe
predstavljaju asimptote Ergunove krivulje.
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5. PRIJENOS TOPLINSKE ENERGIJE

U uvodnom dijelu ovog kolegija napomenuto je da postoji fenomenoloska
analogija izmedu prijenosa koli€ine gibanja, topline i tvari. Pri tom je naglaseno da je
prijenos toplinske energije temelj toplinskih jedinicnih operacija dok je prijenos tvari
temelj difuzijskih operacija.

Op¢i zakon o€uvanja:

V- dXV = vul 'Xv ul - Vizl ’
ot : ul. )
AKUMULACIJA ULAZ - IZLAZ + GENERACIJA

XV,izI. + 7

r

Promatramo li prijenos toplinske energije, X, iz opéeg zakona oCuvanja predstavlja
koliginu topline po jedinici volumena (Q):

d : :
v 7(3 = Vul. 'Qv, ul. Vi ‘Qv,izl. +V,

PokretaCka sila procesa je razlika temperatura. Proces je stacionaran ako nema

ovisnosti temperaturnog gradijenta o vremenu [W:oj, a nestacionaran

ukoliko ovisnost postoji [%7&0). U brojnim sluajevima procesi prijenosa

topline su nestacionarni te ¢e se u ovom poglavlju opisati primjeri nestacionarnog
prijenosa topline. Intenzitet prijenosa ovisan je o pokretackoj sili, o otporima koji se
javljaju i o povrsini izmjene topline. Prou€avanje fenomenologije prijenosa usmjereno
je na sto tocnije definiranje navedenih veli€ina.

Do prijenosa topline dolazi razli€itim mehanizmima:

o Kondukcija ili toplinsko provodenje je molekularni mehanizam prijenosa
topline pri kojem su Cestice tvari u direktnom kontaktu. KarakteristiCan je za
Cvrsta tijela, a ovisan o fizikalnim svojstvima tvari, geometrijskim
karakteristikama te o lokalnim razlikama u temperaturi. Prisutan je i kod
kapljevina i plinova u mirovanju.

o Konvekcija ili prijenos topline mijeSanjem (vrtlozenjem) je vrtlozni mehanizam
prijenosa topline. Karakteristican je za fluide pri Cemu se pod konvektivnim
prijenosom topline ne podrazumijeva samo izmjena u masi fluida nego ¢ak i
znacajnije, izmjena izmedu fluida i Cvrtse povrSine. Gibanje fluida moze biti
uzrokovano lokalnim razlikama u temperaturi pa govorimo o prirodnoj
konvekciji, ili vanjskim utjecajem (narinutom silom: ventilator, pumpa mijeSanje
itd.) pa govorimo o prisilnoj konvekciji.

o Radijacija ili toplinsko zraCenje bitho se razlikuje jer se prijenos topline
ostvaruje elektromagnetskim valovima izmedu dviju povrSina razlicitih
temperatura odvojenih medijem koji omogucuje taj prijenos. Intenzitet zracenja
ovisi o temperaturi i valnoj duljini, a uglavnom se odvija u infracrvenom dijelu
spektra.
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5.1. Kondukcija

Kondukcija je mehanizam prijenosa topline svojstven Cvrstim tijelima, a odvija
se izmedu Cestica u direktnom kontaktu kada su njihove pojedinacne temperature
razliCite. Dakle, toplina se prenosi s Cestice na Cesticu molekularnim mehanizmom.
ProuCavanja se zbog jednostavnosti provode na izotropnim tijelima (ona tijela kod
kojih su fiziCka svojstva ista u bilo kojoj promatranoj tocki), a temeljne postavke se
primjenjuju na kompleksnije sustave.

Potrebno je naglasiti da ¢e se u ovom podrucju prijenosa tvari i energije Cesto
javljati i nestacionarne pojave pa su osnovne polazne jednadzbe neSto kompleksnije.

Temperatura neke tocke definirana je funkcijom temperaturnog polja:

T =f(x,y,zt)

Grani¢na vrijednost omjera temperaturnih promjena i udaljenosti izmedu

izotermnih ploha predstavlja temperaturni gradijent:

gradT = lim £:£
Ay—0 Ay dy
u uvjetima stacionarnog jednodimenzijskog provodenja topline.
(Izotermna ploha je ploha u kojoj sve toCke tijela imaju istu temperaturu.)

Buduc¢i da se u praksi toplina prenosi u svim smjerovima korektno je temperaturni

. . : I L oT
gradijent oznaCavati parcijalnim derivacijama v
Y

U ovisnosti o vremenu mogu se odvijati:

o stacionarni procesi — temperatura se u odredenoj toCki ne mijenja s vremenom

(‘(jj_: = Oj , odnosno temperaturni gradijent je konstantan (Z—T # f(t)j
y

o nestacionarni procesi — temperatura se u odredenoj toCki mijenja s vremenom

(% #* Oj , odnosno mijenja se temperaturni gradijent [Z_T - f(t)j
y
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5.1.1. Stacionarno provodenje topline kroz jednoslojni zid

ProuCavanje provodenja topline u stacionarnim uvjetima temelji se na
Fourierovu zakonu stacionarnog provodenja topline (I Fourierov zakon).

\4

y=0 y=I y
Slika 5.1

Opcenito: T =f(x,y,zt

Stacionarni uvjeti: 0 (temperatura u odredenoj toCki ne mijenja se s

ER
vremenom).

Ako se prijenos topline odvija u jednom smjeru moze se umjesto parcijalnih derivacija

pisati obiCne derivacije [ﬂJ .
dy

Promatrajmo jednodimenzijsko (smjer y) provodenje topline kroz stijenku ravne

plo€e (slika 5.1). Fourier je utvrdio da provodenje topline ovisi o razlici temperatura,
povrsini, vremenu, daljini te svojstvu tvari koja je izrazena sa koeficijentom toplinske
vodljivosti (1).

Q=f(AT,At, y, 1)

QZQ’:}L.A. _dar
t dy
Negativni predznak temperaturnog gradijenta ukazuje da temperatura opada s
udaljeno$¢u od izvorista topline.

Fourier je izveo jednadzbu:

Buduci da je % =q fluks, Fourierova jednadZzba moze se pisati i u obliku:
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q=/’t-(—£] (144)

Sto predstavlja I. Fourierov zakon.

Iz jednadzbe (144) slijedi:

Y2 T,
q-[dy=-4-[dT
Y1 T

q-(v,~y)=-2-(T,-T,)
(y2 —y1) predstavlja debljinu zida:

q-= __'(Tz _7-1)

te konacno:
A
q="-(T-T,) (145)

gdje (%) predstavlja toplinsku vodljivost, a [%j toplinski otpor.

Jednadzba (145) moze se pisati i na sljedeci nacin:
_(T,-T,) _pokretagka sila
/ otpor

A
a usporedbom sa opc¢im izrazom za fluks vidimo da u jednadzbi imamo pokretacku

silu (T, - T,) i otpor prijenosu topline (%)

Ukupno prenesena toplina je prema tome:
A

Q=7-(T1—T2)-A-t (146)
Navedeni izrazi vrijede kada je koeficijent toplinske vodljivosti konstantan u
promatranom rasponu temperatura. Ukoliko je zbog promjene temperature doslo do
velike promjene koeficijenta toplinske vodljivosti potrebno je provesti sljedecu
korekciju: -

A= -p+b-(T-T,)

gdje je T, referentna temperatura kod koje je koeficijent toplinske vodljivosti 4,

T je aritmetitka srednja vrijednost temperatura,
b je temperaturni koeficijent koji se odreduje ekperimentalno.

U prora€un se sada uzima srednja vrijednost koeficijenta toplinske vodljivosti:
A+,

2

A=

(147)

a proracun se provodi prema jednadzbi:

Qz%(n—rz)-A-t (148)
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Najbolji vodici topline su metali (srebro, bakar, zlato).

Koeficijent toplinske vodljivosti metala smanjuje se s temperaturom (osim kod
aluminija). Vrijednosti se kreéu u rasponu od 3 do 458 W m™ K.

Kod gradevinskih izolacijskih materijala te se vrijednosti kreCu u rasponu od
0,02 do 3W m™ K™, a ovisno o udjelu $upljina u materijalu te o vlaznosti ovisi i porast
koeficijenta toplinske vodljivosti sa temperaturom.

Koeficijent toplinske vodljivosti kapljevina u pravilu opada s porastom
temperature (osim kod vode i glicerola), a vrijednosti se kre¢u u rasponu od 0,08 do
0,65 W m" K"

Plinovima raste toplinska vodljivost s porastom temperature, a vrijednosti
koeficijenta su u rasponu od 0,05 do 0,6 W m™ K.

5.1.2. Stacionarno provodenje topline kroz viseslojni zid

Uvjet stacionarnosti:

ar =0 odnosno g =konst. odnosno a@Q = konst.
dt dt
iz dega slijedi: Q=Q,=Q,=--=Q,
S obzirom na sliku 5.2 jednadZbu (146) moZemo pisati za svaki sloj na sljedeci nacin:
A
Q =/_1'(T1 _Tz)‘A
1
A
Q, =/_2'(T2 _T3)'A
2
A
Q, :I_S'(Ts _T4)'A
3
A
T . .
ME A, A

\ 4

Slika 5.2
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Buduci da je koli¢ina prenesene topline konstantna mozemo pisati:
: /
Qi s =A-(T,-T,)
2’1 12 13
odnosno:
A'(T1 _T4)
Ll I
A A, A,
Strmina pada temperature u pojedinom sloju odredena je svojstvima sloja odnosno
vrijednoSc¢u koeficijenta toplinske vodljivosti samog sloja (}t) Zelimo li jednadzbu
(149) pisati opcenito za n slojeva te uz konstantnu povrsinu izmjene topline, ona ¢e
imati sljedeci oblik:

Q= (149)

Q':A'(7;1_/Tn+1) (150)
2

. . . Ay
) ukupni pad temperature odnosno ukupna pokretacka sila, a Z—’

i=1 7Y

gdje je (T, -T,

n+1

je ukupni toplinski otpor.
Na temelju Q =konst., A=konst., vrijedi:

%M'A:%'(E_Tz)"q:/}_z'(n_Ts)'A:/}_3'(T3_T4)'A
uk 1 2 3
odnosno:
AT, AT, AT, AT,
Ru h Ll
A4 A, As
dakle:
ATuk — ATlok (151)
Ruk Rlok

Ova zakonitost je od izuzetnog prakticnog znacaja jer se npr. na temelju
ukupne razlike temperatura i ukupnog toplinskog otpora mogu procijeniti vrijednosti
lokalnih temperatura.

Toplinski tok kroz viSeslojni zid moze se aproksimirati homogenim zidom, ali je tada
potrebno uzeti ekvivalentni koeficijent toplinske vodljivosti:

2./
i=1
zL‘
ia A
pa se jednadzba (150) moZze pisati u sljedecem obliku:
Q=/1ekv AAT,

5

i=1

A

S .

ekv

(152)

=
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5.1.3. Kondukcija kroz zakrivljene (cilindri€ne) povrsine

Ukoliko se toplina provodi kroz zakrivljene povrSine (npr. kroz stijenku cijevi
kruznog presjeka), osnovni je problem definirati mjerodavnu povrSinu izmjene topline.
NajCesCe se uzima srednja vrijednost povrSine temeljena na srednjem polumjeru
(promjeru). Kod tankih zidova to nema znacajnijeg utjecaja.

| ovdje je moguce primijeniti jednadzbu

%‘ (146):
2 0=t ir ) At

A / ali je potrebno definirati povrsinu:
1
Q=44 AT (153)
Slika 5.3 r,—r,

/

Ako je L < 2 (kod cijevi tankih stijenki) koristi se aritmeti¢ka sredina polumjera:
ru
_r
2

r=r,

Ako je :—V>2 (kod cijevi debelih stijenki) koristi se logaritamska srednja vrijednost

polumjera:

Srednja povrsina definira se na sljedeéi nacin:

A=2-r-z-L
Uvrstimo li izraz za srednju povrSinu i srednji promjer (logaritamski ili aritmeticki) u
jednadzbu (153) dobijemo:

e zar=r Q=a-AT- Dt 1 (154)
r,—ry
_ : 2
. za r=ry,, Q=A4-AT- . L (155)
In—
r

u

Koristimo li umjesto polumjera promjere, jednadzbu (155) mozemo pisati na sljedeci
nacin:

(T, -T,)

T 1
2.-r-L A

Q= d

| \

d,
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Za viSeslojni cilindri¢ni zid opcéenito se navedene jednadzbe mogu pisati na sljedeci
nacin:
Q — (T1 B Tn+1 )
1 . ii -In d’“
2 v/ L i=1 /1,- di

Koeficijent toplinske vodljivosti se za viSeslojni zid moze aproksimirati homogenim
zidom:

5.1.4. Nestacionarna kondukcija

Ako pri provodenju topline kroz sustav, toplinski fluks, odnosno temperatura u
promatranoj toCki predstavlja funkciju vremena, tada se prijenos topline odvija u
nestacionarnim uvjetima. Dakle, gradijent temperature promatrane toCke mijenja se i
S vremenom.

Promatrajmo procesni prostor, a zbog jednostavnosti neka to bude
paralelopepid s dimenzijama dx,dyidz.

, A (QV) L > dz _@v )<+dx
dx v
/ X
y
Slika 5.4

S obzirom na op¢i zakon o€uvanja vrijedi:

aQ . .
v dtv =V Quu —Via Qi +V,
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odnosno:

o, (. : .
ot @) -la), +@ ) l+v. (156)

Parcijalne derivacije uvode se buduci da su promjene prisutne u svim smjerovima.

%

Toplina koja se akumulira u procesnom prostoru:
oQ, =c,-p-0T

Volumen procesnog prostora moze se pisati:
V=dx-dy-dz

Promjena topline u smjeru osi x definira se na sljedeci nacin:

Ulaz: Q, :+/1~£-dy-dz
ox
. . 2
Izlaz: Qo =Q, +aQX -dx:+}t-£-dy-dz—/1-q-dx-dy-dz
X ox ox

. . 2
ULAZ - IZLAZ: (QX —QMX): 88C))(x -dx =+4 -ZTZ-dx -dy -dz

Uvrstimo li gore navedene jednadzbe u jednadzbu (156) dobijemo sljededi izraz:

2

c, -,o~£-dx-dy-dz=—/’t-ﬂdy-dz+/1~£~dy-dz+/1~a Z-dx-dy-dz+V,
ot oX oX oX

Buduci da nema izvorista topline, nema ni generacije topline paje V. =0.
Podijelimo li gornju jednadzbu sa (dx-dy -dz) isa (c, - p) dobijemo:

oT A 0T

_ = _|_ .

ot p-C, ox?

—
a

Analogni izrazi mogu se napisati i za prijenos topline u smjerovima y i z pa se
dobiva ukupna promjena temperature:

dT A o0°T o°T o°T

—= : + +

dt p-c, \ox* oy® oz

(157)

odnosno:

9T _ v (158)
dt

gdje je a koeficijent temperaturne vodljivosti.

Jednadzba (158) predstavlja /I Fourierov zakon, a uzima u obzir nestacionarnost
procesa i provodenje topline u smjeru osi x,y i z.

Ako se prijenos topline odvija u jednom smijeru i ako je proces stacionaran dobiva se
| Fourierov zakon (jednadzba 144).
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Neka se prijenos topline odvija samo u smjeru osi x uz pretpostavku da je proces

stacionaran ﬂ=O :
at

0~ A o°T
pc, ox°
MnoZenjem sa (p cp) dobiva se:
2
2T
oX
te integriranjem:
qg=—-1- 88_T (I. Fourierov zakon)
X

Ovaj zakon se moze izraziti i supstitucijom a= L:
PC,

8(,0 CpT)

q oX

5.1.4.1. Analiticka rjeSenja pri nestacionarnoj kondukciji

Prije analize nestacionarne kondukcije potrebno je ukazati na neke njene
znaCajnosti. Kod nestacionarne kondukcije znacajan je faktor vrijeme izloZenosti
temperaturnoj promjeni. Promatrajmo tijelo uronjeno u vruc¢u vodu.

T x,=0,5

x,=0,5

1]
—

X,

\ 4

Slika 5.5

Promotrimo li sliku 5.5 vidimo da se temperatura na svim polozajima kugle ne
mijenja jednakom brzinom. Unutrasnjost kugle najsporije se zagrijava do temperature
vruce vode T,.
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Polozaj x, je bezdimenzijska koordinata, a predstavlja omjer polozaja x i
linearne dimenzije tijela (u slu¢aju kugle to je polumijer):

Temperatura T, predstavlja poCetnu temperaturu kugle prije zagrijavanja (t = 0).

Temperaturna promjena ovisi o vremenu te o vanjskom i unutarnjem otporu
prijenosu topline. Prema zakonu oCuvanja koli€ine topline koja se prenosi s okoline
na povrSinu plohe tijela u jedinici vremena, jednaka je koli€ini topline prenesene
kondukcijom od te iste povrSine u unutradnjost tijela (i obrnuto).

ok = Gijeto
Gxonv = Gkonp
Qwony SE izrazava Newtonovim zakonom konvekcije:
Quony = AT

pri demu je a koeficijent prijelaza topline, Jm? K™ s™. (O konvekciji ¢e biti govora
kasnije).

oT
a: (Tfluida - Tplohe): —A 8_X
oT a
e P 159
ox A ( ' p) (159)
U jednadzbi (159) % se moze izraziti kao (/11] / (1] te na taj nacin to predstavlja
o

omjer kondukcijskog i konvekcijskog otpora.

5.1.4.2. Raspodjela temperatura u tijelu

Temperaturno polje u tijelu ovisi o Citavom nizu varijabli i konstanti koje nije
moguce izraziti nekom diferencijalnom jednadzbom te se, kao i u mnogim prethodnim
slu€ajevima, mora primijeniti dimenzijska analiza.

T = f(a,l,a,t,x,y,z T Tf,l)

) p,
Dimenzijskom analizom sve su varijable grupirane u tri bezdimenzijske znacajke.

Biotova znacajka
Predstavlja odnos unutarnjeg i vanjskog otpora prijenosu topline.
/

BI=(L
1
a

gi-2! (160)
2
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Cesto se koristi i reciproéna vrijednost:

1 A
m = —_— =
Bi «a-l
Fourierova znacajka
Predstavlja bezdimenzijsko vrijeme.
-t
Fo- a/_z (161)

Bezdimenzijska temperatura
Predstavlja neostvarenu temperaturnu promjenu.
T(t)-T,
ot)=—=2—" 162
O=7" (162)

T(t) je temperatura u nekom vremenu t.

T, je temperatura na pocetku (t =0).

T je temperatura fluida.

T(l‘)—Tf predstavlja neostvarenu temperaturnu promjenu u vremenu ¢t .
T,-T; je maksimalna moguca razlika temperatura.

Neostvarena temperaturna promjena moze se ilustrirati na sljedeci nacCin

i T T,
0 N Y
| ! ostvarena temperaturna
i ! promjena
| | L
i i To'Tf i
: | i neostvarena
! ; | T(t)-T, temperaturna
| i | promjena
| TY A A
1 f f
<X>§<X 7—ﬁje|a 7—fluida 7—tijela 7—fluida
< t=0 t
2x

Slika 5.6 Prikaz temperatura tijela i fluida u vremenu t=0 it (Tquida<Ttijela)

Dakle, neostvarena temperaturna promjena je ona temperaturna razlika koja se jos
moze ostvariti sve dok tijelo ne poprimi temperaturu fluida. (Pretpostavka je da je
volumen fluida puno veci od volumena tijela tako da se temperatura fluida prakticki
ne mijenja).
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5.1.4.3. Zagrijavanje (hladenje) tijela kona¢nih dimenzija

Promatramo npr. grijanje ili hladenje s obje strane ploCe. U ovom slu€aju
govori se o prodiranju (penetraciji) topline u tijelo konacnih dimenzija. Ako je vrijeme
dovoljno dugacko, temperaturna promjena se ostvaruje u obje (svim) grani¢ne plohe.

Ovakav slucaj prodiranja topline izuzetno je slozen zbog velikog broja varijabli:

o fiziCka svojstva,

o geometrijski parametri,
. temperaturne razlike,

J unutarnji i vanjski otpor.

Pri ovakvim kompleksnim sustavima pogodno je primjeniti bezdimenzijske znacajke i
veliCine. Analiticko rjeSenje je zamiSlieno uvodenjem funkcionalne ovisnosti
bezdimenzijske temperature o Biotovoj i Fourierovoj znacajci.

6 =f(Bi, Fo)
MatematiCkom analizom dobiva se rjeSenje brzo konvergiraju¢eg beskonacnog reda:
T(t)_7-f — f:](BI) efa-Fo +f2(Bi)_efb-Fo e
To _Tf
Prvi Clan reda u gornjoj jednadzbi je puno veci u odnosu na ostale pa je uobiCajeno
rieSenje pisati u obliku:

0 =

6 =f,(Bi) e (163)
Za sferu vrijedi jednadzZba:
0 =0,608-e°%" 1015277 10,0076 - %% +...
Kao $to je vec reCeno, prvi €lan je puno veci u odnosu na ostale pa se i ovdje kod
proracuna koristi samo prvi ¢lan.

Slika 5.7. vrijedi za promjenu temperature ploCe kod razli€itih vrijednosti Biotove
znacajke. Uz konstantnu vrijednost Bi znaCajke, funkcije ¢e imati razli€iti oblik ukoliko

InO

Slika 5.7

Iz slike 5.7 vidljivo je da su funkcije razliite za razliCite polozaje u tijelu pa tako
mozemo definirati bezdimenzijsku temperaturu u sredistu i na povrsini tijela:
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0= T(t’ X, =0)_Tf
- T-T

g Tltx =1)-T,
Ty =T,

Raspodijela temperatura u tijelu kod razligitih vrijednosti Biotove znacajke:

Promatrajmo slucaj da tijlo oblika kugle, temperature T, uronimo u srazmjerno veliki

volumen vode znatno nize temperature (T;). Ovisno o toplinskim karakteristikama
tijela dolazi i do razlicitih temperaturnih raspodjela.

1.

Bi >100

Vrijednosti koeficijenta toplinske vodljivosti (/1) male su u odnosu na
koeficijent prijelaza topline (a). Unutarnji otpor je dakle vrlo velik. Izmjena s

okolinom je brza te se temperatura stijenke plo¢e pri hladenju trenutno
izjednaCava s temperaturom okoline, a unutrasnjost tijela ne, ve¢ se polagano
hladi.

A
0
t=0 Fo=0 T,, 6(t=0)=1
U vremenu t=0 (Fo=0),
Fo,
t temperatura tijela je
F
O jednolka  u  cijelom
Fo, volumenu.
0. T(t’ X, _0)_7-f
7, 0()=0 * To=Ts
- X| x=0 X P% >
gx =1 < Hx =1
o= ot = P

.

Vrijednosti koeficijenta toplinske vodljivosti (/1) velike su u odnosu na
koeficijent prijelaza topline (a), a to znad€i da je vanjski otpor velik. Hladenje je

brzo, temperatura stijenke ploCe pri hladenju se zbog dobre toplinske
vodljivosti tijela neznatno razlikuje od temperature u sredini.
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A
0
t=0 Fo=0 T,, 6(t=0)=1 0,170,
T(t, x, =1)-T,
t 9 = I + f
Fo, xy=1 To _Tf
l Fo,
Fo,
J T, e(t)=0‘
h X x=0 X X
 2Xx=21

3. [01<Bi <100|
Promjena temperature u zidu podjednako je ovisna i o unutarnjem i o
vanjskom otporu.

»
y

t=0 Fo=0 To, 6(t=0)=1

~

P
l L
P

T, 6(t)=0‘

A

Procjena prenesene topline
Koli¢ina topline koja se prenosi za vrijeme hladenja (ili zagrijavanja) moze se
izraCunati na sljedeéi nacin. Toplina koja se prenosi s toplog fluida na hladni medij
opcenito se izraCunava na temelju jednadzbe:

Q=m-c,-AT =V .p-c,-AT
Ukupno (maksimalno moguéa) prenesena toplina pri hladenju tijela od pocetne
temperature do temperature fluida:

77




PRIJENOS TVARI | ENERGIJE

Quk = Quax :V'p'cp '(To _Tf)
u vremenskom intervaluod t =0 do t=t, (Fo=0 do Fo,):
Q =V-p-c, '(To _7-1)
Ako se temperaturnoj razlici doda i oduzme T;:
Q=V-p-c, '[To - T _(T1 _Tf)]
Na taj nacin uvodi se neostvarena temperaturna promjena:

T,-T,
To - Tf
)
Q=V-p-c, '(To _Tf)'(1_01)

Gornju jednadzbu moZemo pisati opéenito za bilo koje vrijeme pa dobijemo:
Q =V-p-c, (T, -T,)[1-6(t)] (164)

Q=V-p-c, '(To _Tf)' 1-

odnosno:

Q(t)=Q -[1-0(t)] (165)

5.1.4.4. Zagrijavanje (hladenje) polubeskonaénog tijela

Penetracija topline kod grijanja ili hladenja semiinfinitenzimalnog tijela
(polubeskonacnog) odvija se samo s jedne strane, odnosno samo u jednom dijelu od
ukupne povrsine (npr. naglo hladenje Zemljine povrSine). PovrSina tijela trenutno se
podvrgne visokoj temperaturi (Tf) i odrzava se na toj temperaturi.

\

Slika 5.8
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Tokom zagrijavanja uspostavlja se razli€ita raspodjela temperatura u ovisnosti o
udaljenosti od stijenke. U ovim slu€ajevima, raspodjela temperatura u tijelu izrazava
se normalnom raspodjelom (Gausovim integralom vjerojatnosti):

LTl 2 [ dz (166)
Tf _TO \/; 0

Parametar z definira se na sljedeci nacin:
z=—X (167)

2-a-t
Za proracune se u ovim slu€ajevima uvodi pojam dubine penetracije koja se odreduje
na temelju Gausovog integrala vjerojatnosti (statisticke tablice). Dubina penetracije
je udaljenost od povrSine tijela na kojoj se u unutradnjosti tijela pod utjecajem
promjena na povrsini moze ustanoviti promjena bezdimenzijske temperature u
vrijednosti od 1% ukupne mogucée promjene.

T -T(t) =0, (t) =099 neostvarena promjena
Tf - To

T(t)-T, =6,(t)=0,01 ostvarena promjena
To - Tf

Na temelju vrijednosti parametra z moZe se iz dijagrama ili statistiCkih tablica za
svaku raspodjelu ocitati neostvarena temperaturna promjena.

Slika 5.9

Kod =099 vrijednost bezdimenzijeske znaCajke z=182, a X=X geracie- 12
jednadzbe (167) slijedi:

X, =2-Z-4Ja-t=2-182-4/a-t =364-vJa-t
X,z22-r-a-t (168)

Proracuni se provode uz upotrebu statistiCkih tablica. Danas se pomocu racunala
proracuni provode primjenom metode nelinearne regresije.
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5.2. Konvekcija

Konvekcija je vrtloZni mehanizam prijenosa topline pri ¢emu se toplina prenosi
grupama molekula. KarakteristiCan je za fluide u gibanju pri ¢emu se pod
konvektivnim prijenosom topline ne podrazumijeva samo izmjena u masi fluida nego
¢ak i znacajnije, izmjena izmedu fluida i Evrste povrSine.

Buduci da gibanje moZe biti uzrokovano bilo zbog lokalne razlike gustoéa, ili
kao posljedica utjecaja vanjske (narinute) sile, razlikuje se:

o prirodna konvekcija - gibanje je uzrokovano zbog lokalne razlike u
temperaturi, a zbog toga i u gustocCi te dolazi do spontanog mijeSanja
fluida

o prisilna konvekcija - gibanje je uzrokovano primjenom raznih uredaja

(pumpe, ventilatori, mijeSalice)

Koli€ina prenesene topline bitno ovisi i o hidrodinamic¢kim uvjetima jer nije
svejedno da li se radi o laminarnom ili turbulentnom gibanju fluida. Kod laminarnog
strujanja prevladava konduktivni mehanizam, dok kod turbulentnog vrtlozZni
mehanizam.

Opcenito, fluks koliCine topline ovisi o fizikalnim svojstvima, geometrijskim i
hidrodinamickim karakteristikama promatranog sustava.

Fizikalna svojstva fluida

o koeficijent toplinske vodljivosti, 4

o specificni toplinski kapacitet, ¢,

o koeficijent temperaturne vodljivosti, a
o dinamicka viskoznost, 7

o gustoéa, p

Geometrijske karakteristike
o veli¢ina i oblik povrsine (ravna ili zakrivljena)

Hidrodinamiéke karakteristike

o srednja brzina strujanja
o Reynoldsova znacajka
o debljina hidrodinamic¢kog grani¢nog sloja

Pri zagrijavanju gibaju¢eg fluida, osim formiranja hidrodinamickog grani¢nog sloja,
dolazi do formiranja toplinskog graniénog sloja koji predstavlja glavni otpor
prijenosu topline.
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TDc - temperatura u masi fluida

V- brzina nesmetanog toka fluida

L 5 A

debljina grani¢nog sloja, y

X
T

Xt
mjesto
pocetka
zagrijavanja

Slika 5.10

Debljina toplinskog grani¢nog sloja je ona debljina u kojoj postoji toplinski gradijent,
a izvan toplinskog grani¢nog sloja temperatura mase fluida je jednoli€na. Na slici
5.10 x, predstavlja poCetak razvoja hidrodinamiCkog grani¢nog sloja, dok je x;

toCka pocCetka razvijanja toplinskog grani¢nog sloja.

Odnos izmedu debljine hidrodinami¢kog i toplinskog grani¢nog sloja definira se
prema Polhausenu na sljedeci nacin:

“H_prs (169)

Prandtlova znacajka (Pr)
Predstavlja omjer difuzivnosti koliCine gibanja (izrazene kinematickom viskoznosti) i
temperaturne difuzivnosti (izraZene koeficijentom toplinske vodljivosti).

_Pe n

vl
pr=—=_2
Re v-d-p p-a

S

v _TC%
a A

Pr = (170)

Kod viskoznih tekucina najCesce je Pr >1 sto znadi da je hidrodinamicki grani¢ni sloj

veéi od toplinskog. Kod plinova su debljine slojeva priblizno jednake (Pr = 1).

lzuzetak pravila su tekuéi metali kod kojih je Pr ~107 i ne vrijedi jednadZba (169).
Buduci da se promjenom temperature mijenjaju i fizikalna svojstva fluida, nije

svejedno da li se radi o hladenju ili zagrijavanju. Tako npr., brzina prijenosa topline
kod kapljevina vecCa je kod zagrijavanja nego kod hladenja. Razlike u temperaturi
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stijenke i fluida utjeCu na raspodjelu brzina, odnosno formiranje razli€itih brzinskih
profila.

izotermno strujanje

v(y)
=
Ts \ hladenje
zagrijavanje I<T,
T>T,
Slika 5.11

Npr. ukoliko je temperatura stijenke veca od temperature fluida, viskoznost fluida uz
stijenku je manja od viskoznosti u masi fluida te je i debljina hidrodinamikog, a
istovremeno i toplinskog, granicnog sloja manja tako da je i otpor prijenosu topline
maniji.

Koeficijent prijelaza topline

Odredivanje koli¢ine topline koja se prenosi sa stijenke na fluid (ili obrnuto),
temelji se na teoriji granicnog sloja te na pretpostavci da je glavni otpor prijenosu
topline u toplinskom grani€nom sloju (laminarnom podsloju) za potpuno razvijeni tok,
gdje se toplina prenosi molekularnim mehanizmom - kondukcijom. Uz to treba
naglasiti da je koeficijent toplinske vodljivosti fluida nizak pa je zato otpor velik.

Temeljna pretpostavka je vezana uz Sto toCnije definiranje koeficijenta
prijelaza topline (a) Cija vrijednost kvantitativno definira brzinu izmjene topline

konvekcijom. Koeficijent prijelaza topline ovisi o Citavom nizu parametara te se
najCesce odreduje eksperimentalno:

a= f(v, P A, B, c,, AT, d) [J mZ K™ S'1]
gdje je: v - srednja brzina strujanja
p - koeficijent toplinske ekspanzije
I,d - linearne dimenzije

Provedbom dimenzijske analize izvedene su bezdimenzijske znacajke koje su
funkcionalno povezane korelacijskim jednadZzbama koje se koriste pri opisivanju
prijenosa topline konvekcijom uz uvjet geometrijske i dinamicke sli¢nosti.
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Nusseltova znacéajka

Predstavlja odnos izmedu ukupno prenesene topline i topline prenesene
kondukcijom.
Nu =2t (171)
A

Podsjeca na Biotovu znacajku medutim kod Nusseltove znacajke koeficijent toplinske
vodljivosti odnosi se na fluid, dok je kod Biotove znacajke to svojstvo Cvrstog tijela.

Stantonova znacajka
Predstavlja odnos izmedu ukupno prenesene topline i raspolozive toplinske energije
fluida.

a-l
St Nu _ y)
Re-Pr v-d-p C,1
n A
St=—2 (172)
C, V-p

Grashoffova znacajka
Mjerodavna je kod prirodne konvekcije, a predstavlja omjer izmedu sile uzgona
uzrokovane razlikom gustoéa i molekularnog trenja.

3
Gr:M (173)
|4
ﬂ-AT=p;’0° (174)
0

Bezdimenzijske korelacijske jednadzbe prijenosa topline, dobivene dimenzijskom
analizom, u op¢em obliku mogu se svesti u dvije osnovne grupe:

J prisilna konvekcija Nu = f(Re, Pr, geometrijske karakteristike)

o prirodna konvekcija Nu = f(Gr, Pr, geometrijske karakteristike)

Kod plinova je Prandtlova znacajka praktiCki neovisna o temperaturi pa slijedi:
Nu = f(Re)

Buduci da je intenzitet prijenosa razli€it ovisno o tome da li se fluid grije ili hladi, ¢esto
se primjenjuju indeksi f (fluid) i s (stijenka) uz znacajke i druge veliCine te se
uvode i bezdimenzijski parametri:

T - .
— - znadajan za plinove
TS

Pr, i _
T, 25 - znadajni za kapljevine
1 Pr

Indeks (f) ukazuje na svojstva mase fluida, a indeks (s) na svojstva fluida
neposredno uz stijenku.

Buduc¢i da fizikalne karakteristike fluida ovise o temperaturi potrebno je
definirati mjerodavnu temperaturu.
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. - e . .= T,+T
U grani¢nom sloju Cesto se koristi aritmeticka sredina: T; = —= Bl .

Ako se temperatura mijenja i duz toka:

7—- _ Ts,ul + Ts,izl + (Tf,ul - Ts,ul)_ (Tf, izl Ts,izl)
f 2 - ( Tf ul Ts ul j
|n _nu s U
Tf, izl Ts, izl
+ fluid se hladi
— fluid se grije
_ T T . _
7-f — s, ul + s,izl +AT1 A7-2 (175)
2 AT,
In
AT,

7-f, ul

A

1
mjerodavna

A T1 razlika
temperatura

Slika 5.12

5.2.1. Prijenos topline pri laminarnom toku u cijev

Za egzaktno rjeSavanje problema vezanih uz prijenos topline pri laminarnom
strujanju promatra se definirani volumen fluida koji se giba u laminarnim uvjetima.

dx
. T ar
R =t
Vx : Vmax r | :
—_—P —mmmmleeao i » ,_,_,_,_,_,_,_,_,_i_._.i_ .......................
TeT, ST
x=0 X X+ax
Slika 5.13
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Na mjestu x =0 javlja se toplinski fluks sa zida na masu fluida (pocCinje zagrijavanje)
i to:
1. Kondukcija u radijalnom smjeru (Qrad)

q,-2rz-dx—q,., -2m-dx=—2m-aai-dr-dx
r

ulaz - izlaz

2. Kondukcija u aksijalnom smjeru (Qaks)

q,-2rw-dx—q,., -2rz-dx =—2rz- aaqx .dx-dr
X

ulaz - izlaz

3. Viskozna disipacija (generiranje toplinske energije zbog viskoznog trenja)

2
Zrz-dr-dx-avx oV,
OX X2

T, =2rr-dr-dx-n-

4. Brzina akumulacije toplinske energije (Qacc)

v 'p'Cp '(Ts_Tf)x -2r7z-dr—vx 'p'Cp (Ts_Tf)

X

2rr-dr=2rz-dr-v,-p-c, -g—T-dx
X

X+dx

Clanovi pod 2. i 3. su zanemarivi u odnosu na ¢lanove 1. i 4. te se bilanciranjem i
dijelienjem s (27 - dx-dr) dobiva:

oT o(r-q,)
r-p-c,-v, —=0- - 176
P %V OX or (176)
Prema | Fourierovom zakonu:
q —_ﬂ.ﬂ
r or

pa se fluks u radijalnom smjeru moze pisati na sljedeci nacin:

or-a,)__, 3(,@]

or

or  or
Uvodenjem izraza za raspodjelu brzine:

o [B) o)) (12
* 4p dx 4n dx R?

Konacno jednadzba (176) prelazi u oblik:
o oT r?\ oT
-A—|\r—|+2:r-p-c, v, |1-—|-—=0 177
8r( é’rj 7% [ sz ox (a77)

Jednadzba (177) predstavlja Graetzovu diferencijalnu jednadzbu koja vrijedi za
prijenos topline pri laminarnom strujanju u cijevi. Ova jednadZba nema jednoznacno
rieSenje i rieSava se uvodenjem odredenih ogranicenja.
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U praksi se primjenjuju bezdimenzijske korelacijske jednadzbe koje se
dobivaju na temelju dimenzijske analize:
Nu = f(Re, Pr, geometrijskih karakteristika)

Parametri jednadZbe ovise o vremenu trajanja izmjene topline Sto se izrazava
Graetzovom znaéajkom:.

-1
Gz=(Re-Pr-%j

a-l

v-d?
Graetzova znacajka predstavlja bezdimenzijsko vrijeme, odnosno bezdimenzijski
poloZaj tako da ukazuje na vrijeme izmjene topline i duljinu puta izmjene topline.

Blizina ulaza u cijev; kratko vrijeme izmjene.

1
Nu:tos(iaJ js

Gz =

(178)

v-d?

Opcenito, na malim udaljenostima od ulaza u cijev vrijedi da je Nusseltova znacajka
1

proporcionalnasa / 3.

0,05 <Gz < 5|

Kod malih brzina strujanja (laminarno strujanje) ili vrlo dugackih cijevi tako da su
temperature fluida i stijenke na izlazu prakti¢ki jednake.

Nu:0,5-(Re-Pr-%j

Gz > 5]

Razvijeni laminarni tok.
Izraz koji se naj¢eSc¢e Koristi pri prijenosu topline je Sieder-Tateova jednadZba koja
ima veliku praktiCnu primjenu:

d % 014
Nu =186 - (Re -Pr Tj [ij
s

Za razliCite geometrijske karakteristike sustava koriste se razliCite vrijednosti
konstanti i eksponenata. Na temelju korelacijskih jednadZbi mogucée je procijeniti

koeficijent toplinske vodljivosti (0{ = %j uz strogo postivanje principa slicnosti.
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5.2.2. Prijenos topline pri turbulentnom toku u cijev

Ovi sluCajevi se naj¢asée susrecu te su €esto prou¢avani. Osnovna jednadzba
(bezdimenzijska korelacija) koja se i danas primjenjuje, predlozili su Dittus i Boelter
za glatku cijev:

Nu =0,023-Re®® - Pr" (179)
Vrijednost eksponenta n ovisi da li se radi o grijanju ili hladenju:
n=04 grijanje
n=03 hladenje

Ukoliko se temperatura fluida i temperatura stijenke znatno razlikuju potrebno je izraz
korigirati s omjerom viskoznosti u struji fluida i uz stijenku:

1 0,14
Nu = 0,023-Re®® . Pr? (EJ (180)
7,

Izrazi (179) i (180) vrijede za turbulentno podrucje kada je:
5000 < Re <200 000

i za potpuno razvijeni tok koji se postize ukoliko je é> 50,

te za: 0,7<Pr <50
Za ulazno podrucje dok strujanje joS nije potpuno razvijeno, Nusselt je dao izraz:

1 0,055
Nu =0,036-Re®® - Pr3 (%j

Utjecaj hidrodinamickih uvjeta na vrijednost koeficijenta prijelaza topline ()

Iz zakona oc€uvanja, toplina koja se prenosi s fluida na stijenku jednaka je
toplini koja se provodi kroz toplinski granicni sloj fluida:
Qxonv = Gkonp

a~AT=—£-AT
o

.
Na temelju te jednadzbe slijedi da se koeficijent prijelaza topline moze definirati kao:

Promjenom hidrodinamickih uvjeta, koji su definirani Re-znaCajkom, dolazi do
promjene debljine hidrodinamickog, a istovremeno i debljine toplinskog grani¢nog
sloja. Ranije je pokazano da debljina hidrodinami¢kog grani¢nog sloja opada s
Re-znaCajkom:

1
Re™

X

Sy~
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1
Buduci da je %:Pﬂ, na analogan nacin se moZe izraziti i debljina toplinskog
T
grani¢nog sloja:
1
Re"

Iz toga slijedi da se poveCanjem Re-znaCajke smanjuje debljina toplinskog grani¢nog
sloja, te se na taj smanijuje i otpor prijenosu topline, odnosno povecéava se koeficijent
prijelaza topline «. Na temelju tih spoznaja moze se promjenom hidrodinamickih
uvjeta strujanja utjecati na brzinu prenesene topline.

5r

5.2.3. Prijenos topline u mijesalicama

Prijenos topline u mijeSalici ovisan je, kao i kod strujanja kroz cijev, o
karakteru strujanja koje izaziva mijeSalo. Kod malih vrijednosti Reynoldsa, koliCina
gibanja koja se iz vrtloZzne mase fluida prenosi na grani¢ni sloj je mala pa je i koli€ina
prenesene topline mala. a koeficijent prijelaza moZze se priblizno raCunati na temelju
penetracije koli€ine gibanja koja se odvija u hidraulicCkom grani€nom sloju (xp = 5H):

oy Oy Oy Iy

Wl
11
Wl

2 pr (181)
XP

Uzme li se u obzir jednadzba (167) kojom se definira penetracija topline, jednadzba
(181) prelazi u sljededi oblik:
y) 1
=——Pr?
2-\r-a-t
Vrijeme penetracije moze se definirati kao omjer uzduzne udaljenosti zida od mjesta
dodira s kapljevinom, x i srednje brzine brzine uz stijenku (vs = n-d) pa se izraz za

koeficijent prijelaza topline piSe na sljedeéi nacin:

a

.
05:—}L -Pr3

VS

Buduci da nazivnik predstavlja debljinu hidrauliCkog graniCnog sloja, a ujedno i x, na
Ciju debljinu utjeCe Re-znacajka slijedi da je:
Nu = f(Re, Pr)

Za velike vrijednosti Reynoldsove znacCajke debljina grani¢nog sloja je prakticki
konstantna, a ona je osnovna veli€ina koja utjeCe na koeficijent prijelaza topline.
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n
D
i 0 ofLd, h - vertikalna udaljenost
2 2 lokalnog koeficijenta «
H 8 8 ::h od mijeSala
8 [> 8 ‘s d. - promjer spiralne
v \ ) v cijevi  (zagrijavanje ili
—d hladenje)
< D 4
Slika 5.14

Na slici 5.14 prikazana je shematski mijeSalica definiranih geometrijskih
karakteristika. Buduci da po volumenu mijeSalice postoji i razliita slika strujnog toka
unutar mase fluida, razli€ite su i vrijednosti lokalnog koeficijenta prijelaza topline.

Srednja vrijednost koeficijenta prijelaza topline moze se odrediti iz funkcionalne
ovisnosti Nusseltove znacCajke. lzrazi su razliiti ovisno o geometrijskim
karakteristikama mijeSalice. Srednji koeficijent prijelaza topline mijenja se s
vertikalnom udaljeno$¢u od mijesala.

h 0,4
D 0,2+

o | fazinamijeSala: Ge=20s TN

0,2** /

0,4 r % % %

0,4 0,8 1,2 1,6 2,0
(x‘lokalni
a
Slika 5.15

Najvedi lokalni koeficijent prijelaza topline postignut je u razini mije3ala.
Jedan od prakticki primjenjivih izraza za odredivanje g, :

a. -d 2ty 014
Nu=="""=075-Re3®-Pr3 [—fJ
A s
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5.2.4. Prijelaz topline pri optjecanju

Pri strujanju fluida oko €vrstog tijela (ili obrnuto), pri Eemu su temperature tijela
i fluida razliite, dolazi do formiranja hidrodinami¢kog graniénog sloja unutar kojeg
egzistira i toplinski granicni sloj. Debljina toplinskog grani¢nog sloja povecava se u
smjeru gibanja pa se zbog toga i koeficijent prijalaza topline smanjuje tako dugo dok
se debljina toplinskog grani¢nog sloja ne ustali.

Na temelju ve¢ poznatog izraza za debljinu hidrodinamickog grani¢nog sloja pri
1

optjecanju oko ravne plocCe J, = kR'X i poznate relacije g—H =Pr3, slijedi:
e, B
]
Nu:a_.xzi.é‘_:i.Pr3
A 5 8y Oy
1
Nu=%-ReO’5 -Pr3 (182)

Jednadzba (182) vrijedi za optjecanje oko ravne ploCe, za laminarni grani¢ni sloj
(Rex <2-105). Kod vedih vrijednosti Re-znacajki i razliCitih geometrijskih oblika
Cvrstog tijela, koriste se bezdimenzijske korelacijske jednadzbe u kojima su
konstante i eksponenti eksperimentalno odredeni.
Tako npr. za razvijeno turbulentno strujanje zraka oko kugle (20<Re<1,5-105)
vrijedi empirijska korelacija:

Nu=031-Re®®  (Pr,, =1)

Za ostale plinove:
1

Nu =0,37-Re"® -Pr3

Kod kapljevina za podrucje 1< Re <7-10" za kuglu vrijedi empirijska korelacija:
1

Nu =2,0+0,60-Re®® - Pr?
Za ostale geometrijske oblike primjenjuju se analogne korelacijske jednadzbe, a
vrijednosti konstanti i eksponenata su takoder eksperimentalno odredene.

5.2.5. Prolaz topline

Ukoliko se toplina prenosi s jednog fluida na drugi koji su medusobno odijeljeni
¢vrstom stijenkom, govorimo o prolazu topline.

Za ilustraciju promotrimo razmjenu topline izmedu toplog i hladnog fluida koji
struje s razliCitih strana uz ravnu stijenku. Pri strujanju fluida formira se
hidrodinamicki grani¢ni sloj unutar kojeg je i toplinski granicni sloj (5T)koji predstavlja
otpor pri prijelazu topline s fluida a stijenku (ili obrnuto).
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A
.
FLUID 1
(T2)
T, b e
o FLUID 2
o I (T)
Tl

\

Slika 5.16

Neka je temperatura toplijeg fluida T,, a hladnijeg T,.

Opcenito vrijedi:

pokretacka sila
otpor

fluks topline =

AT

q =
Rtoplinski
Za sustav u kojem postoji viSe toplinskih otpora u seriji u stacionarnim uvjetima
vrijedi:

Prijelaz topline s fluida 1 na stijenku:

q=a '(T1 _Tz)
Kondukcija kroz stijenku:
A
q= T (Tz - Ts)
Prijelaz topline sa stijenke na fluid 2:
q=a, ‘(Ts _T4)

Uz uvjet da je proces stacionaran, dakle da je q =konst., zbrajanjem gornjih
jednadzbi dobijemo:

a, a,

e Ry (183)
T
a, A a, i=1
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Izraz u nazivniku predstavlja sumu toplinskih otpora, a recipro¢na vrijednost sume
svih toplinskih otpora predstavlja koeficijent prolaza topline:

= y ;I y = n1 (184)
] o
a, A a, i-1

Vrijednost koeficijenta prolaza topline ¢esto se definira najve¢im otporom u seriji.

Mjerodavna povrsina izmjene topline i razlika temperatura
Za procjenu prenesene topline nuzno je poznavati povrSinu izmjene topline te se
primjenjuje bilancna jednadzba:

Q=K -A-AT
Ukoliko se radi o ravnoj stijenci tada su povrsine s obje strane jednake. Medutim, kod
zakrivljenih stijenki se mora definirati mjerodavna povrsina, a to je povrsina na strani
onog fluida koji pruza veci otpor prijenosu topline, odnosno Ciji je koeficijent prijelaza
topline maniji. Ukoliko su koeficijenti prijelaza topline istog reda veli€ine, uzima se
srednja vrijednost povrsina.

Buduci da se temperaturna razlika izmedu toplog i hladnog fluida mijenja od ulaza do
izlaza (vidi slike), potrebno je definirati mjerodavnu razliku temperatura koja se koristi
pri proracunu.

t, izl

Th, izl
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b)

t, izl

7-h, ul

Slika 5.17 Dijagram promjene temperatura
toplog i hladnog fluida s duljinom izmjene topline
a) istosmjerno strujanje

b) protustrujno strujanje

Ako je 277_-1 < 2 koristi se aritmetiCka srednja vrijednost temperatura:
2
AT. _AT +AT,
° 2

Ako je 277_-1 > 2 Koristi se logaritamska srednja vrijednost temperatura:
2

_ AT, -AT,

In| —-
AT,
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5.3. Radijacija (toplinsko zracenje)

Prijenos topline konvekcijom i kondukcijom pracéen je, u manjoj ili ve¢oj mjeri,
pojavom toplinskog zraCenja. Prijenos topline zraCenjem je to veci Sto je i
temperatura toplinskog izvora veca. Uzrokovan je intramolekularnim i atomskim
promjenama zbog Cega se razliCiti oblici energije pretvaraju u energiju
elektromagnetskog zraCenja uz uvjet da je temperatura izvora veéa od 0 K. Energija
se prenosi elektromagnetskim valovima razliCitih valnih duljina, a poseban znacaj
imaju oni valovi koji se nakon apsorpcije drugog tijela (koje prima energiju) ponovno
pretvaraju u toplinsku energiju. To su svjetlosni (/1 =04-08 ym) i infracrveni dijelovi
spektra (/1:0,8—40 ym). ZraCenje u rasponu ovih valnih duljina poznato je kao
toplinsko zraCenje.

Energetska bilanca temelji se na pojavama prirodnog toplinskog zracenja te se
ti osnovni zakoni mogu ovdje primjeniti:

Q=Q, +Qs + Qs (185)
Q - energija zracenja
QA - apsorbirana energija
QR - reflektirana energija
Qp - energija koja prolazi kroz tijelo

Dijelienjem s Q jednazba (185) izrazava se u bezdimenzijskom obliku:
A+R+P=1
Slijede tri krajnja slucaja:
o A=1 (R =P = 0) - ukupna energija koja je pristigla do tijela je i apsorbirana.
To je sluCaj kod apsolutno crnog tijela.

o R=1 (A:P:O) - energija se u potpunosti reflektira Sto je slu€aj kod
apsolutno bijelog tijela.
. P=1 (A=R=0) - sva energija prolazi kroz tijelo §to ¢e biti slu¢aj kod

diatermickog tijela.

U prirodi takovi ekstremi ne postoje, vec su tijela manje ili viSe siva, a odnosi izmedu
apsorbirane, reflektirane energije i energije koja prolazi kroz tijelo ovise o prirodi
tijela, njegovoj temperaturi, valnoj duljini zraenja te o karakteristikama povrsSine tijela
(hrapava ili glatka).

Cvrsta tijela apsorbiraju i reflektiraju energiju zradenja svih valnih duljina, znagi
u kontinuiranom dijelu spektra, dok plinovi apsorbiraju ili reflektiraju toplinsku energiju
u strogo definiranim dijelovima spektra, ali su veéim dijelom prozracni. Povrsine bijele
boje dobro reflektiraju energiju vidljivog dijela spektra (hladnjaci, cisterne i spremnici
za lako hlapljive kapljevine). Prozorsko staklo prozrac¢no je za svjetlosno zracenje, a
nepropusno za UV i IR. Energiju koja se emitira u infracrvenom (IR) dijelu spektra,
bijela tijela medutim apsorbiraju gotovo isto kao i crna. Opcenito, tijela glatke i
polirane povrSine dobro reflektiraju toplinsku energiju. Dakle, kod &vrstih tijela i
kaplievina P =0, dok su plinovi diatermi¢ka tijela (P =1).
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Intenzitet zracenja apsolutno crnog tijela ovisan je o temperaturi i valnoj duljini
(Planckov zakon). Porastom temperature povecava se i intenzitet zraCenja, a
maksimum krivulje pomice se prema kra¢im valnim duljinama (slika 5.17).

A
I
T=1500 K
T=1200 K

T=1000 K
A, um

vidljivi dio

spektra

(zanemarivi udio
u intenzitetu
zraCenja)

Slika 5.18

Wienov zakon pomaka maksimuma intenziteta zradenja kaze da se povecanjem

temperature, maksimalna koli€ina energije pomice u podrucje nizih temperatura (slika
5.18).

-3
i = 2,898-10
T
Planckov zakon
Planck je predlozio izraz za izraCunavanje intenziteta zraCenja apsolutno crnog tijela.
c,-A°
IO = W (186)
A - valna duljina, m
T - temperatura, K
c, -konstanta (317-10" Wm?)
c, -konstanta (14388-102mK)

Intenzitet zraCenja se moze izraziti jednadzbom 1 = %

te integriranjem jednadzbe (186) dobijemo:
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A=0m0
c, 6,494 .c, _,
q, = - -dA = -T
I P
(Stefan-Boltzmanov zakon) q,=0,-T* (187)
o, - Boltzmanova konstanta (5,77-10‘8 W m? K“‘)

Dakle, sposobnost zraCenja apsolutno crnog tijela proporcionalna je Cetvrtoj potenciji
apsolutne temperature i vrijedi za zracenje u svim smjerovima.
Zbog pogodnosti ovaj se zakon piSe u obliku:

T\
=C, | — 188
9 0 (10()) ( )

gdje je ¢, koeficijent zraCenja apsolutno crnog tijela (5,77 W m™ K"‘).

Pokazalo se da se navedeni zakon moze primjeniti i na siva tijela pri Cemu je omjer
intenziteta zraenja sivog i apsolutno crnog tijela konstantan kod svih valnih duljina, a
predstavlja relativnu sposobnost zraCenja i naziva se stupanj crnoce.

L:i:g:konst.
IO qO

Koeficijent zratenja mozZe se izvesti iz stupnja crnoce:

T 4
C. -
_q _ (100j _C

9o TY ¢
CO ol
100

C=¢-C, (189)
Stupanj crnoce krece se u rasponu od 0 do 1 ovisno o karakteru promatranog tijela.
Fluks toplinske energije zraCenja sivog tijela izrazava se na sljedeci nacin:

T 4 T 4
:C' - =C . of — 190
o [100} 0'¢ (100} (190)

odnosno:

Kirchhoffov zakon

Ovaj zakon povezuje emitiranu i apsorbiranu energiju. Omjer emitirane i apsorbirane
energije je konstantan za sva tijela i jednak je sposobnosti zratenja apsolutno crnog
tijela.

G _%_ . _%_,
A A A,
9, - fluks energije zraCenja apsolutno crnog tijela
q - fluks energije zra€enja sivog tijela
A, =1- sposobnost apsorpcije apsolutno crnog tijela
A - sposobnost apsorpcije sivog tijela

Ukoliko se q, izrazi pomocu Stefan Boltzmanovog zakona:
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a za sivo tijelo:

7= 100
slijedi:
T 4
C-| —— 4
(100} T
—:CO' -
A 100
odnosno
c=A-c, (191)
Iz jednadzbe (189) i (191) slijedi:
A=¢

Dakle, sposobnost apsorpcije tijela (A) brojéano je jdnaka stupnju crnoce (g).

Buduci da sei A i ¢ krecCu u intervalu od 0 do 1, zakljuCuje se da je sposobnost
zraCenja realnog sivog tijela uvijek manja od sposobnosti zracenja apsolutno crnog
tijela pri odredenoj temperaturi. Dalje, mozZe se zakljucCiti da je sposobnost zracenja
tijela utoliko veca ukoliko je veca njegova sposobnost apsorpcije i obrnuto. Tijela koja
dobro reflektiraju energiju zraenja, zraCe vrlo dobro. U krajnjem slu¢aju sposobnost
zraCenja apsolutno bijelog tijela jednaka je nuli.

5.3.1. Prijenos topline izmedu dvije ravne ploce

Prijenos topline izmedu dvije ravne ploe moze se izraziti na sljedeci nacin:

o g o[ T) e [T
g=4q,—q, =¢, 100 21700

qzc”'%g J _[17(-)20j } (192)

gdje je c¢,, ukupni koeficijent zraCenja tijela ili tzv. reducirani koeficijent zracenja.
Reducirani koeficijent zraCenja izrazava se na temelju pojedinacnih koeficijenata
zraCenja:

odnosno:

Cry = (193)

L N I
C‘I CZ C0
Izraze li se koeficijenti zraCenja preko stupnja crnoce (c =&- co) jednadzba (193) piSe

se u obliku:

C0
Cro=2 7

1 1
—+—-1

& &
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Reducirani stupanj crnoc¢e definira se na sljedeci nacin:

P 1
2 = a4
14_1_1

& &

Lambertov zakon definira energiju zraCenja u odredenom pravcu. Energija zraenja u
pravcu razli¢itom od normalnog na povrSinu smanjuje se s kosinusom kuta.

q=g, CosSp

q,-cosp=Q,-dA-cosp

Slika 5.19

Ukoliko se toplinsko zraCenje odvija izmedu dvije povrSine koje su pod odredenim
kutom, toplinski tok je proporcionalan projekciji povrSine vidljivoj iz polozaja druge
povrSine i obrnuto proporcionalan kvadratu udaljenosti. Za dva tijela u prostoru
vrijedi:
A, -cos S, - A, -cos f3,

I2

@

Q=Q,-

odnosno:
Q = Qn @
gdje je ¢ vidni kut.

Konacno slijedi:

T 4_L4
q:C”'(”'Kmoj (100” (194)
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5.3.2. Zraéenje u zatvorenom prostoru

Za ilustraciju se razmatra slu€aj izmjene topline izmedu dviju povrSina pri
¢emu je jedna u potpunosti okruzena drugom.

Slika 5.20

Na tijelo A, dospjeva samo dio energije zracCenja s tijela A,. Mjerodavna je povrSina
stoga manja povrsina A, .
Izmjenjena topline moze se pisati na sljedeci nacin:

: .\ (1,
Q1—2=C1—2'A1'[(100] _(10()} :l (195)

pri cemu je ukupni koeficijent zracenja:

(196)

C_:
I A1(1 1]
7+7. P —
C‘l A2 CZ CO

Akoje A, >>A, ¢,,=c, teslijedi

_ T, 4_ T, 4
Q2 =¢- A Hmj (10()) :| (197)
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5.3.3. Intenzifikacija i zastita od toplinskog zraéenja

Intenzifikaciju toplinskog zraCenja najjednostavnije je postici ili povisenjem
odnosno poviSenjem ukupnog

temperature i

poviSenjem stupnja crnoce,
zajednitkog koeficijenta zraéenja (c, ,)

Zastita. S druge se strane javlja problem smanjenja toplinskog zracenja, a
kao uspjeSan nacin pokazala se primjena tzv. toplinskih zastora. To su najCeSce
polirane povrSine (npr. aluminijska folija) koje osiguravaju stacionarnost prijenosa
topline. Ukoliko se izmedu dvije paralelne plohe postavi toplinski zastor smanjuje se

fluks zraCenja.

Zbog jednostavnosti se uzima da je:
c,=c,=¢C,

Slika 5.21

E4=E,=6&)

Toplinski fluks s povrSine A, na povrSinu A, bez zastora:

Q12 =Cip-

(T
100

)

Toplinski fluks s povrSine A, na povrsinu zastora A, :

Q. =C,-

- T1
100

)

T

z

100

Toplinski fluks s povrSine zastora A, na povrSinuA;:

qz-2 = Cz—2 ’

U stacionarnim uvjetima q,, =49, ,

7-Z
100

J

To
100

T, )|
100

i
j“

100
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T, “_1' T, “+ 7,
100) 2 |{100 00

e 3 G } ]
oot ()

S brojem zastora smanjuje se gubitak energije zracenja:

—

pa slijedi:

q,, (uzzastor)= % -q,, (bezzastora)

Ukoliko se poveca broj zastora:

9., (uz2zastora) %-q1_3 (bez zastora)

q.., (uz3zastora)= % -q,, (bez zastora)

5.3.4. Toplinsko zraéenje plinova

Plinovi se sa stanovisSta toplinskog zraCenja i apsorpcije energije ponasaju
ovisno o molekulskoj strukturi.

Mono i diatomski plinovi i pare su prakticki u potpunosti prozraCni —
diatermicki.

Viseatomni plinovi (CO,;, H»O) imaju sposobnost visoke emisivnosti i
apsorpcije topline, ali samo u odredenim intervalima valnih duljina (zraCenje u
odredenim vrpcama spektra).

A
I apsolutno crno tijelo

neki viSeatomni plin

Slika 5.22
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Za razliku od plinova, ¢vrsta tijela zrace u kontinuiranom dijelu spektra. Kod
plinova se energija zraCenja apsorbira po cijelom volumenu koji zauzimaju, dok kod

¢vrstih tijela samo na povrsini jer su neprozracna.
Smijese plinova imaju manju ukupnu energiju zracenja od sume pojedinacnih

jer jedan plin apsorbira dio energije zracenja drugog plina.
Stupanj crnoce ovisi o temperaturi, parcijalnom tlaku i debljini sloja:
g, =f(T,p,1)

5.3.5. Slozeni prijenos topline zra€enjem i konvekcijom

Ukoliko povrsSina tijela ima znatno viSu temperaturu od okoline, potebno je pri
proracunima uzeti u obzir prijenos topline u okolinu i toplinskim zraCenjem i

konvekcijom.

qkonv

> 7-zraka

Tpovréine

\ 4

Slika 5.23

Konvekcija: g, =a, (T, -T,)
.Y (1)

ZraCenje: =é&-C b
16 Gr=¢ {(10} [100”

TV T\
quk:qK+qR:a1'(TP_TZ)+g'CO|:(ﬁj _(1020j }

(Y (T
100 100

q:(TP—TZ)- a,+¢&-C, (T —T)
z P
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q=(To-T,) g, (198)

a4, Je slozZeni ili ekvivalentni koeficijent prijelaza topline.

(7Y (T )]
100 100

(T T ) se analogno koeficijentu prijelaza topline pri konvekciji,
z—'p

lzraz ¢-c,

naziva koe}icijent prijelaza toE)Iine zraCenja.

Fluks toplinskog zraCenja moZe se izraziti analogno konvekciji:
dr = Qg ‘(TP _Tz)

5.3.6. Prijenos topline pri promjeni agregatnog stanja

5.3.6.1. Vrenje kapljevina

Pri vrenju kapljevina prijenos topline je jo$ sloZeniji fenomen nego $to je to
slu€aj bez promjene agregatnog stanja jer, izmedu ostalog, nastaje dvofazni sustav.
Na prijenos topline moze utjecati vise faktora:

o Cvrsta stijenka (horizontalna ili vertikalna)
J stanje kapljevine (na temperaturi vreliSta ili pothladena)
o gibanije ili mirovanje fluida

Vrenje se provodi na povrSini grijaCeg tijela (elementa) ili u masi fluida. Nema
egzaktnog analitickog rjeSenja problema ve¢ se proraCuni provode na temelju
empirijskih izraza.

Vrenje na povrSini grijaceq elementa

Fluid struji preko grijaeg elementa i dio fluida koji je neposredno uz stijenku
zagrijava se i nalazi u stanju vrenja, dok su udaljeniji slojevi fluida pothladeni.
Mjehuri¢i pare se od povrSine grijata gibaju kroz hladnije dijelove kapljevine gdje
iS¢ezavaju tako da nema potrebe za prostorom za otparavanje. Ovaj nacin vrenja
naziva se pothladeno vrenje pri protjecanju.

Vrenje u masi fluida

Vrenje se odvija u ograniCenom prostoru ispunjenim kapljevinom u koji je uronjen
grija€. Temperatura vreliSta ovisi o dubini uranjanja (zbog hidrostatskog tlaka).
Mjehurici pare nastaju na povrsini grijaCa, prolaze kroz masu kapljevine i oslobadaju
se na povrsini te odlaze u prostor za paru. Ovaj naCin vrenja naziva se vrenje
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zasicene kapljevine buduci da su para i kapljevina u ravnoteZzi na temperaturi vrenja.
Koeficijent prijelaza topline i fluks topline ovise o razlici temperatura Sto se moze
prikazati dijagramom:

A
log a

log q

»

A log AT
Slika 5.24 Ovisnost prenesene topline i koeficijenta prijelaza topline o temperaturnoj razlici

Toplinski fluks se izrazava jednadzbom:
g=a-AT
gdje je AT razlika temperature grijaca i kapljevine

Tok krivulje ovisi o stanju fluida Sto se moze podijeliti u nekoliko faza:

AB - prakti¢ki linearna ovisnost, kapljevina u blizini grijata podgrijava se zbog
Cega dolazi do lokalne razlike temperatura i javlja se prirodna konvekcija.
BC - javljaju se mjehuri¢i pare koji svojim snaznim gibanjem intenziviraju prijenos

topline jer svaki mjehuri¢ predstavlja nukleus ili jezgru vrenja te se ova faza
naziva nukleacijsko vrenje. JoS uvijek je znatan dio grijaCa u neposrednom
kontaktu s kapljevinom.

C - kriticna temperatura

CD - porastom temperaturne razlike povrSinu grijaa prekrivaju uglavnhom
mjehuri¢i pare koja je loSiji vodiC topline te se prijenos topline smanjuje —
nestabilno mjehurasto vrenje.

DE - grija je u potpunosti prekriven stabilnim filmom pare te se tu odvija
povrsinsko vrenje ili vrenje u filmu (kao kapljice na vruéem glacalu; zbog
filma pare one skakucu po povrsini). Zbog izrazito velike temperaturne
razlike dolazi do izraZaja i toplinsko zraCenje zbog Cega se povecava brzina
prijenosa topline.

U praksi se proces treba voditi u podrucju nukleacijskog vrenja jer se tada

postizu optimalni uvjeti s obzirom na utroSak energije i postignute efekte, a izbjegava
se i pregrijavanje grijaca.
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Koeficijent prijelaza topline u podrucju nukleacijskog vrenja ovisi o nizu
parametara:

a :f(T, p,rn oA, Cp)
gdje je: r - latentna toplina isparavanja
o - napetost povrSine

U praksi se koriste empirijski izrazi koji uzimaju u obzir sve navedene varijable.

5.3.6.2. Kondenzacija pare

Kondenzacija pare u kapljevini moze se provoditi na dva nacina.

Kaplji¢asta kondenzacija

Javlja se kada kondenzat slabo kvasi povrSinu na kojoj nastaje. Kapljica se u
trenutku dostizanja odredene (dovoljno velike) veli€ine otkida i uklanja s povrsine.
Zbog toga je prijenos topline bolji buduéi da nema termickog otpora filma kapljevine,
a koeficijent prijelaza topline je i do 20 puta veci nego $to je to slu¢aj kod povrSinske
kondenzacije.

Povrsinska kondenzacija (kondenzacija u filmu)

Provodi se na vertikalnim ili kosim povrSinama, a rijetko na horizontalnim. Koeficijent
prijelaza topline ovisi o debljini filma. U praksi se proracuni svode na ovaj tip
kondenzacije jer se kod kapljicaste kondenzacije ne mozZe definirati prekrivena
povrsina.

3
Vertikalni zid: a=0,94-\/ 9 oot A
Vﬂ'H'(T _Ts)

. . . 3
Horizontalni zid: a=072. 9Pl
n-vg -H-(T* —TS).d

gdje je: H - visina stijenke koja je kvasena kondenzatom
T - temperatura zasi¢enja
n - broj cijevi kondenzatora

Vrlo je nepoZeljno prisustvo nekondenzirajucih plinova buduéi da oni blokiraju
povrsinu. Ako je omjer tlakova inerta i ukupnog tlaka:

0,01< Pret_ 04

pukupni

. . N Ao .
potrebno je uvesti korekciju: _smiese ~ . [ukuent
Aiste pare Pineﬂ
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6. PRIJENOS TVARI

Ako neki sustav sadrzi dvije ili vise razliCitih komponenti Cije se koncentracije
razlikuju od toCke do toCke u prostoru, tada postoji prirodna tendencija da se tvar
prenosi ¢ak i kod minimalnih koncentracijskih razlika. Prijenos jednog sastojka (jedne
komponente) iz podru€ja viSe koncentracije prema podrucCju nize koncentracije
naziva se prijenos tvari. Ta se pojava uoCava svakodnevno jednako kao i prijenos
koli€ine gibanja i prijenos topline.

U industriji prijenos tvari javlja se u procesima kao $to su adsorpcija,
apsorpcija, destilacija, ekstrakcija, suSenje, sve kemijske i biokemijske reakcije.

Za odvijanje procesa prijenosa tvari ne smije izostati osim koncentracijske
razlike i temperaturna razlika. Prijenos tvari uz prijenos topline temelj je toplinskog
procesnog inZzenjerstva koje proucava toplinske separacijske procese.

Prijenos tvari moze se odvijati molekularnim mehanizmom (difuzija) ili
konvektivnim mehanizmom (vrtloznim). U sluaju kada djeluju oba mehanizma,
odnosi su vrlo sloZeni te se za dobivanje aproksimativnih modela koji opisuju proces
primjenjuje dominiraju¢i mehanizam.

Kao i kod dugih procesa i kod prijenosa tvari vrijedi zakon o€uvanja:

aX . .
V- dtv = Vul. 'Xv, T Vizl. 'XV,izI. + Vr
AKUMULACIJA = ULAZ - IZLAZ + GENERACIJA

X, - predstavlja koliCinu prenesene tvari po jedinici volumena, a izrazava se kao
molarna koncentracija ¢, mol m™ ili masena koncentracija », kg m™.

Kod prijenosa tvari javljaju se i odredene posebnosti:

o akumulacija tvari uzrokovana kemijskom reakcijom ovisi o €itavom nizu faktora
(molne koncentracije reaktanata, temperatura), a Cesto je zbog prisutnosti
kemijske reakcije potrebno uzeti u obzir i generiranje koli€ine tvari i topline.

o povrSinu faza izmedu kojih se odvija prijenos tvari Cesto je teSko definirati jer
je Cesto gibljiva (reakcija izmedu dva fluida). Kod prijenosa topline i koli¢ine
gibanja jedna je faza Cesto povrSina Cvrste faze.

o vrijednost transportnog koeficijenta kod malih vrijednosti Reynoldsove
znacajke (koeficijent difuzije D) je izrazito niska u odnosu na kinematic¢ku
viskoznost ili koeficijent toplinske vodljivosti. zbog toga je fluks prijenosa tvari
znatno manji nego Sto je fluks topline ili koliCine gibanja. Medutim, ve¢ kod
malih brzina gibanja povecava se koliCina prenesene tvari vrtloznim
mehanizmom, a takoder i molekularnim mehanizmom u smjeru protjecanja.
Fluks se povecava jer se pokretacka sila tijekom procesa konstantno odrzava
velikom.
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6.1. Prijenos tvari difuzijom

Difuzija je, u Sirem smislu, migracija jedne vrste Cestica tvari unutar smjese
koja se sastoji od dvije ili viSe komponenata. Takav nacin prijenosa je u pravilu spor
te Cesto predstavlja ograniCavajuc¢i (mjerodavni) faktor kod mnogih separacijskih
procesa ili kod kemijske reakcije. Do prijenosa dolazi zbog pokretaCke sile (razlika
koncentracija). Dakle, ako u nekom sustavu postoji razlika koncentracija po prostoru
promatrane vrste Cestica, u tom sluCaju do prijenosa dolazi od mjesta vece
koncentracije prema mjestu manje koncentracije. Dakle, difuzija je molekularni
mehanizam prijenosa tvari s mjesta viSeg ka mjestu nizeg kemijskog potencijala.
Proces prijenosa traje dok se u promatranom sustavu koncentracije izjednace,
odnosno dok se ne uspostavi ravnotezno stanje.

Ukoliko se prijenos tvari odvija uz konstantni koncentracijski gradijent tada

govorimo o stacionarnom prijenosu tvari: % =0.

U protivhom, ako je % # (0 tada govorimo o nestacionarnom prijenosu tvari.

Gustoca toka tvari (fluks tvari) za molekularni mehanizam prijenosa mozZe se
opcenito pisati:

D=k é
y
odnosno:
i, =D, -T2 kgm? s (199)
dy
ili
dCA 2 o
N, =-D, - Imolm? s (200)
dy
Sto predstavlja Fickov zakon.
VA - masena koncentracija komponente A, kg m™
Cp - molna koncentracija komponente A, mol m™
D, - koeficijent difuzivnosti, m* s
y - udaljenost, otpor
dc,

g - koncentracijski gradijent (promjena koncentracije okomito na y )
y
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6.1.1. Prijenos tvari difuzijom u stacionarnim uvjetima

Promatra se smjesa komponenata A i B koja se giba brzinom v uzduz osi y.

Fluks smjese koji se prenosi gibanjem brzinom v opéenito se izrazava kao produkt
brzine i koncentracije:

N=v-.c
Ukupni fluks komponenata A i B: N,+Ng=v-c
Za komponentu A: (NA+NB)-C—A=v-cA (XA=C_A]
c c

Dodatna komponenta gibanja tvari, a koja se javlja uz fluks uzrokovan gibanjem
fluida je difuzija. Difuzivhost komponente A (ili B) definira se kao relativha brzina u
odnosu na brzinu gibanja smjese:

Ny =c,-(vy-v) (201)

Prema Fickovom zakonu difuzija komponente A u smjesi moze se napisati:

dc
n=Ca(Va=¥)=-Du (202)
odnosno za komponentu B:
dc
Ng =cg (Vg —Vv)=-Dg, - —2
B B ( B ) BA dy
Iz jednadzbe (202) nadalje slijedi:
Vo Ca—V:-Cp=—Dpg 'dCA
dy
Vocn—(N, +Ny)-$& = _p,, .9
A A A B C AB dy
dc c
VpCy=-Dyg - —2+(Ny +Ng)-—2
A A AB dy ( A B) C
te konacno:
dc c
N, =-D,g -d—;wr(NA +NB)-?A (203)
gdje je:
—D,g - CLCA - fluks tvari uzrokovan difuzijom, osnosno koncentracijskim gradijentom

(N, +NB).C?A - fluks tvari uzrokovan gibanjem mase fluida (smjese)

lzraz se moZze rijeSiti ukoliko je poznat odnos izmedu molnih flukseva
komponenata A i B.

Razlikuju se dva grani¢na slucaja:
1. Ekvimolarna protustrujna difuzija (N, + Ng =0)

2. Jednokomponentna difuzija tj. difuzija komponente A kroz nepokretnu (inertnu)
komponentu B. (N =0)
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6.1.1.1. Ekvimolarna protustrujna difuzija

Ovaj tip prijenosa tvari temelj je prouCavanja toplinskih separacijskih procesa
kod kojih stalno dolazi do prijenosa tvari kroz granicu faza u oba smjera (npr.
destilacija). U uvjetima ekvimolarne difuzije vrijedi:

N, +N; =0 N, =-N;

Za svaku jedinicu mase komponente A koja prolazi (difundira) kroz grani¢nu
povrsinu, prolazi difuzijom kroz tu istu povrSinu jedinica mase komponente B u
suprotnom smjeru. Netto fluks tada je jednak 0. Zbog pojednostavljenja promatra se
idealiziran slucaj difuzije. Uz adijabatske uvjete i pod pretpostavkom da su molarne
topline isparavanja iste ¢, =c; =c¢, dc, =dcg =0, D,g =Dg, .
Op¢i oblik jednadzbe sada se moze pisati:
N, —-p.%a

dy
U stacionarnim uvjetima uz uvjet da nema generacije tvari (ne postoji kemijska
reakcija) vrijedi:

(203)

N =N = konstantno

A ulaz A, izlaz

Integriranjem jednadzbe (203) uz grani¢ne uvjete:

y=Yy Ca =Chp
y="Yi Ca = Cha
y=Y, Chr =Ch
mozemo pisati:
NA=—D CA2 CA1__D.£
Ya2=Yi Ay
ili
D
Nu=<=(Cu = Cre) (204)

D
Raspodjela koncentracija je linearna. Komponente A i B difundiraju s istim molarnim
brzinama u suprotnom smjeru.

Cais

udaljenost od medufazne povrSine

Slika 6.1
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Vrijednost Ay na kojoj se uspostavlja koncentracijski gradijent naziva se difuzijski
graniéni sloj (5, ) ili koncentracijski graniéni sloj (5, ). Izvan difuzijskog graniénog
sloja nema koncentracijskog gradijenta, $to znaci da je koncentracija u masi fluida
konstantna i obi¢no se oznaCava sa c,, .

A —=0
dy

CAoo CAoo ‘/

Vo 7 Sy
—> / i’ -
—
4> /

o
dc, 0
dy #0
Y >

udaljenost od pocetka razvoja, x
Slika 6.2

Difuzijski granicni sloj koji se formira neposredno uz granicu faza, predstavlja glavni
otpor prijenosu tvari. Granica faza ne predstavlja otpor, ali je vazan geometrijski
faktor. Ako postoji gibanje fluida uz grani€nu povrsSinu, prijenos tvari kroz difuzijski
sloj odvija se difuzijom.

Za prijenos tvari u plinovima, umjesto koncentracije mogu se Kkoristiti parcijalni
tlakovi:

Pa n
Cph=—=— V=nRT c=—
ART (p Vj
Dobiva se Fickov zakon za idealne plinove:
N = _i.% (205)
RT dy
odnosno:
D
N, :Fﬁ[,.(pm _pAZ) (206)
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6.1.1.2. Jednokomponentna difuzija

Ovaj fenomen javlja se kod selektivne apsorpcije ili ekstrakcije komponente A
iz smjese A i B. (Npr. apsorpcija NH3; u vodi iz smjese zraka i NH3). Promatra se
gibanje smjese komponenata A i B brzinom v uz granicu faza.

Ng'
Ng
A+B
N, %
N,' A
—_— >
plinska kapljevita
faza faza
granica
faza
Slika 6.3
N,, Ng - difuzijski fluks
N,", Ng' - fluks uslijed gibanja

Kroz granicu faza prolazi samo komponenta A. Komponenta B ne prolazi kroz
granicu faza vec recirkulira unutar svoje prvobitne faze. Otpor prijenosu tvari javlja se
neposredno uz granicu faza, a to je difuzijski grani¢ni sloj.

Komponenta A do granice faza dolazi difuzijom.

Difuzijski fluks: N, —-D. %
dy

Fluks uzrokovan gibanjem: N,'=v, C,

Ukupni fluks komponente A: Nyw =Ny +N,'

Potrebno je izraziti fluks uzrokovan gibanjem, N,".

Budu¢idaje v, =vg =v
N,' Ng'
VA = —A = VB = —B
CA CB
fluks uzrokovan gibanjem mozemo pisati i kao:
NAlz Vg Ca
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odnosno

N,'=Ng" =2 (207)

Ukupni fluks kroz granicu faza komponente B:
Ng +Ng'=0 Ng =-N;'

Fluks komponente A difuzijom jednak je fluksu komponente B difuzijom u suprotnom
smjeru:

N, =-Ng N, =Ng'
pa se jednadzba (207) moze pisati na sljedeci nacin:
N,'=N, A (208)
CB

Ukupni fluks komponente A sada se moze izraziti na sljedeci nacin:

Naw =Np +Ny'=Ny +N, 'C—AZNA .[1+C_AJ=NA '[CB +CAJ
: S .

B B CB
dc, ¢
N,,=-D, —2&.— 209
A, uk A dy CB ( )
Jednadzba (209) predstavlja Stephanov zakon difuzije. Integriranjem dobijemo:
D-c
NA,uk :m'(cm _CAZ) (210)
¢ - ukupna srednja molna koncentracija
_ C,+0,
C:T €1 =Cpq t Cpy Cy =Cpp TCpy
_ Cg+C _ Cgy, —C
Cg =CgARITM = = 2 = ili Cg =Cgm = = c =
|n£
CB1

Koncentracija komponente A se mijenja, a koncentracija inerthe komponente B, iako
ne prolazi kroz granicu faza, takoder se mijenja buduc¢i da se koncentracija
komponente A u prvobitnoj smjesi smanjuje.

Za plinove jednadzba ima sljedeci oblik:
D-P

N, =- ‘A 211
A RTs:0p - P im Pau ( )

gdje je

P - ukupni tlak smjese

Ap, v - POkretacka sila aktivne komponente

Ps . - logaritamska srednja vrijednost parcijalnih tlakova inertne komponente na
ulazu i izlazu.

_ Ps,uaz ~ Ps,izlaz
Ps.m =

p
|n B, ulaz

Ps, iziaz
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6.1.2. Konvektivni prijenos tvari

Konvektivni prijenos tvari uklju€uje prijenos izmedu fluida u gibanju u povrsine
ili izmedu dva relativno nemjesljiva fluida u gibanju. Ovaj nacin prijenosa ovisi i 0
transportnim svojstvima i o hidrodinamickim karakteristikama gibanja fluida. Kao i kod
prijenosa topline razlikuju se dva nacina gibanja fluida, te se razlikuje:

o prijenos tvari prisilnom konvekcijom — gibanje fluida je uzrokovano narinutom
silom
o prijenos tvari prirodnom konvekcijom — gibanje fluida je uzrokovano razlikom

lokalnih gustoc¢a otopine koje su nastale razlikom lokalnih koncentracija.

KinetiCka jednadzba za konvektivni prijenos tvari analogna je Newtonovom zakonu
za prijenos topline konvekcijom:
N, =K. -Ac, (212)

gdje je: N, fluks tvari, gustoca toka tvari,
K. koeficijent prijenosa tvari, m s

6.1.2.1. Koeficijent prijenosa tvari

Analogno teoriji grani¢nog sloja pri prijenosu topline, Lewis i Whitman uveli su
pojam difuzijskog grani¢nog sloja kod prijenosa tvari koji predstavlja glavni otpor
prijenosu tvari.

A
. ravnotezna koncentracija
Ca € na medufaznoj povrsini

v

debljina difuzijskog grani¢nog sloja ‘

< »
(- Lad ‘

Slika 6.3 Raspodjela koncentracija unutar difuzijskog grani¢nog sloja

Difuzijski grani¢ni sloj postoji unutar hidrodinami¢kog grani¢nog sloja, a njihove
debljine se odnose prema izrazu Polhausena:

W=

5—H:Sc
5D
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|4 . v .
Sc= ) Schmidtova znacajka.
A

>

8

(@)

7 o,
()]

o

C

0

=

o

()]

m dp

=

o}

()

©

A -
;

udaljenost od mjesta poCetka razvoja grani¢nog sloja, x

Slika 6.4

Na udaljenosti y =6, koncentracija se izjednaCuje s onom u masi fluida c,,.

Raspodjela koncentracija dobiva se analizom slike 6.3.
Promjena koncentracije na slici 6.3 mozZe se aproksimirati s trokutom.

Iz sliGnosti trokuta:
Cp—Car _ Oop—Y

Ch—Cp 0p—0

1 0Cy
oy

D

=K-(ci—cp) (213)

U jednadzbi (213) K je koeficijent prijenosa tvari a predstavlja odnos izmedu
difuzijskog koeficijenta i debljine difuzijskog grani¢nog sloja. Na taj nacCin vidi se da
na vrijednost koeficijenta prijenosa tvari, te nadalje i na fluks tvari utjeCu
hidrodinamicki uvjeti gibanja. Promjenom hidrodinamickih uvjeta, koji su izrazeni
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Re-znacCajkom, mijenja se debljina hidrodinamic¢kog grani¢nog sloja, a istovremeno i
debljina difuzijskog granic¢nog sloja, te tako i vrijednost koeficijenta prijenosa tvari.
Koeficijent prijenosa tvari je potrebno definirati za uvjete u kojima se odvija prijenosa
tvari, a definiranje ovisi i o tome da li se radi o plinskoj ili kapljevitoj fazi.

Za ekvimolarnu protustrujnu difuziju:

. za kapljevine K, b
%

o za plinove K, = D
RTo,

Za difuziju komponente A kroz inertnu komponentu B:

o za kapljevine K, =K,- Ce :2. Cs

CB,LM 5D CB,LM

. P D _ P
Psmw  RTSp Pgiu

o za plinove K,=K,

6.1.2.2. Prijenos tvari pri gibanju fluida (prisilna konvekcija)

Ukoliko se prijenos tvari odvija bez kemijske reakcije i u podrucju niskih
koncentracija, prouCavanja se temelje na zakonitostima prijenosa topline.
Dimenzijskom analizom izvedene su analogne bezdimenzijske kriterijalne jednadzbe
koje povezuju sljedece bezdimenzijske znacajke:

Scherwoodova znacajka

Sh— K-d ukupno prenesena koliina tvari
D koli¢ina tvari prenesena difuzijom

Schmidtova znacajka

Sco Y 1 difuzivnost koliCine gibanja
D p-D difuzivnost tvari
Grashoffova znacajka
Gr - B-g-I°-Ac sila uzgona uzrokovana lokalnom gustocom
" % molekularno trenje

Graetzova znacCajka

D-x ukazuje na duljinu puta
Gz = ) . .. .
mv.d? na kojem se odvija prijenos tvari

Fourierova znacajka
D-t . .. .
Fo,, =— bezdimenzijsko vrijeme
d
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Zbog analogije s prijenosom topline, Cesto se u literaturi Sh, Sc i ostale znacCajke
nazivaju Nusselt maseni (Nu,, = Sh), odnosno Prandt! maseni (Pr,, = Sc).

Opc¢i oblik bezdimenzijskih korelacija:
o za prisilnu konvekciju Sh=K-Re™-Sc"
. za prirodnu konvekciju Sh=K-Gr™-Sc"

Za podrucje niskih koncentracija, vrijednosti eksponenata odgovaraju eksponentima
iz jednadzbi za prijenos topline, ali uz ograni€enje da Reynoldsova i Schmidtova
znacajka odgovaraju Reynoldsovoj i Prandtlovoj kod prijenosa topline.

Kod plinova Sc = Pr .

Kod kapljevina je naj¢esée (Sc = %) >> (Pr = Kj jerje D<<a.
a

Vrijednosti eksponenata ovise o hidrodinamickim uvjetima i o geometrijskim
karakteristikama sustava:
1

m = 3 - za laminarnu ulaznu zonu u cijevi
m=0,5 - optjecanje oko kugle
m=0,8 - turbulentno strujanje kroz cijev
1
n :% - eksponent na Sc-znacajci isti je kao i kod prijenosa topline (Pﬂ]

U prvom dijelu razvoja difuzijskog grani¢nog sloja, slika strujnica nije konstantna.
Strujni tok se razvija te se i koeficijent prijenosa tvari mijenja ovisno o debljini
hidrodinamickog i difuzijskog granicnog sloja. Zbog toga za svaki polozaj x
(udaljenost od pocetka razvijanja difuzijskog grani¢nog sloja) postoji odredeni lokalni
koeficijent prijenosa tvari (Klok)x' U proraCunu se zato uzima srednja vrijednost

koeficijenta prijenosa tvari, K. Kolika je duzina tog podrugja razvoja toka ovisi o
uvjetima strujanja. Kod laminarnog strujanja je Cesto duza jer se debljina laminarnog
grani¢nog sloja stalno povecava. Kod turbulentnog strujanja, laminarni podsloj je kod
visokih vrijednosti Reynoldsove znacajke prakticki konstantan pa je i koeficijent
prijenosa tvari konstantan.

Za prijenos tvari sa stijenke u fluid koji se turbulentno giba (2-10° < Re <10°,
Sc > 0,7) vrijedi sljedeca korelacija:

Sh=0,023-Re®? . Sc*%
koja izuzetno podsjeca na Dittus Boelterovu jednadzbu za prijenos topline
(Nu =0,023-Re®® - Pro® ).

Primjenom navedene korelacijske jednadzbe omoguéava se procjena koeficijenta
prijenosa tvari (Kz%) na temelju poznatih hidrodinamickih uvjeta uz uvjet

geometrijske, dinamicke i termicke sli¢nosti sustava.
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7. ANALOGIJA PRIJENOSA KOLICINE GIBANJA, KOLICINE
TOPLINE | KOLICINE TVARI

U kolegiju Prijenos tvari i energije uglavnom se prouc€avaju fenomeni prijenosa
u teku¢inama koje se gibaju laminarno ili turbulentno. Iz teorije o prijenosu koli€ine
gibanja zna se da je, bez obzira na stupanj turbulencije (visoki Re), tik uz stijenku
uvijek prisutan i molekularni fluks (Von Karman).

Dakle, uvijek su prisutni i molekularni i vrtlozni mehanizmi prijenosa koliCine
gibanja, a to je slu€aj i kod prijenosa topline i tvari. Buduéi da nije moguce utvrditi
koliki je udio u prijenosu jednim ili drugim mehanizmom, pri prouCavanju fluksa
koriste se empirijski (eksperimentalno utvrdeni) koeficijenti proporcionalnosti tj.
koeficijenti prijenosa (transportni koeficijenti). Cesto se u dosadasnjim razmatranjima
ukazivalo na sli¢nosti izmedu prijenosa koli€ine gibanja i topline. U svim slu€ajevima
analitiCki izrazi slijede osnovnu zakonitost Sto je navedeno vec¢ na pocCetku poglavlja
3:

& =x-2 = transportni koeficijent-pOkretaCka sila
y otpor

Molekularni mehanizam
Moguce je izvesti egzaktne analitiCke izraze.

J fluks koli€ine gibanja T= —V-M
dy
dlpc, T
. fluks koli¢ine topline qg=- ar _ -a- o P )
dy dy
- , dc,
o fluks koli€ine tvari N, =-D-
dy

Vrtlozni mehanizam
Kod vrtloznog mehanizma ta zakonitost takoder postoji, medutim otpor prijenosu je
ugraden u vrijednost transportnog koeficijenta u vidu utjecaja okoline, odnosno
hidrodinamickih uvjeta koji utjeCu na debljinu grani¢nog sloja koji predstavlja glavni
otpor prijenosu. Ta se opcéenita zakonitost moZze pisati u obliku:

D =x"A
pri ¢emu x' u svojoj vrijednosti obuhvaca i fizikalna svojstva tvari i utjecaj uvjeta
strujanja.

2

e fluks koli¢ine gibanja r=f- "2’0
o fluks koli€ine topline qg=a-AT
J fluks koliCine tvari N, =K-Ac,

Postavlja se pitanje, s obzirom na analogne zakonitosti, da li se poznavanjem
vrijednosti jednog transportnog koeficijenta mogu procijeniti vrijednosti drugih
transportnih koeficijenata.
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7.1. Reynoldsova analogija

Reynolds (1874.) je prou€avao moguénost izraCunavanja koeficijenata
prijelaza topline na temelju poznavanja faktora trenja. Princip Reynoldsove analogije
temelji se na proporcionalnosti zbivanja neposredno uz stijenku i u masi fluida.

Toplinski fluks sa fluida na stijenku (ostvareni): oz-(Tf —TS)

=2

vip
2
f predstavla Fanningov faktor trenja i

Fluks koliCine gibanja (ostvareni): r=fF-

: e &
odnosi se s faktorom trenja: f—A

Raspoloziva koli€ine topline fluida
(maksimalno moguca toplina koju fluid
moze predati stijenci) g=p-v-c, (Ts-T,)

Raspoloziva koli€ina gibanja
(maksimalno moguca — kineticka

energija izrazena po jedinici volumena fluida): 2

<|
A}

ostvareni fluks topline na stijenci _ ostvareni fluks koliCine gibanja na stijenci
raspoloziva koli€ina topline fluida raspoloziva koliina gibanja fluida

FVp

a-(Ts-T,) _
pv-c,-(Ts-T)) Vp

T st (214)

U jednadzbi (214)

f :% - Fanningov faktor trenja

Nu a-AT

St: = —
Re-Pr  p-v-c,-AT

- Stantonova znacajka

Analogija se takoder moze primjeniti i na prijenos tvari i koliine gibanja:

ostvareni fluks tvari _ ostvareni fluks koliCine gibanja na stijenci
raspolozivi fluks tvari raspoloziva koli€ina gibanja fluida
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K-lcm—Cra) _ 2
V'(CM_CAz) vip

§=£=St'=StM (215)
\ Sh : .
St'=St,, = - maseni Stantonov broj
Re-Sc
N : , f
Reynoldsova analogija dakle glasi: St =St'= 2
e " a K T
ili cjelovitije: — =—==——
p-v-c, V p-v

Nedostaci (ograni¢enja) Reynoldsove analogije:

Pretpostavlja da su vrijednosti Pr=1 Sc=1 $§to znali da su debljine
hidrodinamickog, toplinskog i difuzijskog grani¢nog sloja jednake, a to je slu€aj samo
kod plinova. Na taj na€in ne uzima u obzir udio molekularnog mehanizma prijenosa
(unutar grani¢nog sloja) i vrtloZnog mehanizma prijenosa.

Ova analogija je primjenjiva samo za sluCajeve kad nema otpora oblika. Podrucje
primjenjivosti je ograni€eno na tok izmedu paralelnih povrsSina ili u cijevi.
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7.2. Prandtl-Taylorova analogija

Uzima u obzir Cinjenicu da Prandtlova znacCajka nije uvijek jednaka jedinici
(Pr¢1) Sto znacdi da debljine hidrodinamikog, toplinskog i difuzijskog grani¢nog
sloja nisu jednake. Djelomi¢no uzima u obzir udio molekularnog i vrtloznog
mehanizma.

Temelji se na Reynoldsovoj analogiji, a pri izvodenju se uzima u obzir
univerzalna raspodjela brzina.

f
St = f2 (216)
1+5. E-(Pr—1)

Uzme li se da je vrijednost Prandtlove znacajke jedinica, dobiva se Reynoldsova
analogija.

Za prijenos tvari vrijedi:

r
St'= 2
1+5. ;-(3c—1)

Takoder, za vrijednost Sc =1 dobiva se Reynoldsova analogija.

7.3. Von-Karmanova analogija

Predstavlja proSirenje Prandtlove analogije. Takoder pri izvodenju uzima u
obzir univerzalnu raspodjelu brzina te obuhvaca i prijelazno podrucje.

f
St = 2 (217)

1+5.\/;.{Pr—1+ln[1+2-(Pf—1)}}

Uzme li se da je vrijednost Prandtlove znaCajke jedinica, opet se dobiva Reynoldsova
analogija.

Za prijenos tvari vrijedi:

f
St'= 2

1+5.J;.{3c—1+|n{1+2-(3c—1)}

Za vrijednost Sc =1 dobiva se Reynoldsova analogija.
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7.4. Chilton-Colburnova analogija

Na jednostavan nacin se korigira Reynoldsova analogija mnozenjem lijeve
2 2

strane s Pr3, odnosno Sc®. Vrlo se &esto koristi u inZenjerskoj praksi. Uvodi tzv.
J-faktor (jH [ jD) koji predstavlja faktor prijenosa topline (tvari).

2
St-Prd=j, =— (218)

odnosno:

Za primjer ravne cijevi eksperimentalno je dobiveno: j,, = 0,023-Re*?.
Eksperimentalno je takoder utvrdeno da se utvrdena zakonitost podudara s ovisnosti
faktora trenja o Re-znacajci (Moodyjev dijagram) sto se vidi na slici 7.1. Ovisnost j,

0,14
0 Re potrebno je korigirati s [ﬁj u slu€ajevima kada se radi o velikim razlikama

Ts
u viskoznosti fluida uz stijenku i viskoznosti u masi fluida.

oo
[e]e)

0,008
0,007

0,006
0,005 ;]

0,14 (/0 -4

J/m)™™ 0,004 s L

0,003 w

L T2 (za glatku cijev)

&

&

N

lI

|

II

L/

F ]
L/
[

0,002

0,001

10° 10° Re 10°

Slika 7.1 Ovisnost j,; 0 Re-znadajci

Sada se moze pisati:

s _f_¢
St-Pré =j,=-=2-0023-Re™
28
2
NU_ b3 - 0023 Re?
Re-Pr
1
Nu =0,023-Re® - Pr? (219)
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Jednadzba (219) poznata je pod nazivom Dittus-Boelterova jednadzba (izvedena je
ranije dimenzijskom analizom u poglavlju 5.2. Konvekcija), a vrijedi za glatku cijev i u

podrugju 10* < Re <2-10°, te za odnos é>50.

Analogija se moZze primjeniti i za prijenos tvari pa vrijedi sliede¢a jednadzba:

St'zi1=jD:£:y/-Re” (220)
Re-Sc?
odnosno za ravnu cijev:
St':—Sh —=Jp :£:£=0,023-F\’e‘0'2
u 2 8
Re-Sc?

te se konaCno dobiva bezdimenzijska korelacijska jednadzba za prijenos tvari
vrtloznim mehanizmom:

1
Sh=0,023-Re*® - Sc?3 (221)

Na temelju predoCenog moze se izvesti opcCi zakljuCak da ovakav jedinstveni
pristup proucavanjima prijenosa koli¢ine gibanja, prijenosa toplinske energije i
prijenosa tvari, omogucuje bolje razumijevanje, povezivanje i izvodenje zakonitosti u
procesima kemijske procesne industrije.
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