TEORIJSKE DISTRIBUCIJE VJEROJATNOSTI

Mirjana Kujundzi¢ Tiljak i Davor Ivankovi¢

Za razliku od empirijskih distribucija frekvencija opazenih podataka, teorijske distribucije
vjerojatnosti opisane su matematickim modelom.

Kada neka empirijska distribucija aproksimira, tj. slijedi odredenu teorijsku distribuciju
vjerojatnosti, mozemo upotrijebiti teorijsko znanje o doticnoj distribuciji kako bismo dobili
odgovore na pitanja o podacima. To najcesce zahtjeva procjenu vjerojatnosti.

VJEROJATNOST DOGADAJA mjera je neizvjesnosti. Mjeri Sansu da se odredeni dogadaj
dogodi. Pozitivan je broj i moze poprimiti vrijednosti izmedu 01 1.

Ako je vjerojatnost 0, onda je dogadaj nemoguc.

Ako je vjerojatnost 1 , onda je dogadaj nuzan, tj. mora se dogoditi.

Vjerojatnost komplementarnog dogadaja (1-vjerojatnost) mjeri Sansu da se promatrani dogadaj ne
dogodi.

Postoje razliciti pristupi u racunanju vjerojatnosti:

e subjektivan pristup podrazumijeva osobni stupanj vjerovanja da ¢e se dogadaj dogoditi
(npr. da ¢e svijet propasti 2050. godine);

o frekvencijski pristup temelji se na brojanju dogadaja pri nebrojenom ponavljanju
eksperimenta (npr. koliko puta ¢e nov¢ié¢ pasti na glavu ako ga 1000 puta bacimo);

e a priori pristup pretpostavlja poznavanje teorijskog modela, tj. distribucije svih mogucih
vjerojatnosti nekog dogadaja (npr. boja o€iju djeteta majke s plavim i oca sa smedim
o¢ima)

Pravila vjerojatnosti:

e Pravilo adicije: ako se dva dogadaja (A 1 B) medusobno iskljucuju, vjerojatnost da se
dogodi jedan od njih (A ili B) jednaka je sumi njihovih vjerojatnosti

Vjerojatnost (A ili B) = Vjerojatnost (A) + Vjerojatnost (B)

e Pravilo multiplikacije: ako su dva dogadaja (A 1 B) medusobno nezavisni, vjerojatnost da
se dogode oba dogadaja (A i B) jednaka je umnosku njihovih vjerojatnosti.

Vjerojatnost (A 1 B) = Vjerojatnost (A) x Vjerojatnost (B)

SLUCAJNA VARIJABLA, X, je varijabla koja poprima pojedina¢ne vrijednosti s odredenom
vjerojatnos¢éu. Dva su osnovna tipa:

* diskretna ili diskontinuirana slucajna varijabla: numericke vrijednosti su cijeli brojevi
(primjer: broj nezrelih stanica u nekom preparatu moze biti 0, 1, 2, 3, ... k);
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* kontinuirana slucajna varijabla: numeri¢ke vrijednosti su realni brojevi (primjer: tjelesna
tezina 72,35 kg, glukoza u krvi 7,2 mmol/l ).

DISTRIBUCIJA (RASPODJELA) VJEROJATNOSTI prikazuje nacin na koji je ukupna
vjerojatnost (koja je jednaka 1) raspodijeljena na pojedine vrijednosti slucajne varijable.

Svaku distribuciju vjerojatnosti definiraju parametri (npr. prosjek, varijanca).

Zavisno od tipa slucajne varijable 1 distribucije dijelimo na diskretne 1 kontinuirane.

DISKRETNE DISTRIBUCIJE VJEROJATNOSTI
e primjeri: Binomna raspodjela, Poissonova raspodjela

Mozemo izvesti vjerojatnost za svaku mogucu vrijednosti slu¢ajne varijable. Suma svih
mogucih vjerojatnosti slucajne varijable je 1.

KONTINUIRANE DISTRIBUCIJE VJEROJATNOSTI
* primjeri: normalna raspodjela, % raspodjela; t raspodjela, F raspodjela
Mozemo izvesti vjerojatnost za slucajnu varijablu, x, koja poprima vrijednosti u odredenim
razredima (budu¢i da ima beskona¢no mnogo vrijednosti x)
Ako horizontalna os predstavlja vrijednosti varijable x, prema jednadzbi distribucije moze se
nacrtati krivulja. Ova jednadzba zove se funkcija gustoce vjerojatnosti.

Ukupna povrsina ispod krivulje iznosi 1 i predstavlja vjerojatnost svih moguc¢ih dogadaja.

Vjerojatnost da x lezi izmedu dvije vrijednosti jednaka je povrsini ispod krivulje izmedu te
dvije vrijednosti.

IL=70

37 48 59 70 181 92 103
7.75 8.25

Slika 1. Vjerojatnost da x lezi izmedu dvije vrijednosti
Izvor slike: http://www.psychstat.missouristate.edu/introbook/sbk11.htm
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NORMALNA (GAUSSOVA) RASPODJELA

Najvaznija je distribucija kontinuiranih obiljezja. Opisao ju je njemacki matematicar C.F. Gauss.
Vecina bioloSkih mjerenja slijedi normalnu distribuciju. Primjenjuje se u mnogim modelima
analize podataka.

Obiljezja normalne raspodjele:
e u potpunosti ju opisuju dva parametra: aritmeticka sredina (engl. mean, \) 1 varijanca
(engl. variance, 6°) te se simbolicki prikazuje kao N(p,6%);

e podrucje vrijednosti slucajne varijable, x, je (—o0,+0);
e funkcija gustoée vjerojatnosti je:
f (x) = (1/0\2m) ¢*
pri emu je a = -1/2 ((x-p)/o)*;

e zvonolikog je oblika i unimodalna;

e simetri¢na oko aritmeticke sredine;

e ukoliko se povecava vrijednost aritmeticke sredine krivulja se pomice udesno, a ukoliko
se vrijednost aritmeti¢ke sredine smanjuje krivlja se pomice ulijevo (uz pretpostavku
jednake varijance);

e ukoliko se vrijednost varijance povecava krivulja se snizava se i §iri, a ukoliko se
vrijednost varijance smanjuje krivlja se povisuje i suzuje (uz nepromijenjenu aritmeticku
sredinu);

e aritmeticka sredina i medijan poprimaju istu vrijednost;

e vjerojatnost da ¢e normalno distribuirana slucajna varijabla, x, s aritmetickom sredinom,
4, 1 standardnom devijacijom, o; poprimiti vrijednost izmedu:
(u-0)i(u+ o)iznosi 0,68;
(u-1,960)1(u+ 1,96 o) iznosi 0,95;
(n-2,580)1(u+ 2,58 o) iznosi 0,99.
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Slika 2. Gustoc¢a vjerojatnosti normalne distribucije
* zeleno = standardna normalna distribucija
Izvor slike: http://en.wikipedia.org/wiki/Normal distribution

IQ Normal Curve

Standard Deviations -4 -3 -2 -1 ] 1 z2 3 4
wechsler IO 40 55 TO a5 a0 115 120 145 160
Stanford-Binet I 36 5z ES ad 100 116 132 148 164

Cumulative 24 0003 2135 Z2E7S 15866 5000 &4.1354 97725 99.865  99.957

Slika 3.Gustoca vjerojatnosti normalne raspodjele kvocijenta inteligencije (1Q)
Izvor slike: http://members.shaw.ca/delajara/IQBasics.html
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Slika 4.
Krivulje normalne raspodjele s razlicitim vrijednostima aritmeticke sredine

uz jednake vrijednosti varijanci
Izvor slike: http://www.psychstat.missouristate.edu/introbook/sbk11.htm

16 28 40 52 64 76 38

Slika 5..
Krivulje normalne raspodjele s razlicitim vrijednostima varijanci

uz jednake vrijednosti aritmeticke sredine
Izvor slike: http://www.psychstat.missouristate.edu/introbook/sbk11.htm
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STANDARDNA NORMALNA RASPODJELA

Standardna normalna raspodjela ima vrijednost aritmeticke sredine 0, a vrijednost varijance 1.
Simbolicki se prikazuje N(0,1).

Vrijednosti na horizontalnoj osi su standardizirane varijable, z - vrijednosti, a raCunaju se:

Z-vrijednosti odreduju polozaj pojedinog rezultata u nekoj normalnoj raspodjeli, i to tako da se ta
vrijednost izrazi u dijelovima standardne devijacije.

Slika6. Krivulja standardne normalne raspodjele
i vjerojatnost da ¢e x poprimiti vrijednost izmedu (u-10) i (u+l1o).

Izvor slike: http://www.psychstat.missouristate.edu/introbook/sbk11.htm

-3 -2 -1 0 1 2 3

Slika6. Krivulja standardne normalne raspodjele
i vjerojatnost da ¢e x poprimiti vrijednost izmedu (u-1,960) i (ut+1,960).

Izvor slike: http://www.psychstat.missouristate.edu/introbook/sbk11.htm
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DRUGE KONTINUIRANE DISTRIBUCIJE VJIEROJATNOSTI
t - DISTRIBUCIJA

Derivirao ju je W.S.Gosset, poznatiji pod pseudonimom ,,Student™ pa se distribucija zove i
Studentova t-distribucija.

Obiljezja t-distribucije:
e karakteriziraju je stupnjevi slobode;
¢ ima sli¢an oblik kao normalna distribucija samo §to je §ira i polozenija;
e kako raste broj stupnjeva slobode oblikom je sve sli¢nija normalnoj raspodjeli;
e primjenjuje se u racunanju intervala pouzdanosti i testiranju hipoteza o razlici izmedu dva
uzorka.

Slika 7. Krivulje t - distribucije

Izvor slike: http://www.psychstat.missouristate.edu/introbook/sbk24.htm

x*— DISTRIBUCIJA
Obiljezja y -distribucije:

e distribucija je pozitivnih vrijednosti, zakrivljena u desno;

e karakteriziraju je stupnjevi slobode;

e oblik distribucije ovisi o broju stupnjeva slobode: kako raste broj stupnjeva slobode
distribucija postaje sve vise simetri¢na i sli¢nija normalnoj distribuciji

e primjenjuje se u analizi kategorijskih podataka.
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Slika 9. Krivuljey’- distribucije
Izvor slike: http://en.wikipedia.org/wiki/Chi-square_distribution

Obiljezja F-distribucije:
e zakrivljena prema desno;

F - DISTRIBUCIJA

distribucija je omjera dvaju varijanci izracunatih iz normalno distribuiranih podataka;

karakteriziraju je stupnjevi slobode brojnika 1 nazivnika omjera varijanci;
upotrebljava se za usporedbu dvije varijance, kao i za usporedbu vise od dvije aritmeticke

sredine analizom varijance (ANOVA).

1 ......................
f(10,1)
[ f(10,3)
N f(10,10)
LN -f(10,100) -
. \

] \,

i \\\\

|II |III \Hh\-\"“‘\- \\""\.

ol e
1 2 3 4 k]

Slika 9. Krivulje F- distribucije
Izvor slike: http://planetmath.org/encyclopedia/FDistribution.html
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LOGNORMALNA DISTRIBUCIJA

Obiljezja lognormalne distribucije:

e distribucija vjerojatnosti slu¢ajne varijable ¢iji logaritmi (baze 10 ili e) slijede normalnu
distirbuciju;

e izrazito je zakrivljena u desno;

e kada logaritmiramo vrijednosti varijable ¢ija distribucija je zakrivljena prema desno,
dobiveni logaritmi slijede normalnu distribuciju;

e geometrijska sredina;

e kao mjera centralne tendencije upotrebljava se geometrijska sredina.
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Slika 10. Krivulje lognormalne distribucije
Izvor slike: http://en.wikipedia.org/wiki/Lognormal distribution

DISKRETNE DISTRIBUCIJE VJEROJATNOSTI
Slucajna varijabla koja definira distribuciju vjerojatnosti je diskretna. Zbroj vjerojatnosti svih
mogucih, medusobno iskljuc¢ujuéih dogadaja iznosi 1.

BINOMNA DIOSTRIBUCIJA

Binomnu distribuciju definirao je Jacob Bernuolli 1700. godine. To je teorijska distribucija za
diskretne slucajne varijable kada imamo dva moguca ishoda, “uspjeh” i “neuspjeh”, u n mogucih
dogadaja.

Primjer:  Imamo 100 pokuSaja IVF (in vitro fertilizacija) kod kojih ishod moza biti
“uspjeh” (trudnoca) ili “neuspjeh”.
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n
P(x)= (ij"qn_x je vjerojatnost da u seriji od n pokusa dogadaj A nastupi to¢no x puta.

Skup svih parova {x, P(x)}, x =0, 1, 2, ..., n ¢ini binomnu distribuciju, to¢nije gustocu binomne
distribucije.

Obiljezja binomne distribucije

e opisuju je dva parametra: broj jedinki u uzorku ili broj ponavljanja pokusaja, n, i stvarna
vjerojatnost uspjeha za svaku jedinku ili za svaki pokusaj, m, te se simbolicki prikazuje
kao B(n, m);

e aritmeticka sredina binomne distribucije je vrijednost slu¢ajne varijable koju o¢ekujemo
ako promatrano n jedinki ili pokus$aj ponavljano n puta, i iznosi nr;

e varijanca binomne distribucije iznosi nzx(1-r);

e kada je n male vrijednosti, distribucija je zakrivljena u desno ako je 7<0,5 a ako je 7~0,5
distribucija je zakrivljena u lijevo;

e kako veli¢ina uzorka raste distribucija postaje vise simetri¢na;

e binomna distribucija aproksimira normalnu distribuciju ako su joj vrijednosti i aritmeticke
sredine 1 varijance vece od 5;

e upotrebljava se pri zaklju¢ivanju o proporcijama.

ol PLE

I Banomeal PDF

4
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Slika 11. Funkcija gustoce binomne distribucije

s aproksimacijom normalne raspodjele za n=6ip = 0,5
Izvor slike: http://en.wikipedia.org/wiki/Binomial distribution
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Primjeri binomne distribucije:
(1) vjerojatnost genotipova

- frekvencija gena A =0,33
- frekvencija genaa = 0,67

(p+q)’= (0,33 + 0,67)> = 0,332 + 2 x0,33 x 0,67 + 0,672

Prostor ishoda:

P (AA)=10,332 =0.109
P (Aa) = 0,33 x0,67 =0,221
P (aA) =0,67 * 0,33 =0,221
P (aa) =0,672 =0,449

0,5
0,45 4
0,4
0,35 4
0,3
P 0,25 A
0,2
0,15 4
0,1 1
0,05 4

AA Aa aa

Slika 12. Binomna distribucija vjerojatnosti genotipova

(2) smrtni ishod kao binomna distribucija

- letalitet od neke bolesti =0,30
- vjerojatnost prezivljenja =0,70
-n=35

- binom: (0,30 + 0,70)’

Tablica 1. Prostor ishoda binomne distribucije smrtnog ishoda

Broj umrlih | Razvoj Vjerojatnost
binoma
5 (svi) p’ 0,003
4 5p'q 0,028
3 10p°q” 0,132
2 10p°q’ 0,309
1 5pq” 0,360
0 (nijedan) | q 0,168
Ukupno 1,000
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POISSONOVA DISTRIBUCIJA

Opisao ju je Siméon Denis Poisson pocetkom XIX stoljeca.
Poissonova slu¢ajna varijabla je broj dogadaja koji se zbivaju neovisno i slucajno u vremenu ili
prostoru, s prosje¢nom frekvencijom, x (npr. rast bakterija na hranjivoj podlozi, broj prijema u
bolnicu na dan).
Obiljezja Poissonove distribucije:
e parametar koji opisuje Poissonovu distribuciju je aritmetic¢ka sredina, tj. prosjec¢na
frekvencija, u;
e aritmeticka sredina 1 varijanca imaju jednake vrijednosti;
¢ unimodalna je krivulja, zakrenuta u desno kada je vrijednost aritmeticke sredine mala;
e kako raste aritmeticka sredina, asimetrija se smanjuje i na kraju aproksimira normalnu
raspodjelu.

04

0.

] 5 10 15 0

Slika 13. Krivulje Poissonove distribucije
(horizontalna os je indeks k;
napomena: funkcija je definirana cijelim brojevima k,
linija koja povezuje tocke ne ukazuje na kontinuitet)
Izvor slike: http://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_distribution
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